
Statistique Mathématique 2020-2021
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Les questions marquées d’un astérisque (*) sont facultatives.

Exercice 1. (Lasso slow rates) Soient n et d deux entiers naturels strictement positifs. Considérons
le modèle linéaire Y = Xβ?+ε où Y ∈ Rn et β? ∈ Rd, ainsi que l’estimateur Lasso β̂ ∈ arg minβ∈Rd(‖Y−
Xβ‖22 + λn‖β‖1), où λn est un réel strictement positif.

1. Montrer que ‖X(β̂ − β?)‖22 6 2|ε>X(β̂ − β?)|+ λn(‖β?‖1 − ‖β̂‖1).
Indication : utiliser que β̂ minimise le critère du Lasso. En particulier, il est meilleur que tous
les autres β possibles.

2. Montrer que |ε>X(β̂ − β?)| 6 ‖X>ε‖∞‖β̂ − β?‖1 6 ‖X>ε‖∞(‖β̂‖1 + ‖β?‖1).
3. En déduire que si λn > 2‖X>ε‖∞, alors ‖X(β̂ − β?)‖22 6 2λn‖β?‖1.

Application. On suppose à présent que les n coordonnées de ε sont des variables i.i.d. de loi N (0, σ2).
On suppose qu’il existe une constante c telle que, en notant X·j la j-ième colonne de la matrice X, on
ait max16j6d ‖X·j‖2 6 c

√
n.

4. Montrer que si ‖X‖∞ 6 c, alors la condition max16j6d ‖X·j‖2 6 c
√
n est satisfaite.

5. Quelle est la loi de X>·j ε ?

6. Soit a > 0. Trouver t tel que P(|X>·j ε| > t) 6 2
dna .

Indication : admettez l’inégalité de concentration suivante : si Z ∼ N (0, σ2), alors pour tout

x > 0, P(|Z| > x) 6 2 exp
(
−x2
2σ2

)
.

7. Toujours avec le même a, en déduire un t tel que P(‖X>ε‖∞ > t) 6 2
na .

8. En déduire qu’avec probabilité au moins 1− 2/na,

1

n
‖X(β̂ − β?)‖22 6 4

√
2σc‖β?‖1

√
log d+ a log n

n
.

Exercice 2. Soient µ ∈ R, σ > 0 et θ ∼ N (µ, σ2). On observe X1, . . . , Xn i.i.d. de loi N (θ, 1) (on
suppose donc la variance des Xi sachant θ connue).

1. Quelle est la loi a posteriori de θ ?

2. Calculer un estimateur du maximum a posteriori de θ.

3. Donner un intervalle de crédibilité de niveau 1− α de θ.

Exercice 3. (Régression linéaire et Ridge, cadre bayésien)

1. Etant donné un paramètre (aléatoire) θ suivant une loi de densité p et des observations X =
(X1, . . . , Xn) telles que conditionnellement à θ, X a pour densité x 7→ q(x|θ), montrer que
l’estimateur du maximum a posteriori de θ maximise

θ 7−→ log q(X|θ) + log p(θ).

Considérons le modèle suivant. Soient a, σ > 0. Comme loi a priori, on suppose β ∼ N (0, a2Id). On
observe la matrice X de taille n× d et le vecteur Y = Xβ + ε ∈ Rn avec ε ∼ N (0, σ2In) indépendant
de β.

2. Montrer que l’estimateur du maximum a posteriori minimise la fonction

β 7−→ 1

σ2
‖Y −Xβ‖22 +

1

a2
‖β‖22.

3. En déduire que l’estimateur du maximum a posteriori correspond à l’estimateur Ridge pour un
paramètre de régularisation à préciser.

4. Que se passe-t-il quand a→ 0 ? Quand a→∞ ? Commenter.

5. (*) Quelle est la loi a posteriori de β ?
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