Statistique Mathématique 2020-2021

TD 10 : estimation de densités

Les questions marquées d’un astérisque (*) sont facultatives.

Exercice 1. (Distance en variation totale)

1. Rappeler la définition de la distance en variation totale entre deux mesures.
Dans la suite, si f est une fonction a valeurs réelles, on note fi(x) = max(f(x),0) et f_(x) =
max(—f(x),0) les parties positive et négative de f(z).

2. Montrer que si P et () sont deux mesures de probabilité de densités respectives f et g par rapport
a une mesure u, alors

sup  (P(A) - Q(A)) = / (f — 9+ (@)u(dx)

A mesurable
et

sup  (Q(B) - P(B)) = / (f - 9)-()u(dz).

B mesurable

Indication : utiliser que (f — g)(x) = (f — g)+(x) — (f — g)—(x).
3. Montrer que

/ (f - 9+ (@)pu(dz) — / (f — 9) (@)u(dz) = 0
et

[ =9s@mi@n) + [(7 - g)-@pntda) =17 - .
4. En déduire dyr(P,Q) = [(f — g)+(z)u(dz) = || f — gl

Exercice 2. (Consistance ponctuelle des estimateurs a noyau) Soit X1, ..., X, un échantillon
i.i.d. d’'une variable aléatoire réelle X de loi de densité f par rapport a la mesure de Lebesgue. Soit
fn, k lestimateur a noyau associé au noyau K et a une taille de fenétre h, > 0, autrement dit, en
notant K (z) = K(x/h)/h, pour tout x € R,

fAmK(H?) = %ZK}LH((E — Xl)
i=1

Supposons M = max([,p YK (y)dy, [,cp K(v)*dy, [,cp [y|K (y)*dy) < +oc.
Supposons également f de classe C! et L = max(||f|lco; || f'|loc) < +00.
L’objectif de I'exercice est de démontrer qu’alors, pour tout z € R, si h,, —> 0 et nh,, — 400,

E[(fo,x () = f(2))?] — 0.
1. Montrer que E[f, ()] = nyR K, (y)f(x — y)dy. On note (K, * f)(x) le terme de droite.
Ky, * f est appelé le produit de convolution de K, et f.

2. (Décomposition biais-variance) Montrer que

A~

E[(fnx(2) = f(2))*] = E[(fn,x () = (Kn, * £)(2))*] + (Kn, * f)(2) = f(2))*.

3. Montrer que ((Kp, * f)(x) — f(x))? < M2L2h2.
Indication : utiliser que fy Ky (y)dy = 1 pour tout h > 0.
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4. Justifier la suite d’inégalités suivante :

El(fuse(@) — (K, * [)(@))?] = ~Var(K, (z - X))

< —E[Kp, (z — X)?]
_ 1 2
=t e K(y)*f(z + hpy)dy

1
< — (ML + MLh

3|I—3

Indications : pour la premiére égalité, réécrire le terme de variance sous la forme d’une somme
de variables i.i.d.. Pour la deuziéme, utiliser la formule de Konig-Huygens (cours / TD 1). Pour
la derniére, utiliser que |f(x + hny) — f(x)] < Lhy|y|.

5. En déduire le résultat souhaité.

6. (*) Dans cette question, on suppose que K est a support dans [—1, 1] (c’est-a-dire que K(z) =0
pour tout x en dehors de [—1, 1]), que f est a support dans [—C, C] pour une constante C' > 0 et
que h, < 1 pour tout n. On rappelle que pour toutes fonctions u et v de R dans R, dyr(u,v) =
2llu — vl|1. Justifier la suite d’inégalités suivantes :

Eldvr(fux, )] <2720+ 1)V2E[| fa,x — f2]

<220+ 1 ([ B [(Gunte) - 7] )

En déduire que E[dyr(fo.r, f)] N 0

On rappelle l'inégalité de Cauchy-Schwarz : pour toutes fonctions u et v et toute mesure p (pas

forcément de probabilité), | [u(x)v(x)u(dr)| < ([ w(z)?u(de)) ([ v(x)?u(dz)) /2,

Exercice 3. On observe les six valeurs suivantes : 0.44,1.36,1.01,0.02,1.81,0.48. On suppose ces
observations générées de maniere i.i.d. suivant une loi sur [0, 2] de densité f.

1. Rappeler la définition de I'estimateur a noyau de noyau K, de taille de fenétre h, évalué en x et
fondé sur les observations X7, ..., X,.

Pour chacun des quatre estimateurs de f suivants :
— L’estimateur par histogrammes de largeur 1/2 ,

— L’estimateur a noyau de noyau uniforme K (z) = %1[,171} (z) (aussi appelé rectangulaire) de taille
de fenétre 1/2, ou 14(x) =1 si z € A et 0 sinon,

— L’estimateur a noyau triangulaire K (x) = max(1 — |z|,0) de taille de fenétre 1/2,

— L’estimateur a noyau gaussien de taille de fenétre 0,4. Pour rappel, le noyau gaussien est la
fonction x +— exp(—z2/2)/v/2r.

2. Calculer leur valeur en 0,75 et en -0,1.

3. Les tracer (sauf I'estimateur & noyau gaussien).



