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TD 3 : intervalles de confiance

Les questions marquées d’un astérisque (*) sont facultatives.

Exercice 1. Soient X1,..., X, des v.a. i.i.d. de loi £(\) avec A inconnu.
1. Rappeler la formule d’un estimateur An du maximum de vraisemblance de \.
2. Dans cette question uniquement, on suppose qu’il existe A\g > 0 connu tel que A > Ag.

(a) En utilisant I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev, donner un intervalle de confiance de niveau
1—adel/A\

(b) En déduire un intervalle de confiance de niveau 1 — v de .
3. (a) Enoncer le théoréme central limite sur la moyenne empirique X,,.

(b) Montrer qu’il existe o(A) > 0 tel que sous le parametre A,

~

VvV, —A) — N(0,0(\)?) enloi

n—-+0o

et donner la formule de o ().

(c) En utilisant le théoréme de Slutsky, en déduire un intervalle de confiance asymptotique de
niveau 1 — a de A.

4. (a) Trouver une fonction ¢ telle que sous le parametre A,

\/ﬁ<¢(Xn)—¢<1>) s A(0,1) en loi,

)\ n—-+4oo

(b) En déduire un intervalle de confiance asymptotique de niveau 1 — a de A.

Exercice 2. On sonde n personnes sur k questions ot elles peuvent répondre oui ou non. On suppose
que les personnes répondent indépendamment les unes des autres (mais les réponses d’'une méme
personne aux questions ne sont, elles, pas indépendantes), et que la probabilité de répondre oui a une
question donnée ne dépend pas de la personne. On note p; la probabilité quune personne dise oui a
la question j, et X; ; la variable qui vaut 1 si la personne 4 dit oui a la question j et 0 sinon.

1. Donner un intervalle de confiance de niveau 1 — a de p; pour tout j.

2. En déduire une région de confiance de niveau 1 — « pour le vecteur p = (p1, ..., pk).

Exercice 3. On répete de maniere indépendante une expérience ayant une probabilité p de succes.
On suppose p > pg pour pg > 0 connu.

1. Combien de répétitions faut-il faire au minimum pour étre sur avec probabilité au moins 1 — «
d’obtenir au moins un succes ?

2. Combien de répétitions faut-il faire au minimum pour étre sir avec probabilité au moins 1 — «
d’obtenir au moins k succes ?
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Exercice 4. Soient X1, ..., X, des v.a. i.i.d. de loi N'(i,0?) pour (i, 0?) inconnu. On admet que la
matrice de variance-covariance de (X1, X?) est

o? 24102
2u0? 20% + 4p%0?
1. Enoncer le théoréme central limite pour le couple Ay X, 250 X2).
2. En utilisant la delta-méthode, en déduire la normalité asymptotique de I’estimateur de la variance
BlSn = LY (X — X)?ou X, = 2370 X
3. En déduire la normalité asymptotique de S2. Indication pour vérifier vos calculs : la variance de
la limite dépend-elle de p ?

4. En déduire un intervalle de confiance de 2.

5. (*) Démontrer la formule de la matrice de variance-covariance.



