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Exercices, 6

Solution 1 (Exercice 7). —

1. Pour une variable Z on note φZ sa fonction caractéristique. Soit t ∈ R, on a

φm̂naive
(t) = φn−1

∑n
i=1 Xi

(t) = φ∑n
i=1 Xi

(t/n)

= φX1
(t/n)n (les Xi sont i.i.d.)

=
(
eim(t/n)−|t|/n

)n
= eimt−|t| = φX1(t).

On en déduit que m̂naive ∼ C(1), et donc qu’il ne peut pas être consistant: par exemple

Pm (|m̂naive −m| ≥ 1) = P(|C(1)| ≥ 1)

=
2

π

∫ +∞

1

1

1 + x2
dx

=
2

π
[arctan(x)]

+∞
1 = 1/2 ↛n→+∞ 0.

2. Le modèle de cette expérience s’écrit(
Rn,B(Rn), (m+ C(1))⊗n

m∈R
)
.

Pour x1, . . . , xn ∈ R, la vraisemblance s’écrit

Vx1:n
(m) = π−n

n∏
i=1

(
1 + (xi −m)2

)−1
.

Comme Vx1:n
> 0 pour tout x1:n, m̂EMV maximise nécessairement

ℓx1:n
(m) = log (Vx1:n

(m))

= −n log(π)−
n∑

i=1

log
(
1 + (xi −m)2

)
.

Comme ℓx1:n
tend vers −∞ lorsque m → ±∞, m̂EMV est nécessairement un extremum local de ℓx1:n

,
et est donc solution de l’équation

ℓ′x1:n
(m) = 0 ⇔ 2

n∑
i=1

(m− xi)

1 + (m− xi)2
= 0

⇔
n∑

i=1

(m− xi)
∏
j ̸=i

(1 + (m− xj)
2) = 0.

m̂EMV est donc racine du polynôme ci-dessus (de degré 2n− 1).

3. Comme 1
2n+1 |{Xi | Xi ≥ X(n+1)}| = 1

2n+1 |{Xi | Xi ≤ X(n+1)}| = (n + 1)/(2n + 1) ≥ 1/2, on déduit
que m̂ = X(n+1).
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4. Soit ε > 0. On a

Pm (m̂ ≤ m− ε) = Pm

(
1

2n+ 1

2n+1∑
i=1

1Xi≤m−ε ≥ 1/2

)

= P

(
1

2n+ 1

2n+1∑
i=1

1Zi≤−ε ≥ 1/2

)
,

où Z1, . . . , Zn sont i.i.d. de loi C(1). Notons

p(x) = P(Z1 ≤ x) =
1

π

(
arctan(x) +

π

2

)
:= 1/2 + δ(x).

On a alors

Pm (m̂ ≤ m− ε) = P

(
1

2n+ 1

(
2n+1∑
i=1

1Zi≤−ε − p(−ε)

)
≥ −δ(−ε)

)

= P

(
1

2n+ 1

(
2n+1∑
i=1

1Zi≤−ε − p(−ε)

)
≥ δ(ε)

)
Comme 1Z1≤−ε est intégrable, la loi des grands nombres donne

Pm (m̂ ≤ m− ε) −→
n→+∞

0.

5. Soit α ∈]0, 1[, ε > 0, et notons Bε la variable
∑2n+1

i=1 1Zi≤ε. De la question précédente, en utilisant
l’inégalité de Hoeffding, on déduit

Pm(m̂ ≤ m− ε) = P
(

1

2n+ 1
(B−ε −E(B−ε)) ≥ δ(ε)

)
≤ exp

(
−2nδ(ε)2

)
.

Dans l’autre sens, on a

Pm (m̂ ≥ m+ ε) = Pm

(
1

2n+ 1

2n+1∑
i=1

1Xi≤m+ε ≤
1

2

)

= P
(

1

2n+ 1
(Bε −E(Bε)) ≤ δ(ε)

)
≤ exp

(
−2nδ(ε)2

)
.

En posant εα = tan

(
π
√

log(2/α)
2n

)
, on a

Pm (|m̂−m| ≥ εα) ≤ α,

et donc [m̂− εα, m̂+ εα] est un intervalle de niveau de confiance 1− α.

6. On pose εn =
√

10 log(n)
2n+1 , et An = {|m̂−m| ≥ εn}. D’après la question 5-, on a

Pm(An) ≤ 2 exp

(
−2n/π2 arctan2

(√
10 log(n)

2n+ 1

))

≤ 2 exp

(
−10

π2
log(n) +O

(
log(n)2/n

))
= O

(
n−10/π2

)
.
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On en déduit que
∑

n≥1 P(An) < +∞, et donc, en utilisant le Lemme de Borel Cantelli, que

Pm (lim supAn) = 0.

On en déduit alors que Pm (lim inf Ac
n) = 1, et donc que m̂

p.s.−→
n→+∞

m.

7. Soit x ∈ R. On a

Pm

(
2

π

√
2n+ 1(m̂−m) ≤ x

)
= Pm

(
m̂ ≤ m+

πx

2
√
2n+ 1

)
= P

(
1

2n+ 1
(Bε(x) −E(Bε(x))) ≥ −δ(ε(x))

)
,

avec ε(x) = πx
2
√
2n+1

. Notons p2n+1 = 1/2 + δ(ε(x)). On a (2n+ 1)p2n+1(1− p2n+1) −→
n→+∞

+∞, on en

déduit alors que

1√
2n+ 1p2n+1(1− p2n+1)

(Bε(x) −E(Bε(x)))⇝ N (0, 1).

On a alors

Pm

(
2

π

√
2n+ 1(m̂−m) ≤ x

)
= P

(
1√

(2n+ 1)p2n+1(1− p2n+1)
(Bε(x) −E(Bε(x))) ≥ −

√
2n+ 1

p2n+1(1− p2n+1)
δ(ε(x))

)
.

Or, √
2n+ 1

p2n+1(1− p2n+1)
δ(ε(x)) ∼n→+∞ 2

√
2n+ 1

ε(x)

π
−→

n→+∞
x.

On en déduit que

Pm

(
2

π

√
2n+ 1(m̂−m) ≤ x

)
−→

n→+∞
P (N (0, 1) ≥ −x) = P (N (0, 1) ≤ x) ,

et donc que 2
π

√
2n+ 1(m̂−m)⇝ N (0, 1).
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