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Exercices, 6

SoLuTION 1 (Exercice 7). —

1. Pour une variable Z on note ¢z sa fonction caractéristique. Soit ¢t € R, on a
Privnaive () = On-13m x,(t) = 5r | x,(t/n)
=px, (t/n)" (les X; sont i.i.d.)
_ (€im(t/n)7\t|/n)n e (P
On en déduit que My qive ~ C(1), et donc qu’il ne peut pas étre consistant: par exemple
Py, (|Minaive —m| > 1) = P(IC(1)| > 1)

2 [T 1
:—/ dx
i 1 1+$2

2
- [arctan(z)]7 > = 1/2 400 0.

2. Le modele de cette expérience s’écrit

(R™, B(R™), (m +C(1))%%s) .

Pour z4,...,2, € R, la vraisemblance s’écrit
n
_ 2\ —1
Vora(m) = 77" [ | (1 + (z: —m)?)
i=1
Comme V.. > 0 pour tout 1.,, Meav maximise nécessairement

le,.,, () = log (Va,,,, (m))

= —nlog(m) — Zlog (1 + (x; — m)2) .

Comme /¢, tend vers —oo lorsque m — 400, Mgy est nécessairement un extremum local de £,
1:n ’ 1:n?
et est donc solution de ’équation

/ _ - (m_$2) _
0. (m)=0 < 2;7”(7”_%)2_0

&Y (m—z) [+ (m - x;)*) =0.

i=1 J#i
mpnv est donc racine du polynéme ci-dessus (de degré 2n — 1).

3. Com{ne ﬁHXi | Xi > Xy} =
que m = X(n41)-

mrr X | X € Xy}l = (n+1)/(2n + 1) 2 1/2, on déduit



4. Soit £ >0. On a

2n+1

1 2n+1
=P g« .>1/2],
(57 3 ez 1)

ou Zi,...,Zy, sont i.i.d. de loi C(1). Notons

1 2n+1
P’rrL(mSm_E):P'rrL( Z ]]-Xigm—ezl/2>
=1

plx) =P(Z1 <x)= (arctan(m) + g) =1/2 4+ 6(x).

3=

On a alors

2n-+1
P,im<m-—¢g)=P <2n1—|— 1 (Z 1z,<—¢ p(5)> > 5(5))

1 2n+1
=P <2n 1 <; Tz,< - —p(—e)) > 5(5)>

Comme 1z, <_. est intégrable, la loi des grands nombres donne

P, (m <m—e¢) - 0.
n——+00

5. Soit @ €]0,1[, € > 0, et notons B, la variable Z?Zfl 1z,<c. De la question précédente, en utilisant
I'inégalité de Hoeffding, on déduit
1

(B~ E(B-0) 2 3

< exp (—2nd(e)?) .

Rﬂm<m—@:P<

Dans 'autre sens, on a

1 2n+1 1
Py (i > m + ) = Py, <2n+1 g L, <me < 2>

— P (G (B~ BUB) < 6))

< exp (—2n(5(€)2) .

En posant ¢, = tan <7r bggf‘”), on a

P, (Im—m| >eq) <,
et donc [m — g4, M + £4] est un intervalle de niveau de confiance 1 — a.

10 log(n)

it 6 An = {|/ —m| > e, }. D’apres la question 5-, on a

101

6. On pose g, =

< 2exp (—71:; log(n) + O (log(n)2/n)>

=0 (n_lo/’rz) .



On en déduit que 3 -, P(A;,) < +00, et donc, en utilisant le Lemme de Borel Cantelli, que
P, (limsup 4,,) = 0.
On en déduit alors que P, (liminf AS) = 1, et donc que 1 2% m.

n—-+oo

. Soit x € R. On a

Pm<2\/m(ﬁz—m)<x):pm(m<m+M)

- 2v2n +1
- P (27114-1(38(38) — ]E(Bg(x))) > 5(5($))) )

T

avec g(x) = 372 Notons pan 41 = 1/2+46(e(z)). On a (2n+ 1)pans1(1 — pon+1) e ~+00, on en

déduit alors que

1
V20 4 1p2ns1(1 — pang1)

(Bs(;v) - ]E(Be(a:))) ~ N(Oa 1)'
On a alors

P, (i\/m(m —m) < x)

— 1 _ B 2n+1 e(x
=P <\/(2TL + 1)p2n+1(1 _p2n+1) (Bs(x) ]E(Bs(m))) > \/an_A,_l(l _p2n+1)5( ( ))) .

Or,

\/ 2L S(e(@) i W FTEE)

T
p2n+1(1 _p2n+1) T n—+oo

On en déduit que

P, <72r\/2n+1(fnm) §x) — P(N(0,1) > —2) =P (N(0,1) <),

n—-+oo

et donc que 21/2n + 1(ri — m) ~ N(0,1).



