Université de Rennes Statistique Mathématique, 2024-2025
Exercices, 5

EXERCICE 1 (exemples d’EMV). — Calculer lestimateur du maximum de vraisemblance et étudier ses
propriétés (lien avec un estimateur par moments, risque quadratique, loi limite et intervalle de confiance
asymptotique) dans les cas suivants :

1. On observe X1,..., X, i.i.d. de loi de Poisson de parametre A > 0.

2. On observe X ~ B(n,p), ot p € [0,1]. Pour la loi limite et I'intervalle de confiance, on considérera
I’hypothese supplémentaire p €]0, 1].

3. On observe X7,..., X, i.i.d. deloi N(u,0?), ot p € Ret o > 0.

EXERCICE 2. — On consideére ’expérience statistique
&= ({Ov 1}77)({07 1})7 (PG)GG{I—IO,%})’
ou Py(dx) = 95{0} (dz) + (1 — 9)5{1}(dx).
1. Montrer que le modele est dominé, et calculer sa fonction de vraisemblance.

2. En déduire I'estimateur du maximum de vraisemblance.

EXERCICE 3 (loi Gamma). — On rappelle que la loi Gamma I'(«a, ), o, 8 > 0 est une v.a. réelle de densité
T b z* Lexp(—px), x>0.
I'(a)

On se donne un échantillon (Xi,...,X,) de loi I'(a, B).
1. On suppose le parametre 5 connu. Proposer un estimateur de a par la méthode des moments.

2. On suppose a présent que les deux parametres «, 8 sont inconnus. Proposer un estimateur de (a, 8)
par la méthode des moments.

3. Toujours dans le cas ou «, 8 sont inconnus, donner le systeme d’équation que satisfont les estimateurs
de (a, 8) par la méthode du maximum de vraisemblance.

EXERCICE 4. — Soit (X7,...,X,) un n-échantillon de la loi uniforme sur [—#6, 8], avec 6 > 0.
1. Décrire le modele statistique associé.

2. Proposer un estimateur 6,, de 6 obtenu par méthode des moments. Est-il consistant? Proposer un
intervalle de confiance asymptotique de niveau de confiance a.

3. Soit T, l'estimateur du maximum de vraisemblance de 6. Montrer que pour tout réel ¢,
Py (n(T;, — 0) <t) = e/%T1<0 + 1450
quand n tend vers I'infini. En déduire un intervalle de confiance asymptotique de niveau a.

4. Comparer les estimateurs 0, et T, sur la base des longueurs moyennes des intervalles de confiance
asymptotiques associés.



EXERCICE 5. — Dans une urne contenant 1000 tickets, 20 sont marqués 6 et 980 sont marqués 106, ou 6
est un réel strictement positif inconnu.

1. On tire un unique ticket de valeur X. Donner le modele. Est-il dominé par une mesure o-finie?
Donner un estimateur qui s’apparenterait & un maximum de vraisemblance 6 de § (maximiser Py({X})).
Montrer que P(6 = 6) > 0, 98.

2. On renumérote les tickets marqués 100 par a;0, 1 < i < 980, ou les a; sont des réels connus, deux-
a~-deux distincts, et compris dans U'intervalle [10; 10, 1]. Donner le nouvel estimateur du maximum de

vraisemblance 6 et montrer que P(6 < 100) = 0, 02. Commenter.

EXERCICE 6 (Weibull). — Soit ¢ > 0 un parametre fixé connu. On considere la loi de Weibull Py, A > 0,

de densité
ezt lemA® Lo, 4+o0[(T)
par rapport a la mesure de Lebesgue. On observe un n-échantillon de la loi Py, avec n > 3.

1. Calculer 'estimateur du maximum de vraisemblance 5\n de .
2. Calculer son risque quadratique IE} [(5% — )\)2} ou Py désigne la loi du n-échantillon.

EXERCICE 7. — On considere pour u > 0, o > 0, la loi de probabilité P, , dont la fonction de répartition
est continue sur R et vaut : IP’,WZ(X <z)=1-Cz *siz > pet0sinon. On se donne un n-échantillon
X1,...,Xp iid deloi Py 4.

1. Calculer la constante C.

2. Calculer 'estimateur du maximum de vraisemblance (fin, G&y) de (p, @).
3. Quelle est la loi limite de n(f, — u) ?
4

. Montrer que
1 & P
G § In(X; —0
\/ﬁ <an n P Il( /u’) )
puis en déduire la loi limite de \/n(&, — «).

EXERCICE 8. — * - Un peu plus qu’identifiabilité implique consistance

Soit (X, A, (Ps)gco) un modele. On suppose que O est un sous-ensemble compact de R, et que la
métrique induite sur © par la distance en variation totale est équivalente a la métrique Euclidienne. Pour
étre plus précis, on suppose

H1: ¥e>036 >0 Yu,ve€e®© Ju—v||<d=drv(u,v)<e,
H2: ¥e>036>0 Yu,ve® dry(u,v)<d=|u—v| <e,
avec dpy (u,v) = TV (Py, Py).
1. Montrer que dpy définit bien une distance sur ©. En déduire que le modele est identifiable.

2. Soit € > 0. Montrer qu’il existe N > 1 et 61,...,0y € O tels que © C Ufil Bry(0;,€). On notera
N (¢) le plus petit N nécessaire pour recouvrir ©, et les 61, ...,0y() correspondant.

3. Pour 4,5 € [1,N(¢)], on définit A;; € A via TV (Fy,, Pp,) = |Py,(Ai ;) — P, (A )|. Soit 6 € ©, on
définit

.{[[LN(E)H — [0, 1]
w: i = maxj_y v |Po(Aig) — Pa(Aij)-

Montrer qu'’il existe jo € [1, N(¢)] tel que ¢(jo) < e. Montrer que si drv (6;,6) > 6¢, alors ¢(j) > 4e.



. Soient Xy,..., X, iid. ~ Py. On définit @, : i +— maxj_1 . n() |Ps, (Ai;) — Pu(Aij )|, ot P, est la

.. 1 n
mesure empirique - . 0x,. Montrer que

N(e)?
P — Pnlloo > S .
(le = enlloe > €) < =3

. On note T}, . un estimateur de la forme 6;, ou i € arg minjeqi, n(e)] @n(j). Montrer que

N(¢g)?
< .
P (dTv(Tnyg, 9) > 66) S el

N(an)2

. Montrer qu'il existe ¢, — 0 tel que ==~ — 0. Une maniere de faire peut étre de poser f(e)

(N(g)/e)?, de remarquer que f est strictement décroissante, et de définir f=1(u) = sup{t > 0| f(t)

. En déduire la construction d’un estimateur én tel que

drv (6,,0) - 0,

et conclure quant a la consistance de 6,,.



