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Exercices, 4

Solution 1 (Exercice 7). —

Soit θ̃ = LY un estimateur linéaire non-biaisé de θ. Posons

D = (L− (XTX)−1XT ).

Comme θ̃ est non-biaisé, pour tout θ ∈ Rp on a

E(θ̃) = θ = E
[
(XTX)−1XTY +DY

]
= E(θ̂) +DXθ

= θ +DXθ.

On en déduit que DXθ = 0, pour tout θ ∈ Rp, et donc que DX = 0. On a alors

Cov(θ̃) = Cov(θ̂ +DY )

= Cov(θ̂) + σ2DDT +E
(
(θ̂ − θ)(DY )T

)
+E

(
(DY )(θ̂ − θ)T

)
.

Or,

E

(
(θ̂ − θ)(DY )T

)
= E

(
(XTX)−1XT ε(Dε)T

)
= σ2(XTX)−1(DX)T = 0,

et pareillement

E

(
(DY )(θ̂ − θ)T

)
=

[
E

(
(θ̂ − θ)(DY )T

)]T
= 0.

On en déduit que

Cov(θ̃) = Cov(θ̂) + σ2DDT ,

et donc que

Cov(θ̃) ≽ Cov(θ̂).

1


