Université de Rennes Statistique Mathématique, 2024-2025
Exercices, 3

Correction Exo 12

1. On peut prendre
o X ={1,...d}" (suites & valeurs dans {1,...d}).
e A=o ( opda, . dY) x {1, d}N’i) (plus petite tribu rendant observable les réalisations
de (X1,...,Xn) =m.n(X1, ..., X))
e Loi de (X1.n,N) donnée par N ~ P(n), et

k . .
. ; ~ k=
P(XlzNzl:k|N]){Hl_6pl .Sl J
sinon.

2. Soit k € N, E'| N = k suit une loi multinomiale M(k, p), c’est & dire

d
k! e
P(E=era| N=Fk) = ﬁllp Iyd o=t
On en déduit
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On en déduit que les E; sont indépendantes, de loi de Poisson P (np,).

3. Soit u € R,
d d d
Dy (u) = ]E(ei(u,Zn)> - H eiZng | — HE (ez‘ujzn,j) - H EeiuiZi — ]Eei(u,Z)’
j=1 j=1 j=1
o Z = (Z,...,Z4)7, avec les Z; indépendantes.

4. On se place sous Hy. Soit j € {1,...,d}, on peut écrire

i=1

pour des Y; i.i.d. de loi P(pg ;). Le théoréme central limite donne alors (on a bien EY? = p; + p? <

+00),
= ()
—L —pgi | ~ N(0,1),
JPo; \n Po,j (0,1)




ce dont on déduit que, pour tout j,

E; —npo.;)?
Zn,j — ( J OJ) = X2(1)-

npo,;j

Les (Z,, ;); étant indépendantes, de la partie précédente on déduit que

Un test de niveau a pour Hy : p = pg est alors

Ls>g >
oll q1_q est le 1 — a-quantile d'une x?(d).

. Dans le cas ol n est inconnu (mais supposé tendant vers +00), on va essayer de remplacer n par N.
On se place encore sous Hy, et commence par regarder

Z = (Ej — Npo)j=1,...a = (Ia — po1")E,

ol E est le vecteur des effectifs. En remarquant que (I;—pol?)E(E) = (I;—pol”)((npo,;)j=1
on en déduit que

%z _ 7<zd — pol”)(E — E(E)) ~ (I — po1")N (0, Diag(py)).-

Un calcul matriciel donne

%

(Is — po1”") Diag(po) (14 — 1p{ ) = (Diag(po) — popg )(Ia — 1p§)
= Diag(po) — PoP¢ — PoPy + PoP 1P
= Diag(po) — PoP¢ -

Comme pout un test du Chi-deux d’adéquation classique, on en déduit alors que
, _ 1
Diag((po) 1/2)%2 ~ N(O» 7r\/p—0¢)7
et donc
1 2
- HDiag((po)_l/Q)ZH ~ X3 (d - 1),

en utilisant Cochran. Reste un dernier terme en n a faire disparaitre. Pour cela on remarque que
% — 1 en probabilité (loi des grands nombres), et une application du Lemme de Stlusky donne

1 . -~ 2
< [ Piag(@o) 22| @ - .

En prenant comme statistique de test

un test de niveau asymptotique « est alors 1§>q17 , Ol g1_q est le 1 — a quantile d’une x2(d — 1).



Correction Exo 13

Comme Cov(AX) = AAT si A € O4(R), AX ~ X. 1l suffit alors d’appliquer le résultat de I'exercice 2
(un peu plus général), en prenant pour A des rotations pour deux coordonnées laissant invariant les autres
coordonnées.

Correction Exo 14

On commence par le cas d = 2. On prend alors comme vecteurs orthogonaux a = (1,1) et b = (1, -1),
et on peut alors écrire, pour tous t1,t2 € R,

lE(exp(i (t1X1 +t1Xo +t X7 — thg)) =E (exp(i (t1X1 + thQ)) E (exp(i (tQXl — thg))
= p1(t1)p2(tr)pr(t2)p2(—t2),

ol ¢; est la fonction caractéristique de X;. Par ailleurs, en exploitant directement 'indépendance des Xj,
on a

E(exp(i (thl + t1X2 + tQXl — t2X2)) = (Pl(tl + t2)<p2(t1 — tg),
ce dont on déduit I’équation

1t + t2)pa(ts — t2) = @1(t1)p2(t1)p1 (t2)p2(—t2). (1)

Les choix t; =t =t et t = t; = —to donnent le systéeme

01(2t) = p1(t)>@2(t)2(—t),
p2(2t) = pa(t)> @1 (1)1 (1)

Par une récurrence immédiate, on en déduit que, pour tout n > 1 et t € R,

an
¥1 (t) = H Pe; (0j2_nt)7
=1

ol € et o sont des suites de 4™ éléments & valeurs dans {1,2} et {—1,1}. Par continuité de ¢, en 0, on peut
trouver r > 0 tel que, pour tout |¢t| < r, |¢(t) — 1] < 1. Pour de tels ¢ on peut prendre les log (complexes),
qu’on note £;. Cela donne

4n

gl(t) = ngj (O'jQ_nt).
j=1
Or, pour j € [1;4"],

t? t?
le,(0;27"t) = log(1 — 54_" +o,(47") = —54_" +o0,(477),

en utilisant le fait que X est centrée et de variance 1. On en déduit que
t2 t2
() = 5 +o0,(1) = 5
On a donc montré que pour tout ¢ dans | —r, [, ¢1(t) = exp(—t2/2). Notons R le rayon maximal pour lequel
cela arrive, c’est & dire R =sup {r > 0|Vt €] —r;r[ |p1(t) — 1] < 1}. Si R < 400, comme |exp(—R?/2) —
1] < 1, par continuité de p; autour de +R on peut trouver ¢ tel que V|t| < R+ ¢ |p1(t) — 1] < 1, ce qui
contredit la définition de R. On en déduit que R = 400, et donc que X; ~ N(0,1). Pareillement on déduit
Xo ~ N(0,1).
Pour le cas d quelconque, il suffit de regarder les vecteurs de type e; 4+ ¢; et e; — e;, ol les e; sont les
vecteurs de la base canonique.
Remarque: On peut prouver le Théoréme de Darmois Skitovitch comme ceci, en remarquant que ¢4 (¢)

4
a?=1.

se met sous la forme ¢4 (t) = szl Pe; (0ja;t), avec 375, aj



