SOLUTION 1. — Exo3

1. En notant X; le résultat du i-éme prélevement, et en supposant que n prélevements ont été effectués,
on observe X1,..., X, i.i.d. deloi P(f), § > 0 inconnu. Le modele est donc (N™, P(N"), (P(6)®™)p~0).

2. Comme Ey(|X1|) = Ep(X1) = 0 < 400, 0, = X,, semble un estimateur pertinent: la loi des grands
nombre assure qu’il est consistant.

3. L’entreprise voulant étre siire que 6 > 6, c’est ce qu’elle devra mettre en H;. On a alors les hypotheses
de test

Hy : 0<6by
H1 : 9290

4. Soit 01 < 0o, et notons u =03 — 6y > 0. On prend X ~ P(61), et Y ~ P(u) indépendante de X (avec
par convention P(0) ~ dp). En posant Z = X + Y, on a bien Z ~ P(fs), et P(X < Z) = 1. Donc
P(61) < P(0-).

5. Sous Hi on s’attend a ce que 0,, soit plus grand que sous Hy. On choisit donc une région de rejet de
la forme [t, +oo[, ol t doit vérifier

sup Py (Xn > t) < a=5%.
0<6

Or, sous Py, X,, ~ P(nf)/n. La domination stochastique de la question précédente donne alors

sup Pp (X, > t) = Py, (X, > 1),
<60

et t doit donc vérifier
Py, (Xn > t) =P (P(nby) > nt) < a.
En choisisant ¢t = ¢1_,/n, ol ¢ est le quantile d’ordre 1 — « d’une loi P(nfy), on a bien que
T, = lén >t

est un test de niveau « pour ces hypotheses.

6. On repart des équations précédentes, mais cette fois-ci on rajoute une étape de normalité asymptotique:
comme Ey, X7 < 400, on a

\/ﬁ(én - 90) ~ N(O, 90)

- /6
P90<9n290+q O) —
n n—-+o0o

ol q est le quantile d’ordre 1 — o d’une loi N'(0,1). On en déduit que

1.
0, >60+q1/ 20

est un test de niveau asymptotique « pour ces hypotheses.

On en déduit



7. La plus petite certitude avec laquelle T,, détecte 6 > 0y + § est

Bn(0) = 0212)5_5 Py(T,, =1).

C’est aussi la puissance du test si on change Hy en 6 > 6y + 6.

8. En utilisant la domination stochastique encore

0=, it (2

= inf P(P(nd > nt)
0>60+6

=P (P(n(by +9)) > nt)

= Pposs(0n > 1).

Sous Py, +s, 0, %) o + 6. Par ailleurs, ¢ est le quantile d’ordre 1 — o d’une loi P(nfy)/n. Comme
n—-+0o0o
P

P(nby)/n — By, onaalorst — 6fpetdoncly, -, Ly 1 sous Pp,+5. On en déduit
n——+oo n—+oo n=" n—+oo

Bn(d):E9o+5(]lénZt) — 1,

n—+00
par convergence dominée.
9. An fixé, on a
Bn(6) =P (P(n(bo +6)) = nt).
En notant u = nd, et prenant X ~ P(nby), Y ~ P(u), on a ¥ n_%oo 0. Le lemme de Slutsky donne
alors X +Y ~ X, et donc

Bn(0) =P(X +Y > nt) = P(X > nt) = Py, (T, = 1) < a.

La puissance uniforme du test est alors dans ce cas le niveau du test (c’est un phénomeéne général
lorsque Hy et Hy sont contigiies et Py est suffisamment réguliere en 6).

SOLUTION 2. — Exo7

1. En notant p = P(X; > Y1), les (X;,Y;) étant indépendants on a
Ssgn - ZZl ~ B(nvp)
i=1

Or, sous Hy, (X1 — Y1) ~ (Y1 — X;), donc
P((X1 — Yi) > 0) = B((Yi — X1) > 0) = 1 — B((X; — Yi) > 0) = 1/2,
ou on a utilisé que P(X; —Y; = 0) = 0 (lois diffuses). Sous Hp, on a alors
Ssgn ~ B(n,1/2),
et un test de niveau « est alors
Tsgn = 15¢[n/2—gan/2+qa]s

ol ¢, est le quantile d’ordre 1 — /2 d’une loi B(n,1/2) — n/2 (loi symétrique autour de 0).



2. Commencons par remarquer que Ry est bien définie presque siirement. En effet, les U; étant diffuses,
P(3i# j | U; = Uj) = 0. Notons U, le vecteur permuté (U,(1),...,Uy(k)), ot 0 € Si (permutations
de [1,k]). U étant échangeable, on a U, ~ U. On en déduit immédiatement que

Vo € Sk P(RUZU):ED(RU:(17...7/€)):g,

donc que Ry est la loi uniforme sur S,. Ensuite, soit ¢ : RF — R fonction mesurable positive, et
c€S8; Ona

E (QS(U(l)V LR U(k))]]'RU:(T) =E (¢(UU_1(1)7 R Ua_l(k))ILUg—l(l><U671(2)<...<U671<k))

:E(¢(U17~-~>Uk)]lU1<U2<...<Uk) (Uafl NU)
1
= EE (6(Uqy, - Uwy)) (non dépendance en o & gauche)

=P(Ry =0)E (¢(Uqy,---,Uwy)) -
On en déduit que Ry et U* sont indépendantes.

3. Notons Z = (11,...,2Z,) et |[V| = (JV1],...,|Va]). Commencons par montrer que, sous Hy, Z et |V|
sont indépendantes. On remarque que, sous Hy, si e € {—1,1}", alors

Ve = (EiVi)i:L...,n ~V.
Soient o € {0,1}" et t1,...,t, € R. Notons € : i — 20; — 1. Comme V. ~V, on a
P(Vl Zi :Ui,|‘/;| Sti) :P(VZ Zi = 1,| —V;| S ti)
1 . . N
= Q—nIF’ (Vi Vil <t) (non dépendance en o & gauche).

On en déduit alors que Z et |V| sont indépendantes sous Hy. Ensuite, toujours sous Hy

n
+ _ .
Wy = Z]ZR\V\*IU)'

Jj=1

Comme Ry et Z sont indépendantes, on en déduit (ZRW\*(J‘)) ~ 7 ~ B(1/2)®" et donc que,
j=1,....,n
sous Hy,

W; ~ Z] X Oj,
j=1
olt les o; sont i.i.d. B(1/2). On en déduit que E(W,I) =n(n+1)/4, et que

Twee = Lyt gn(n+1)/4—gan(nt1)/4+4a]

est un test de niveau a, olt g, est le quantile d’ordre 1 — /2 de W,F —n(n + 1)/4 (symétrique autour
de 0).

4. Au vu des preuves, on peut élargir Hy & une hypothese sur les (V;)i=1,.. . Par exemple: "les V;
sont indépendants, et symétriques autour de 0”. C’est déja pas mal: pas besoin que les X soient
indépendants des Y (on peut mesurer des quantités sur un méme individu, par exemple apres et avant
traitement), et pas besoin non plus que les individus 'réagissent’ de la méme maniere au traitement
(les V; n’ont pas nécessairement méme loi).

On peut aussi remarquer que si on prend comme modele ”les V; sont indépendants, et symétriques
autour de p”, alors on peut aussi tester le signe de p en utilisant de la domination stochastique et en
modifiant 1égerement les régions de rejet.



