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Rappels

On rappelle les éléments suivants du cours de Probabilités, considérés comme acquis par la suite:

e Loi (forte) des grands nombres: Si X;,..., X, sont des v.a. i.i.d. sur R satisfaisant [E|X;| < 400,
alors

1< S.
“5x 2% BOn).
n

=1

n—-+oo

e Théoréme central limite: Si Xi,..., X, sont des v.a. i.i.d. sur R, satisfaisant E|X;|?> < +o0, alors

1 n
N ;(Xi ~E(X)) = N0, Var(X1)

On rappelle aussi les définitions équivalentes de la convergence en loi (notée ~»): X, ~» X ssi, de
maniere équivalente

1. Vf € Cy(R) B(f(X,)) = B(F(X)).
2. Si Fx est continue en t, Fx, (t) — Fx(t) (fonctions de répartition).
3. Pour tout t € R, ¢x, (t) = ¢x(t) (fonctions caractéristiques).

e Inégalité de Markov: Si X est positive, alors, pour tout ¢ > 0,

E(X)
=

P(X >t)<
Exercices: outils de base en concentration

EXERCICE 1 (Autour de Byenaymé Tchebychev). — Soit X une variable réelle satisfaisant E(X?) < +oc.
1. Montrer 'inégalité de Byenaymé Tchebychev: Vi >0 P(|X —E(X)| >1t) < V%gx)
2. Montrer I'inégalité de Cantelli: ¥t >0 P(X > B(X) +1) < qarsy .
3. Comparer ces deux inégalités.

4. Montrer 'inégalité de Paley-Zygmund: en supposant de plus X > 0,

2 B(X)?
E(X2)’

vte[0,1] P(X > tE(X)) > (1—1)

SOLUTION 1. — 1. Pour t > 0, on a




2. Soit t > 0. On a, pour tout u > 0,

P(X-E(X)>t)=P(X —E(X)+u>t+u)
(X —E(X) 4+ u)® > (t+u)?) (t+u>0)
(X —E(X) +u)?)
(t+u)?
Var(X) +u?
S Tty

(Markov)

= f(u).

On vérifie que f'(u) =0 < u = Var(X)/t, et on obtient le résultat en choisissant cette valeur de wu.

3. Pour ¢t > 0, la majoration donnée par Cantelli de P(X > [E(X) + t) sera toujours meilleure que celle
de Byenaymé Tchebychev (et a la bonne propriété d’étre toujours majorée par 1). En revanche, si on
veut borner la déviation des deux cotés en utilisant I'inégalité de Cantelli, on a d’une part

P(X <E(X)—t) =P((-X) 2 E(-=X) +1)
Var(X)
~ Var(X) +¢2’

et donc

Var(X)
P(X —E(X)|>t) < QW.

On remarque alors que

Var(X) < Var(X)
Var(X)+t2 — 2

& t? < Var(X).

Or, pour t? < Var(X), les deux bornes sont supérieures & 1 (donc triviales). On en déduit que I'inégalité
de Byenaymé Tchebychev est toujours meilleure que celle de Cantelli pour borner les déviations bilateres
de manieére non triviale.

4. On part de

E(X) = E(XTx<kx)) + B(X1xsEmx))
< tE(X) + ]E(X]lX>tIE(X))-

On borne alors le deuxiéme terme via
E(X1xsimx)) < E(X?)? (P(X > tE(X)))? (Cauchy Schwarz),

ce qui permet de conclure.

EXERCICE 2 (Inégalité de Hoeffding). — On va commencer par prouver le Lemme de Hoeffding: si Z est
une v.a. telle que Z € [a,b] p.s. et E(Z) =0, alors

(b — a)?t?

VEER s(t) S T,

ot ©z(t) := log(EE(exp(tZ)). Dans la suite on se donne une telle v.a. Z.

1. Montrer que vy est bien définie.



2. Montrer que, si Y est & valeurs dans [a, b, alors

(b—a)?

<
Var(Y) < 1

3. En déduire que, pour tout t € R, 9% (t) < (b —a)?/4.
4. Conclure.

Dans une deuxieme partie on va prouver l'inégalité de Hoeffding. Soient X;,...,X,, des variables
aléatoires indépendantes telles que X; € [a;, b;] p.s. et E(X;) =0. On note S =>""" , X;.

5. Montrer que, pour tout € > 0 et t € R,

P(S >¢) <exp(—te +s(t)).

6. En choisissant soigneusement ¢, montrer que, pour tout € > 0,

P(S>¢) < ( 267 )
Z2E)S&Xpl —~=m 7 3 >
e (bi — ai)?
ce qui constitue I'inégalité de Hoeffding.

7. Application: si X7i,..., X, sont i.i.d. de loi B(p), montrer que, pour tout & > 0,
P (|)_(n —p| > 5) < 2exp (—2n62) .

SOLUTION 2. — 1. Z étant bornée par M = |a| V |b], exp(tZ) est bornée par exp(tM), et est donc
intégrable. Par ailleurs E(exp(tZ)) > 0, 1z est donc bien définie.

2. Soit Y a valeurs dans [a,b]. On a

Var(Y) glE(Y— ““Lb)Z

2

< (b2“)2 (a<Y <b).

3. On commence par remarquer que f : (t,u) — exp(tu) est dérivable en t, de dérivée wexp(tu) qui
est majorée par M exp(toM) € Li(Pz) Pz presque sirement, pour tout ¢ € [—tg,tg]. ¥z est donc
dérivable sur R, de dérivée

E(Zexp(tZ
w1 = T2 OPUR))
E(exp(t2))
En utilisant des arguments similaires, on peut montrer que 9% est dérivable sur R, avec
") = E(Z%exp(tZ)) (E(Zexp(tZ))\’
T Eew(z)  \ Blew(t2)
= Var(Y),

ol
dPy( _ exp(tx)
dP; "~ E(exp(t2))

Comme Py < Pz, on en déduit Y € [a, b] p.s., et la question 2 donne alors

" (b_ a)2
() < -



4. Comme ¢%(0) = E(Z) = 0, on déduit que, pour ¢ > 0,

/ (b_a)2
v < 00

Comme 9z(0) = 0, on déduit, pour ¢ > 0,

Yz(t) < M.

Pour traiter le cas t < 0, il suffit de remarquer que ¥z (t) = ¥_z(—t) et que —Z satisfait les mémes
hypotheses que Z.

5. Soient e >0 et t € R. On a

P(S > ¢) = P(exp(tS) > exp(te))
< exp(—te)E(exp(tS)) (Markov)
— exp(s(t) — te).

6. Les X1,..., X, étant indépendants, on a

Vs(t) = log (IE) exp (Z; tX; ))
w

IN

Il
~ o
w‘@ HM;:

avec v = 13" (b; — a;)%. On en déduit

t2v

log (P(S >¢)) < 5 te.

Le terme de droite est minimal en ¢, = £, ce qui mene a

2
(S>5)<exp<t;—t*>

2
< exp (—;) .
v

7. Ennotant V; = X; —E(X;) et S=) 1 YV;,ona

P(|X, —p|>¢) =P (S >ne)+P(S < —ne)

5)

< 2exp<

avec v = n/4, ce qui donne le résultat.



Exercice: un résultat utile de convergence

EXERCICE 3 (Convergence des quantiles). — Soit X v.a. sur R de fonction de répartition F. Pour p € [0, 1],
le quantile d’ordre p de X est défini par

q(p) =inf{t e R[ F(t) > p}.

Soient X1,..., X, i.i.d. de méme loi que X. On se donne p € [0,1]. On note g, le quantile empirique g, (p)
(associé a la fonction de répartition empirique F,(t) = %2?21 1x,<¢). On suppose que F' est strictement
croissante en ¢(p), que 'on abregera en g.

1. Soit v € R. Montrer que

g<u< F(u)>p.

2. Soit € > 0. Montrer que
P(gn <q—¢) <P (Z Ix,<q—c > np) :
i=1
3. En déduire I'existence de 6_(g) > 0 tel que

P(g, < q—¢) < exp(—2nd_()?).

4. Soit € > 0. Montrer que
Plgn >q+e) <P (Z Ix;<qte < 'I”Lp) .
i=1
5. En déduire existence de 1 (g) > 0 tel que

P(gn > ¢+ ¢) < exp(—2nd (€)?).

6. En déduire que ¢, I£> q.
n—-+oo

SOLUTION 3. — 1. Par définition de g on a F(u) > p = u > ¢. Ensuite, F' étant cadlag, F'(q) > p. On
en déduit que si u > ¢q, F(u) > F(q) > p, par croissance de F.

2. D’apres la question 1,
gn <u< F,(u) > p.
On en déduit

P(gn <q—¢) =P(Fn(q—¢) > p)
<P({i| X; <qg—e}| > np)

=P (Z ]]-X,;Sq—s Z np) .

i=1



3. On a

P <Z Ix,<qg—e 2 np) =P (711 Z(lXiSq—s —Flg—¢)zp—Flq— 5))

i=1 i=1
< exp(~2n3_(2)?),

en utilisant I'inégalité de Hoeffding, avec §_(¢) = p — F(q — ¢). Par définition de ¢, on a F(¢—¢) < p,
et donc §_(g) > 0.

4. Pour € > 0, on a

P(g, > q+¢e)=P(F,(q+¢) <

n
=P (Z Ix,<gqe < np)

=1

5. On a

n n
P (Z Ly, <qre < np> <P <Z Lx,<qie/2 < np>
=1

=P <111 Z(]lxigqﬁ/z —F(q+¢€/2)<p—F(q+ 8/2)>
i=1

< exp(—2nd4 (e)?),

en utilisant 'inégalité de Hoeflding, avec 04 () = F(¢+¢/2) —p. Comme F est strictement croissante
en g, 04(g) > 0.

6. Pour € > 0, le théoreme de Borel-Cantelli donne
P (limsup{|qn —q| > 8}) =
n

ce dont on déduit

limsup |g, — q| < &,
n

p.s., pour tout € > 0, et donc ¢, — ¢ p.s. (prendre ¢ = 1/k).



