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Exercice 1 - Chaleur vague ou vague de chaleur?

Un climatologue veut estimer le temps de retour noté ¢ d'une vague de chaleur en Eu-
rope a partir d’observations météorologiques ces At dernieres années et ainsi confirmer
I'hypothése selon laquelle ce temps de retour est inférieur a 6, c’est a dire celui déter-
miné pour les décennies précédentes. Il s’intéresse pour ce faire a la variable aléatoire
X modélisant le temps d’arrivée d’'une nouvelle vague de chaleur. Cependant il n’a acces
qu’a l'observation de la variable aléatoire N décrivant le nombre d’occurence de vague
de chaleur dans un interval de temps At.

1. Sous I'hypothése que N suit la loi de Poisson P (0! At), montrer que X suit la loi
exponentielle £(6~1). On pourra remarquer que P(X > At) = Py(N = 0).

Pour les 2 questions suivantes, on suppose que le climatologue a acces aux X, ..., X,,.

2. Quel est le modele ? Montrer que son information de Fisher vaut I;(6) = 072.

3. Calculer un estimateur ¢, par méthode des moments, et déterminer son compor-
tement asymptotique. ¢ est-il asymptotiquement efficace ?

A partir de maintenant on suppose que le climatologue est en situation réelle, et
n’aaccés qua Y, ...,Y,,ouY; =1y-oetles NV;,..., N, sonti.i.d. de loi celle de N.

4. Donner le modele basé sur les observations des Y;, et 'estimateur du maximum
de vraisemblance de 6 noté 0, dans ce modéle.

5. Montrer que

Vn(ly — 0) ~ N(0, (72 — 184 (A1) 72).

6. (*) En déduire que la variance asymptotique est toujours supérieure  celle de 6;.
Indication : On pourra utiliser le fait que la fonction f(z) = (e* — 1)272 est convexe
et bornée inférieurement par 1 sur R,. Interpréter ce résultat et déduire la fenétre
de temps d’observation A¢ qui minimise la variance asymptotique de 6s.

7. Afin de confirmer I'hypothese du climatologue, donner les hypothéses de test sur
le temps de retour 0. Réécrivez ces hypothése en fonction de p(f) = 1 — e ¢ 2,
ol l'on fixera At = 6y log(2). Montrer que le test du rapport de vraisemblance est
alors de la forme 1y, pour un certain u > 0 a calibrer.



Solution 1 -

1. Ona

P(X §At) = 1—IP’(N:())
(0‘1At)0€_9,1m

0!
1— 6—971At

—1—

On en déduit que X ~ E(671).
2. Posons A = #~'. Le modele est (R", B(R"), (E(A\)®")g=0) et est dominé par la me-

sure de Lebesgue sur R’. Pour z > 0 et f > 0, la densité pour une observation est
donnée par

po(z) = 6 te /P,

Comme py > 0 sur |0; +oo[, ly(x) = log(pg(x)) = —log(#) — /0 est bien définie.
Cette fonction étant dérivable en 6 pour tout x > 0, on a
-1 X\’
L(0) = Ey (7 + ﬁ) =0 Ep(X —0)* =072

3. Comme X; € L1(F), on a Fy(X;) = 0, un estimateur par méthode des moments
est donc

él - Xn
Comme Fj[X7?] < +o00, 0on a
V(X = 0) ~ N(0,6%) = N(0,1(6)7),

et on en déduit que 6, est asymptotiquement efficace.
4. Le modele pour les Y; est

<{07 1}n7 ,P<{07 l}n)v (B(p(0>>®n)9>0)7

avec p(f) = 1 — e’ 'A% Il est dominé par la mesure (d, + 6,)®" et la vraisemblance
s’écrit

n ny n—ny
Vira (0) = 190701 = O Lo
qui atteint son maximum en p(f) = y. Par continuité de la fonction p(¢) bijective
sur [0, 1], on en déduit que

. At

T log(1-Y)
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5. Comme E[Y?] < 400, on a

V(Y = p(0)) ~ N(0,p(0)(1 — p(6))
ou encore
V(1 =Y — e 8 s N(0, (1 — e *81)e 80

et la delta-méthode donne pour les fonctions differentiables y +— log(y) ety — 1/y
sur R,

Vvn(log(l —Y) 4+ AAt) ~ N (0, — 1),

AAt

Vil + 1) = N0 )
c’est a dire

V0, — 0) ~ N(0, (72 — 1)0' (A1) 72).

6. En posant At = af avec a > 0, on obtient

(e 'A — 1) (A2 = (e — 1)a 262

Or f(a) = (e* —1)a=2 > 1 pour tout a > 0, ce qui montre que la variance asymp-
totique de 6, est supérieur i celle de 6;. Plus précisément f'(a) est negative sur
[0, ap] et positive sur [ag, +00| et s’annule en a, solution de (a — 2)e” + 2 = 0. On
trouve ag ~ 1.6 et f(ap) ~ 1.5 > 1.

Ce résultat montre que, dans le régime asymptotique, 1) les occurrences sont
moins informatives pour estimer # que les temps d’apparition des vagues de cha-
leur, 2) qu'’il existe une fenétre d’observation optimale At ~ 1.60 au sens de la
variance asymptotique.

7. On pose Hy : 0 =6y et H; : 0 < 0 < 6. En prenant At = log(2)6,, les hypothéses
se réécrivent Hy : p = 1 — e 00’ — /2 et Hy :p=1—e?"M €]1/2,1] avec
nY ~ B(n,p). Le rapport de vraisemblance s’écrit alors

SUp,,~ 1/ P (1 — p)=v)
(1/2)
La dérivée de la fonction a maximiser est positive
p(p™ (1 = p)" ) = p"H (1 = p)" " (ng — pn) 2 0

pour tout p < ¢ et cette dérivée s’annule en p = y. Le maximiseur sur |1/2, 1] est
donc p = 151,27 + Ly<1/23, et

RVy, u, =

RV, iy = Lys1/00™ (1 — §)" 792" 4 Tyey o(1/2)"(1 — 1/2)"09)2n
= Tgo1o (37 (1 = 9)TD)2" 4 Tyey o,



Dans le cas ou y < 1/2, RVy, u, = 1. Dans le cas ou y > 1/2, RVy, g, =
2 [(1 - )D]" = 2% exp(ng(7)), avec g(z) = wlog(z) + (1 — ) log(1 — a),
pour z € [0,1]. Comme ¢'(z) = log(z/(1 — x)), g est croissante sur [1/2,1]. Par
ailleurs 2"e™?1/2) = 1. On en déduit alors que RVy, , est une fonction croissante
de 7, et donc que, pour tout u € R,

RVHl,Ho >u ~ Y > Su,

pour s, € [0,1]. On en déduit que le test du rapport de vraisemblance de niveau «
est de la forme T = 1,/5_y,,, OU u, est un parametre a calibrer.

Exercice 2 - Analyse de discours politique

Une équipe de chercheurs Brestois cherche a analyser et comparer des discours de po-
litiques sur la base du champ lexical employé. A ces fins, sur un corpus de taille moyenne
n (connue), ils comptent les occurences de mots faisant référence a des themes choisis
(chémage, détournement de fond plublic, etc.). On suppose qu’il y a d thémes.

Pour un politique fixé, on modélise le nombre d’occurence de mots du j-éme théme,
noté E;, par une loi P(np,) (loi de Poisson), pour 1 < j < d, avecp; €]0, 1] et Z?zl p; < 1.
On suppose de plus que (F, ..., F;) sont mutuellement indépendantes. Le style discursif
du politique en question est alors caractérisé par le vecteur p = (py,...,pa)’.
Estimation du style discursif

Dans cette partie ’homme politique est fixé, et on observe E = (Ey, ..., E;)T.

1. Donner un modele pour cette expérience. Est-il dominé ?

2. Construire un estimateur p de p par la méthode de votre choix (moments ou
maximum de vraisemblance).

3. Calculer la matrice de covariance de p. On admet que l'information de Fisher
vaut I(p) = nD(p)~', ot D(p) est la matrice diagonale de coefficients p. p est-il
efficace?

4. On admet que le modele est régulier. En déduire que, si p, est un autre estimateur
non-biaisé de p, on a

Eplp2 — pl* > Ep b — plI*.
5. On suppose que n — +oo0. Montrer que

VnD(p) T2 (p — p) ~ N(0, I,).

(On rappelle que si P, et P, sont deux lois de Poisson indépendantes de para-
metres \; et Ay, alors P, + P, ~ P(A; + \2).

6. Donner la loi limite de ||/nD(p)~"/?(p — p)||?, et en déduire une ellipse de niveau
de confiance asymptotique 98% sur p.
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7. (*) Montrer que I(p) = nD(p)~ .

8. (*) Justification du modele : on suppose qu'un corpus est une suite indépendante
de thémes (M;);—1,. n, & valeurs dans [1,d], et de longueur N ou N ~ P(n) et
N est indépendante de (M;);>. La loi de M, est caractérisée par p = (P(M; =
1), e ,]P)(Ml = d))T.
Pour i > 1, on note E; = (1/,—1,...,15,-4)7, et on note E = Zi]\il E,. Montrer
que (F4, ..., E;) (coordonnées de E) sont indépendantes, et que, pour tout j €
[[1, d]], Ej ~ P(npj)

Solution 2 -
1. Modele : (Nd,P(Nd), (®?:1P(npj)> . ), ou By = {u €]0, 1[4 Z?Zl u; <1} 11
pEbyg

est dominé par #¢ (mesure de comptage sur N¢).

2. Comme E,(||E||) < 400, on peut regarder les moments d’ordre 1. On a

EP(E) = np,

I'estimateur par moments correspondant est alors p = E/n.

3. Comme E,|E|? < +o0o, Cov,(p) est bien définie. Comme j # k implique E; 1L
E), Covp(p) est diagonale, de coefficients

. bj
Covp(p)j; = Varp(E;/n) = E]’
pour j = 1,...,d. On en déduit que
. 1 _
Covp(p) = ~D(p) = I(p) ",
et donc que p est efficace.

4. Le modele étant régulier, si p, est un estimateur sans biais de p, la borne de
Cramer-Rao stipule que Cov,(p2) = I(p)~' (pour l'ordre sur les matrices symé-
triques). En particulier, on a

Ep||p2 — p|* = Tr (Covp(bs)) = Tr (I(p) ") = Tr (Covyp(P)) = Epllp — plI*.
5. On peut écrire E = ) " | E;, ol les E; sont i.i.d. de loi ®§.l:173(pj). Comme

E,||E1]]? < 400, le Théoréme central limite donne

" g,
Vilh = p) ~ Vi (Z2 ) s N (0, Cony(B)
Or Covp(E;) = D(p). On en déduit donc que
VnD(p)™*(p = p) ~ N(0, 1),
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6. Comme v — ||ul|* est continue, on a

IVnD ()™ (b = p)II* ~ [N(0, L) |* ~ x*(d).

Comme p est consistant (via loi des grands nombres ou question 5-), on en déduit
que D(p) % D(p). Le lemme de Slutsky donne alors
n—-+0oo

IVrD(B)™2(B — p)II* ~~ x*(d).

Soit ¢ le quantile d’ordre 98% d’une loi x?*(d). On en déduit alors que

€= {ul|VaD®) (B - w)|* <q} = {ulzn q}

est une ellipse de niveau de confiance asymptotique 98% (on a, pour tout p,
n—-+0o0

7. Pour p € By, la densité de P, est donnée par

o(T1.4) H e’”pﬂ

pour 714 € N% Comme, pour tout z;.,; € N et p € By, fo(r1.4) > 0, la log-
vraisemblance est bien définie par

d
lp(21:0) = Z —np; + x;log(np;) — log(z;!).

Jj=1

Pour tout z1.4 € N9, (,(x1,4) est différentiable en p, de gradient

lp(T1.4) = Viplp(T1.0) = ( ne xj>T

pj

Comme F,||/,(E)||> < +o0, 'information de Fisher est bien définie et s’écrit

1(p) =Ep ((o(E)p(E)")

(G Gl

Oy, Ey(E;/pj) = n, etsij # k, E; 1L Ej. On en déduit que I(p) est diagonale,
avec, pour j € [1,d],

Varp(E;) n
I(p);; = By (Ej/pj —n)* = % =
i j



On en déduit que
I(p) =nD(p)~",

ol D(p) est la matrice diagonale de coefficients p.
8. Pour s > 1, et k1.4, 0na

d
s! :
]P)(E: (lﬁ,...,k’d)T ‘ N = S) = kl'—kjd'Hp?J]lN:S.
e Rat

Comme (M;);>; et N sont indépendantes, on a alors

“+o0

PE =t k) =S T e
s=1

T

=1 ]:]_ 3

| 3

l

?T‘

.

On en déduit que E ~ ®?:1 P(np;).

Exercice 3 - Cristallographie

Soit (X;)1<;<, des loi exponentielles indépendantes de parametres (s + tx;)1<;j<,. On
suppose x; > 0 pour tout j > 1, s > 0 ett > 0. Les (k;)1<j<, SOnt supposés connus, et
sauf mention contrainte s et ¢ sont supposés inconnus.

1. Quel est le modele ? Est-il dominé ?

2. On suppose s = 0. Calculer estimateur du maximum de vraissemblance ¢ de ¢.
3. Sin > 3, calculer 'espérance et la variance de ¢.

4. En déduire un intervalle de niveau de confiance 95% sur ¢.

Pour la suite de I’exercice on suppose ¢ = 1. On souhaite tester H, : s = 0 contre
lalternative H; : s = v ol v > 0 est fixé.

5. Sous Hj, quelle est la loi de minj—; _, X;?
6. Déduire de la question précédente un test de niveau «.
7. Onsuppose que pourtout j = 1,...,n, k; = £;(n) dépend de n et que = > ki(n) —

n—-+00
0. Montrer que la puissance du test précédent converge vers 1.
8. Ecrire le test du rapport de vraisemblance. En déduire un test de niveau exacte-
ment a, que I'on exprimera en fonction des quantiles de >, 3, F; avec (£ )1<]<n
i.i.d. de loi exponentielles de parametre a déterminer et (5])1991 également a
déterminer.

9. Montrer que la puissance du test du rapport de vraisemblance converge aussi vers
n
1 lorsque > %, ;(n)/n — 0.



Solution 3 -

1. Modeéle : ((0,00)™, B((0,00)"), (E(s +tr1) @+ - RE(s+tky)st0). Il est dominé par
la mesure de Lebesgue sur (0, co).

2. La log-vraisemblance est
logV(Xy,...,X,;0,t) = Z log(tk;) — tr; Xj.
=1

Ona: .
n
Oilog V(X1,.... X:0,) = & — z;ﬁij,
J:

O logV(X1,..., Xu;0,t) = —n/t* < 0.
Donc, 'EMV est :

-1
~ (1
t=| - X
(F5)
7j=1
3. Remarquons que ¢ = ¢/I'(n,n). Donc :

o0 nn
E[t] = t/ vt e ——dx
0 I'(n)

n" n"I'(n—1) n

R n—2 “Tdr =t — ¢ )
n”—lF(n)/O oo n"1I'(n) n—1

E[t?] = 2 /00 x_zx”_le_mn—dx
=) ()

= t2”—n /OO 2" BeTdy = ﬁw
(n) Jo

n"—20" n"2T'(n)
o Dm—2)

D’ou




4. Soit x > 0, en utilisant 'inégalité de Bienaymé-Cebicev on a, pour tout ¢ > 0,

t?n?

P |t " 4l z) <
— T .
! n—1 ~ (n—1)2%(n — 2)x?
Enposant Ty = WEJW%, on a
- n
Pt(t— t‘>tx0>§5%.
n—1
Or, pour tout ¢ > 0,
it <ty & vo)<liea ™ 4
— T —x - 0.
n—1]-"" n—1 0 "t " n-—1 0

On en déduit que

P
L"‘xo’ (%—1‘0\/0)

n—1

est un intervalle de niveau de confiance 95% (avec la convention que le terme de

droite vaut +oo lorsque "= — 79 < 0).

5.
' > = > ] = e Tk
Plin X 2 ) = [T, = 0] = e
Donc min;—; _, X; suit une loi exponentielle de parametre i1
6. On prend
T = 1minj:1 ,,,,, n X;<q>
-1
avec ¢ = log(1/(1 — ) (zg;l @-) .
7. On a

ey

nv+ > K,
=1—exp log(l—a)#
Zj:l’ij
v+ 23" K
=1—exp log(l—a)# — 1.
EZj:l“j



8. Ona: .
R = H (V+—/€j)e—(V+fﬂj)Xj+finj'
im1
Ainsi .
R>q «— ZXj <.

=1
En prenant ¢’ .le quantile d’ordre a de > 7, (x;)'€(1) (qui est une loi diffuse), on
a un test de niveau exact .

9. D’aprés Neyman Pearson,

Py, ( min X; <q) <Py, [R>¢q|.
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