Statistique Mathématique Université de Rennes — M1

Exam 2023/2024 — Durée 3h

Les documents et appareils électroniques (calculatrice, téléphone, ordinateur; ...) sont
interdits. Toutes les réponses doivent étre justifiées.

Exercice 1 - Loi de Pareto

Soit 6 > 0, et X une variable aléatoire de densité f, définie pour tout x € R par

202
folw) = —5 Lazo.
On considere X1, ..., X,, des variables aléatoires indépendantes et de méme loi que X.
1. Donner le modele de cette expérience.

2. Calculer Ey(X). En déduire un estimateur de 6. Est-il consistant? Le théoréme
central limite peut-il s’appliquer ?

3. Calculer E, (X1). En déduire un nouvel estimateur de ¢, montrer qu’il est consis-
tant et déterminer son comportement asymptotique.

4. On note X(l) = minlgign Xz
(a) Donner la fonction de répartition de X ).
(b) En déduire la loi limite de n (X(1) — 6).

(c) Pour a € (0, 1), construire un intervalle de confiance non-asymptotique pour ¢
de niveau 1 — «. On le cherchera de la forme I = [c, X (1), X(1)).

(d) Soit 6y > 0. Construire un test 7,, de niveau « € (0, 1) pour tester
Hy: 0> 6, contre H, :0<6,,

i.e. un test T, tel que supyq Py(T, = 1) = o

(e) Montrer que ce test 7T, est consistant, i.e. que pour tout § < 6y, on a Py(7T, =

1) - L.
n—-+0oo

Solution 1 -

1. On a
+oo 1
Ey(X) = 202/ —dx =20
0 i

On peut donc proposer l'estimateur 5- > | X;, qui est consistant par la loi des
n 1= .
grands nombres. Cependant, le TCL ne s’applique pas car

T

+oo 1
E9<X2) = 292/ —dr = +00.
6
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. Ona .
1 1 2
Ey| =) =26* —dx =
’ (X) /9 2T 3p7
ce qui conduit a considérer I'estimateur
2 (1g~ 1)
b=2(ly L

Par la loi forte des grands nombres, on a
n Z _n—>+003_8

et comme la fonction g : z — 3= est continue en 2/30 # 0, on a par le théoreme

de continuité 6, ¥ 4. De plus ona Vary (£) = By [15] — By [2]" = 5k — 50 =

s tao 202~ 962

1892 Le TCL nous donne donc

n

Iea 1 2 c 1
ﬁ(ﬁZZTY@) R N(O’ 1892) '

De plus, g est dérivable sur ]0, +ool, et pour tout > 0, on a ¢’(z) = 5. On en

déduit ) ;
‘N — _—82 )
g (30) 2

On obtient donc, par la méthode Delta,

. H2
ﬁ(en—e) %N(o,—) .
n—4o00o 8
.(a) Pour tout z < 6, on a Py(X(1) < ) =0, et pour tout = > 6,

2n
Pp(Xpy<z)=1-PF(Xgy>z)=1-F(X>az) -

xQn

(b) Pour tout x € R, on a

Ainsi



(c) Cherchons un intervalle de la forme
I'=[Xuea, X)) .
avec ¢, €/0,1[. On a
1) (X(l)ca > 9) e R ci” =a& e, =a/™,

On obtient donc l'intervalle I = [Xq)a'/?", Xy)].

(d) On cherche un test de la forme 7, = 1 X(1y<cally AVEC Co > 1 (pour ¢, < 1, le test
ne se trompe jamais sur Hy, i.e. la taille vaut 0). On a

9 2n
sup Py (X(l) < ca90) = sup (1 — ( ) ) =1 0;2”,

0>00 000 cabo

P , . - .
On prend donc ¢, = (1 — «) 2=, et 'on obtient le test 7,, = lX(1)<(1ia),ﬁ90, qui

est bien de taille o par construction.
(e) Soitf < 6,.0n a

By(Th=0) = by (X(l) > (1- oz)fﬁ90>

e (X >(1— a)—ﬁeo)”

0 2n
= (1 —a) (9—0> oo -

La suite de test (7},) est bien consistante.

Exercice 2 - Choc des savoirs - Bilan géographique

Suite a la mise en place du dispositif permettant de découper une classe de termi-
nale en plusieurs niveaux (disons 4 : pas bon, passable, bon, trés bon), un sociologue
soupconneux cherche a déterminer s’il existe un lien entre trongonnage en niveaux et
situation de I’établissement.

Pour ce faire, il collecte sur 'année 2024, pour les n éléves de classe Terminale de
Rennes, 'appartenance a un des 4 groupe de niveau ainsi que la situation de leur établis-
sement (on supposera qu’il y a 12 lycées différents a Rennes).

Construire un test pour déterminer s’il y a dépendance entre appartenance a un
groupe de niveau et établissement. On n’oubliera pas de poser un modele, les hypotheses
de tests correspondantes, la statistique de test, sa loi sous H et le test final correspon-
dant. On pourra aussi noter n; ; le nombre d’éleves de niveau ¢ € [1,4] dans I'établisse-
ment j € [1,12].



Solution 2 -

On suppose les éleves indépendants, et on note 7, la variable aléatoire sur [1,4] x
[1,12] qui donne le niveau X, et ’établissement Y, de 'eéleve /.

Le modele est alors (([1,4] x [1, 12])™, P(([1, 4] x [1,12])"), (P™)pefo,12¢), oU P, est la
loi sur [1,4] x [1,12] définie par

B{(55)}) = BUX =i 0{Y =j}) = pi;-

Il s’agit alors de déterminer si, pour tous i,j, B,({X = i} N{Y = j}) = P(X =
i)P,(Y = j), soit encore si p; ; = p; p.;, avec p; = Zj Pij> P.j = 2. Pij- On va effectuer
cela a l'aide d’un test du chi-deux d’indépendance, d’hypotheses

Hy: X 1Y,
H, : X et Y ne sont pas indépendantes.
En notant n, ; le nombre d’éleves de niveau i dans I'établissement j, p; . = (3_;n:;)/n la

proportion totale observée d’éleves de niveau 4, et p ; = (>_.n;;)/n la proportion totale
observées d’éleves dans ’établissement j, on définit I'effectif théorique

Ngij = nﬁz’,.ﬁ.m
qui correspond a l'effectif auquel on s’attendrait si H, était vraie. La statistique de Pearson

correspondant a ce test s’écrit alors
4 12

S=3 % (g = 145)°

n ..
i=1 j=1 bt

Sous Hy, on a que S ~ x%((4 — 1)(12 — 1)) ~ x?(33) lorsque n — +oc. Dans la suite on
supposera cette approximation vraie (loisible si pour tout i, j, n;;; > 5). En notant ¢ le
quantile d’ordre 1 — o d’une telle loi, on a que

T = 1lg>4

est un test de niveau (asymptotique) « pour statuer sur ’éventuelle inéquité géogra-
phique d’une telle réforme.

Exercice 3 - Financement de campagne
Préliminaire technique

Soient a,b > 0. La loi Béta de parameétres (a,b), notée [3(a,b), est la loi sur |0, 1] de
densité
uafl(]_ - u)bfl

a = 1 )
Pap(t) B(a,b) ]0,1[(“)
ou B(a,b) = Fp(?iii? (et I est la fonction Gamma usuelle).
1. Montrer que si X ~ f(a,b), alors E(X) = -4 et E(X?) = % Indication :

d’aprés Uénoncé, on sait que [, u*"'(1 —u)*~' = B(a,b), pour tous a,b > 0.
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Elections européennes 2024

Le candidat A aux élections européennes 2024 demande un prét a sa banque pour
financer sa campagne. Du point de vue du banquier, le score d'un candidat a une élection
peut étre modélisé par une loi 5(r,1 — r), ou r €0, 1], et les regles de la banque sont
strictes : on ne finance que les candidats dont le » dépasse 5% (seuil de remboursement
des frais de campagne).

Pour statuer sur le dossier, le banquier a acces aux scores du candidat aux élections
précédentes X1, ..., X, supposés i.i.d. suivant la méme loi 5(r, 1 — r).

2. Donner le modeéle de cette expérience.

Proposer un estimateur de r basé sur la méthode des moments (on le notera 7).
Montrer que le risque quadratique de 7, vaut (1 —r)/2.

Déterminer le comportement asymptotique de 7.

En déduire un intervalle de niveau de confiance asymptotique 98% de type [/, _, +0o0|.

N ok w

Le banquier veut tester si » dépasse 5% ou non, et veut étre siir de son coup en
financant le candidat. Quelles sont les hypotheses de son test?

8. Déduire de ce qui précede un test d’erreur asymptotique 2% visant a déterminer
si le candidat mérite son prét ou non.

9. Montrer la consistance du test proposé.

Le banquier étant pointilleux par nature, il cherche a savoir si I’estimateur de r utilisé
plus haut est optimal.

10. Le modele est-il exponentiel ? Si oui donner au moins sa mesure dominante et sa
statistique exhaustive.

11. On admet le résultat suivant : pour tout r €0, 1, I'(r)I'(1 — r) = 5. Trouver

I'estimateur du maximum de vraisemblance pour r (on le notera 7).
12. Rappeler la définition de I'information de Fisher I(r).

13. En admettant que, pourn =1, I(r) =
totique de 7.

L déterminer le comportement asymp-

sin? (7r

14. Montrer que 7 est asymptotiquement plus efficace que 7, et en déduire que,
pour tout 7 €0, 1], &2 ( o< o,

15. Bonus : Montrer que [ (r ) = —E,({,(r)) (espérance de la dérivée seconde en r).
En déduire que I(r) = —&

sin®(7r)*



Solution 3 -

1. Commea > —letb—1> —1, fol u(1 — u)"~* est finie. On a alors

E(X) :/0 %du
_ Bla+1,b) T(a+1)I'(a+b)  a

B(a,b)  T(a)T(a+b+1) a+b

Commea+1>—letb—1> —1, fol w1 (1 — u)’! est finie. On a alors

o Bla+2,b) T(a+2)'(a+0b) ala+1)
E(X) = B(a,b)  T(a)T(a+b+2) (a+b)a+b+1)

2. Modele : (]07 1[71’ B(]Ov 1[17,)7 (6(7.7 1-— T)®n)7‘€]0,1[)-
3. D’apres la question 1, on a E,(X;) = r. Un estimateur par moments est donc

f'l - Xn
4. 7, étant sans biais, on a

E, (7 — r)?) = Var,(7,) = VMT(X”

Par ailleurs,

r(r+1) 2:7“(1—7’)‘

Var,(X1) = E.(X1)* = (E,(X1))* = - 2

5. Comme FE,(X;)? < +0o, le théoréme central limite donne

V(7 — 1) WN<0, 7’(12—7"))‘

6. La question précédente donne

P (r > 7 — (T(l\/_ﬁr)p)q) njoo 98%,

ou ¢ est le quantile d’ordre 98% d’une loi A/(0,1). Comme (1 — ) < 1/4, on en
déduit que

1
I = |ri — ——q,+0
1 [1 27716] [

est un intervalle de niveau de confiance asymptotique 98%.
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10.

11.

Si le banquier veut étre siir de son coup en financant le candidat, il doit poser
H, :r > 5%, etdonc Hy : r < 5%.

Regardons le test

Supposons r < 5%, d’apres la question précédente on a

1 1
P\5% < ———q) <P (r<i———
( o zmq)— < 1 zmq)
S P,«(T ¢ Il)
On en déduit alors que limsup, P.(T = 1) < 2%, et donc que 7' est d’erreur

asymptotique moins de 2%.
Supposons maintenant que r > 5%. Pour n assez grand tel que ¢/(2v2n) < (r —
5%)/2, on a
P(T=1)>P, (71 —r+(r—5%)/2>0)
— 1,

n—-+4o0o

car 7, — r en probabilité (loi des grands nombres).

Regardons pour n = 1. Sion prend comme mesure dominante z(dz) = = 1jo 1z \(dx),

ol )\ est la mesure de Lebesgue sur R, on a bien une mesure dominante o-finie, et
une loi 5(r, 1 — r) admet pour densité

folw) = exp ( log (%) —log(B(r,1 - r)))

par rapport a cette mesure. On en déduit que le modele pour n = 1 est exponen-
tiel, de statistique exhaustive 7'(X) = log (25 ). Pour un n quelconque, le mo-
déle reste exponentiel, avec pour mesure dominante p®", et statistique exhaustive
log (2%). X ~ B(r,1 — r) étant une variable bornée, E,¢'* est finie pour tout
t € R, le domaine est donc |0, 1].

Soit 7., €]0, 1[", et notons ¢,,(r) = nrlog (ﬁ) —nlog(B(r,1—r)) lalog-vraisemblance
associée. D’apres le cours, si 'équation /,,(r) = 0 admet une solution dans |0, 1],
alors cette solution est le maximum de vraisemblance.

En utilisant B(r,1 —r) = ——, ona

sin(7r)

En(r) — 0 o) ?os(ﬂr) + nlog (_x ) =0,
sin(7r) l1—z



12.

13.

14.

15.

qui admet pour solution 7, = X cot™! <log (1‘7“)> €]0,1[, ol cot est la fonction
cotangente. On en déduit

z ! t7H[ 1 1-X S
Py = — CO og | ———
2= g X p

Pour n = 1, 'information de Fisher est définie par
I(r)=E, (ET(X>2> )

lorsque cette intégrale est bien définie (ce qui est toujours le cas dans les modeles
exponentiels). L'information de Fisher pour n > 1 est donnée par I,,(r) = nl(r).

Notre modele étant exponentiel donc régulier, on a

102
~ _ sSmm-\7mwr
\mm—mwNwﬂmw~N@,ﬂiv-
Le modele étant régulier et 7; non biaisé, la borne de Cramer-Rao s’applique : on a
nVar,(f1) > I(r)~!. On en déduit alors que 7, est asymptotiquement plus efficace
que 7;. Cela revient a comparer les variances asymptotiques renormalisées, soit

r(1—r) S Sin2(7rr)'
2 = 7

C’est un résultat général que dans les modeles suffisamment réguliers, 1(0) =
—Ey(£(0)) (non vu en cours). Prouvons le dans notre cadre d’'un modéle exponen-
tiel réel : r €]0,1[, n = 1, f.(z) = exp(rT(xz) — log(Z(r)). On repart de

E.(fr (X)) =1,

ce qui en dérivant (les interversions sont garanties par les conditions de régularité
des modeles exponentiels) donne

0= Eu(0,f+(X)) = E.((r)).
En dérivant encore une fois, on obtient

0= 0, (Bu(lr) 1))

= B, () £,) + Bu(6(r)0,)

= B,(i(r) + B.(0(r)?).

On en déduit I(r) = E,({(r)?) = —E,({(r)). Dans le cas n = 1, dans notre modéle

ona
- 7 cos(mr) T
= 2O L loe [ ——
i) sin(7r) Tnloe (1 — x) ’
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et donc

. —72sin®(7r) — 72 cos?(7r) w2
€<T) == ) = T . 5 s
sin®(7r) sin”(7r)
ce dont on déduit /(r) = %



