Statistique Mathématique Université de Rennes — M1

CC2 2024/2025 — Durée 1h30

Les documents et appareils électroniques (calculatrice, téléphone, ordinateur; ...) sont
interdits. Toutes les réponses doivent étre justifiées.

Exercice 1 - Un modéele linéaire

On se donne les observations suivantes : Y, = uj + €1, Yo = 211 + €9, Y3 = g + €3,
Yy = 3pa + €4, ol les (g;);=1... 4 sont i.i.d. de loi N'(0,0?), les parametres sy, io €t o> sont
inconnus.

On rappelle 'élément d’algébre linéaire suivant : si vy, ..., v, sont des vecteurs de R?
(vus comme des vecteurs colonne), et V = (v]...|v;) est la matrice dont les colonnes
sont les v;, alors ITy, = V/(V!V)~1V? est la matrice de la projection orthogonale sur I’es-
pace vectoriel engendré par vy, . .., v, (lorsque V'V est inversible).

Enfin, on donne les valeurs de quantiles suivantes. On note x*(p) et 7 (p) les lois du
Chideux et de Student a p degrés de liberté.

2.5% |97,5%
X2(2) | 0,05 | 7,38
Y2(3)] 0,22 | 9,35

) | —4,30 | 4,30
(3) [—3,18] 3,18

1. Ecrire le modéle linéaire correspondant.

2. Donner explicitement les estimateurs des moindres carrés de i et ys, notés ji; et
fi2. Quelles sont leurs lois ?

3. Donner (non explicitement) I'estimateur des moindre carrés de o2, qu’on notera
62, quelle est sa loi?

4. A-t-on indépendance entre (i1, ji2) et 62? En déduire des intervalles de niveaux
de confiance 95% pour yu, et o2.

5. On suppose maintenant que p, est connue. Proposer un estimateur 52 pour o2 et
donner sa loi.

6. Dans le cas ou py est connue, construire des intervalles de niveaux de confiance
95% basés sur 62 pour o* et y;. Les comparer a ceux obtenus dans le cas ol iy est
inconnu, sur la base de I'espérance de leur longueur (pour o?) et de 'espérance
du carré de leur longueur (pour ).



Solution 1 -

1. Ennotant Y = (Y3,...,Yy)" et u = (u1, po)?, on peut écrire le modéle sous la forme
Y =Xp+e,
avec
1 0
X=1o 1 |
0 3,

ete ~ N(04, 0'2[4).
2. Le cours donne

f=(X'X) XY
XX = (g 100 ) '
(X'X)™ = (165 1/010 ) '

Y1 +2Y;
tv_ (11 2
XY_<Y3—|—3Y4)'

Reste a calculer. D'une part

Donc

D’autre part

On en déduit

» — Yi+2Y,
fu = 2EE2
0 —  Y3+3Vy
/’1’2 - 10 .

Enfin, d’apres le cours (ou a la main, ici ¢a se voit bien),
i~ N(0g, c*(XTX)™,
ce qui ici se traduit par fi; ~ N (p1,02/5), fia ~ N (1, 02%/10), et ji; 1L fis.

3. Ennotanté =Y — X =7y Y, ou V est 'espace engendré par v; et vy (colonnes
de X), le théoréme de Cochran indique que

o EIP® o 5x*(2)

2 2

&2 est donc un estimateur non-biaisé de o2 (de loi mentionnée au-dessus).
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4. En utilisant le Théoreme de Cochran la encore, on a que 7Y 1L 7. Y, et donc
a2 1L Wv(Y). OI',

f=(X'X) ' X' (Y),

ce dont on déduit que f 1L 62
IC sur o2

On part de

262
o) ~ X2(2)'

En utilisant le tableau de quantiles, on sait qu’avec probabilité 95%, on a

~2

2
0.05 < — < 7.38,
g

et donc que [%Z, 4062} est un intervalle de niveau de confiance 95%.

IC sur y;.
On part de

En utilisant la table de quantiles, [ﬂl — \%4.3; i + \/%4.3] est un intervalle de
niveau de confiance 95%.

5. Si py est connue, on a —5 (Y3 — p12)* + (Y2 — 3u2)?) ~ x*(2). En notant £, et &, les
deux premieres coordonnées de £, on va remplacer les deux dernieres coordon-
nées par I'expression adéquate contenant iy, c’est a dire

P ST
6t =2 (BT +E+ (Vs — )" + (Vi — 3pa)°)
Cela revient a remplacer i, par u, dans 'expression de o%. Comme £, et &, sont
o(Y1,Ys)-mesurables, on a que €2 + &2 11 (Y3 — po)? + (Y4 — 3us)?. Par ailleurs, Co-
chran encore assure que €7 + £2 ~ 02x?(1) (considérer le sous-modele sur (Y}, Y>)!
par exemple, ou le faire a la main). On en déduit alors que

2
~2 2 X (3>
o o 3

6. En faisant comme précédemment, on a immédiatement que [2-57% : ;2-6%] estun

intervalle de niveau de confiance 95% sur o%. Sa longueur est inférieure a 1552, la
ou celle du premier intervalle est supérieure a 3952. Comme E(5?) = E(6?) = 02,

en espérance ce deuxieme intervalle est donc meilleur.
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Pour I'IC sur /i, il faut faire attention aux indépendances. En utilisant Cochran, on
a iy A (é1,€2). Comme (Y3,Y)) 1L (f11,€1,2), on a que i3 L (£1,89,Y3,Y)), et
donc que ji; 1L 6% On en déduit alors que

\/3(/1{— f11)

g

~T(3),

et donc que [/11 — \%3.18; f + %3.18; est un intervalle de niveau de confiance

95% sur p;. En moyenne, le carré de sa longueur est de (2 x 3.18/1/5)%02, 1 ol
le carré de la longueur du premier est en moyenne (2 x 4.3/v/5)%¢%. Le second
intervalle est donc meilleur 1a encore (ce qui est assez cohérent avec l'intuition
que plus on en sait plus on peut étre précis).

Exercice 2 - Comparaison de précisions

Météo France souhaite comparer la précision de deux logiciels de prévision de tem-
pérature, et a cette fin collecte leurs erreurs (£};);=1,2i=1,..» Supposées indépendantes,
de loi N(0,07) (j est le numéro de logiciel, et o; est alors la précision du logiciel). On
note 7 = 01 /0, le ratio de ces précisions.

Un statisticien peu futé commence par calculer X; =
I'observation des X, ..., X,,.

On rappelle les éléments suivants sur la loi de Cauchy de parametre a, notée C(a), ol
a>0:

— densité (sur R) : m,

— fonction caractéristique : ¢¢(q)(t) = exp(—|t|).

7., et base sa procédure sur
2,1

1. Montrer que si Y ~ C(1), aY ~ C(a), et que si Y; ~ C(ay), Yo ~ C(az), avec
Y1 U Yy, alors Yy + Ya ~ C(ay + ag).

2. On admet que si N; et N, sont deux lois normales standards indépendantes,
N1 /Ny ~ C(1). En déduire le modele pour cette expérience.

3. Onnote 7,,; = X,, (moyenne empirique). Tp,1 €st-il consistant ?

4. On cherche a prouver que le logiciel 1 est plus précis que le logiciel 2. Donner les
hypotheéses du test associé.

5. Construire un test 7, ; pour ces hypotheses, basé sur 7,, ;, de niveau a.
6. Ce test est-il plus puissant que 77 ; (le méme mais basé sur une seule observation) ?

7. Proposez une procédure de test plus futée (et simple), a partir de 'observation
des (Ej;)j=12,=1,. n-

8. Montrer que si N; et N, sont deux lois normales standards indépendantes, alors
Ni/Ny ~C(1).



Solution 2 -

1. Soit Y ~ C(1), ett € R. Comme ¢,y (t) = ¢y (at) = exp(—alt]) = ¢c(,(t), on a bien
aY ~ C(a). Soient Y; et Y, indépendantes et de loi C(a;), C(az). Pour tout t € R
ona

Dyity2(t) = by, (1) Py, (1) = exp(—(a1 + a2)[t]) = de(ay +az) (F)-

D'ot Vi + Ya ~ Cla; + ay).

2. Ona X; ~ Z;%;, ou N; et N, sont des gaussiennes standards indépendantes. On
en déduit alors que X; ~ 7C(1) ~ C(7), et donc le modele

(R, B(R"), (C(7)*")r>0)-

3. Comme 7,; = X,, ~ %C(TTL) ~ C(T), T,1 ne peut converger en proba (vers quoi
que ce soit). En effet, pour tout z € Rete > 0, P (|X,, — x| > &) = P(|C(1) —
(x/T)] >¢/T) > 0.

4. On veut prouver 7 < 1, on le met donc en Hy, ce qui donne les hypothéses

Hy : 7>1
H : <1

5. Comme 7,,; ~ 7C(1), on s’attend a ce que sous H; |7,1] soit petit. On cherche alors
un test de la forme

Tna = Lz, )<ta-
Reste a calibrer le ¢,. Soit 7 > 1, et ¢t > 0,

Pr(|fna] <t) = P(7C(1)] < 1)
<P(c) <1)

t 1 1 2
_ /_t md:p = (arctan(t) — arctan(—t)) = - arctan(t).

En posant ¢, = tan (%2), on a bien

sup Pr(T,,1 = 1) = .

T>1
On remarque au passage que les |C(7)| sont stochastiquement ordonnées (implici-
tement prouvé ici).

6. OnaT;; = 1jx,>, (le méme seuil que dans T, car il ne dépend pas de n). Or,
X; ~ X, donc en termes de loi ces tests sont exactement les mémes. En termes
de puissance, cela se traduit par, pour n'importe quel 7 < 1,

P(T,1=1)=P(|C(1)| <ty/7) =P (T11=1),



et donc

inf PT(Tn,l = 1) = mfl PT(Tl,l = 1)
T

<1

Ces tests sont donc de méme puissance (de fait ils ont méme loi pour tout 7, ce
qui justifie le caractére peu futé attribué au statisticien).

. Plutét que faire des sommes de ratios, il est plus malin de faire un ratio de
sommes. On pose

n 2
g — > i Bi - Tgi
=== ’
E?:l EQ,i Sy
ou S et S, sont des x*(n) indépendantes. On a alors immédiatement que
2
S ~1°F(n,n),

loi de Fischer a (n,n) degrés de libertés. Sous H; on s’attend a ce que S soit plus
petit que sous Hj, on cherche donc un test de la forme

Tn,2 - :H-Sgta .

On calibre facilement le ¢, en le prenant égal a ¢ le quantile d’ordre o d’une loi
F(n,n). En effet, pour tout 7 > 1,

P(S<q)=P(*F(n,n) < q) <P(F(n,n) <q) =a,
et donc

sup Pr(T, 2 =1) = a.

T>1

. On pose Z = N; /N, (bien définie p.s.). Soit f mesurable positive.

BU2) = [ [ gt i day

Soit

¢_{R*XR* — R*x R*
| @y = (2/y,y).

¢ est bien un C'-difféomorphisme, de Jacobien Jy(x,y) = |y|~'. On a alors, en
utilisant un changement de variable (avec u = z/y, v = y),

E(f(2) = /R /R %\v!eﬂ*“ﬂ?”dudv.
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Or, pour tout u,

+oo
/ |U‘67%(”2(1+“2))dv = 2/ ve 2P He) gy — 2 .
R* 0 1+ u?

On en déduit (en utilisant Fubini positif),

B(H(2) = [ =,

et donc Z ~ C(1).



