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Chapitre 1

Modeles statistiques

1.1 Différence de point de vue entre probas et
stats

Supposons qu’on s’intéresse au nombre de naissances X en 2022 a Cherbourg.

Point de vue probabiliste

Le probabiliste n’observe pas X, mais va chercher a le modéliser. Si Cherbourg
contient N femmes (ou foyers), a partir du taux de fécondité de 'année 2021, il va
bricoler un 6, et supposer que X ~ B(N, ). A partir des quantiles de cette loi, il
pourra conseiller la mairie sur le besoin de places en creche pour 'année 2022. Dans
un sens le probabiliste se fiche d’observer X, son modele lui permet de donner des
conseils a la mairie en amont.

Point de vue statisticien

Le statisticien se place a la fin de 'année 2022, il peut donc observer le nombre
de naissances (disons ). Il va reprendre le modele du probabiliste en supposant
que X ~ B(N,0), mais cette fois ci sans supposer que 'on connait la valeur de
0. Le but du jeu est alors d’approcher un 6 a partir de I'observation x.,, que le
probabiliste pourra utiliser pour ses prévisions de naissance pour I'année 2023. Par
exemple, le statisticien peut affirmer

0~ xobs/Na

c’est a dire refiler la valeur x,,s/N au probabiliste pour ses prévisions ultérieures.
Un des buts de la statistique va étre de déterminer a quel point cette approximation
est pertinente.

En résumé :

— Le probabiliste connait le modele génératif et prédit des choses sur les obser-
vations a venir.

— Le statisticien observe des données, et essaie de dire des choses sur le processus
qui les a généré.



Nécessité d’un modele

Le modele du probabiliste sert en statistiques a "généraliser" les observations.
Dans 'exemple du nombre de naissances en 2022, le modele B(N, #) permet a partir
de l'observation des naissances en 2022 de dire des choses pour 'année 2023 via le
parametre 6 que 'on suppose commun aux deux années.

Sans le modele ,rien n’empéche d’affirmer que X a été tirée selon 9, , ce qui
correspondrait parfaitement a ’observation en 2022 mais serait de peu d’intérét pour
faire des prévisions pour I'année 2023

Dessin : proba, on connait le processus génératif, prédire des trucs intéressant sur
ce qui va arriver. Stats, c’est arrivé, dire des trucs intéressants sur ce qui a généré.

1.2 Modele statistique

DEFINITION 1.1

Un modele statistique est un triplet (X, A, (Py)geo) composé des éléments sui-
vants :

— X : espace d’observation (dans lequel vont vivre nos observations),
— A : tribu sur X', pour donner du sens a ce qui est observable ou non,

— (Py)geo : famille de lois sur X' indexée par § € © (O est appelé espace des
parameétres).

I1 est implicitement supposé qu’on observe X v.a. de loi Py, pour un # inconnu,
et qu’on cherche a estimer ¢(6) a partir de ces observations.

Remarque 1.2. Par convention, on confondra souvent X v.a. de loi Py et z = X (w)
(observation). Cette convention se justifie en statistique "mathématique" par le fait
qu’on s’intéresse aux observations uniquement au travers de leur loi pour essayer
d’attraper 6. Si on avait a manipuler des "vraies" données, on distinguerait s
(réalité) de X (qui nous sert & construire une procédure de statistique inférentielle
en général).
Remarque 1.3. On peut faire plus général et distinguer espace d’observation et espace
probabilisé de départ. Dans ce sens, un modele est plutot (2, F, X, X, A, (Py)oco),
ou on spécifie la v.a. de loi Py, c-a-d 'observation comme fonction de w € €.

Vu qu’on s’intéresse peu aux observations en tant que telles, mais bien plutét a
leurs lois, on peut se passer de (€2, F, X) la plupart du temps.

Remarque 1.4. Par convention, dans les modeles "classiques" ou 'espace d’observa-
tion et la tribu qui y est associée sont évidents, on peut omettre de les mentionner.
Par exemple le modele (R™, B(R"), (N (0,03)%")ycr) (tirage de n Guassiennes in-
dépendantes de variance connue et de moyenne inconnue) est souvent abrégé en
(N(8,08)°™) per-

Remarque 1.5. Si (X, A, (Py)geo) est un modele, et g : © — O une bijection, alors
(X, A, (Pyo))oco) en est un autre, qui est équivalent d'un point de vue statistique.
Par exemple, dans ’exemple du nombre de naissances a Cherbourg, on peut paramé-
trer le nombre de naissances X par B(N,0), B(N,1-6), B (N, 1%9 — 1). La quantité
intéressante (taux de fécondité "annuel" par foyer) sera alors 6 dans le premier cas
et ¢(f) dans les deux autres cas.



Si on anticipe légerement, chercher a estimer ¢(6) dans le modele Py revient a
chercher a estimer g o g(¢) dans le modele Py ).

Traditionnellement, on distingue deux grands types de modéles.

Modele paramétrique

C’est le cas ott © (I'ensemble des parameétres) est un sous-ensemble de R?, ou plus
généralement est de dimension finie (dépend donc de la définition de "dimension" en
toute généralité).

Ezemple 1.6 : Naissances a Cherbourg en 2022 (suite).

Si on observe, pour chacun des N foyers cherbourgeois, la variable Y; qui vaut
1 si un enfant apparait dans 'année, 0 sinon. En supposant que les (Y;);—; .y sont
indépendants, on se retrouve avec le modele statistique suivant.

— X ={0,1}",
— A =P ({0,1}") (parties de {0,1}"),
— © =]0,1[. Pour § € ©, P, = B(9)®N.

Ezemple 1.7 : Naissances a Cherbourg en 2022 (fin) ?.
On peut reprendre I'exemple précédent en supposant que 1’on observe le nombre
total de naissances en 2022 (noté X ). Le modele devient alors

— X =10, N],

T A:P([[O7N]])7

— 0 =|0,1]. Pour # € ©, P, = B(N,0).
On imagine bien que, si le but est d’estimer 6 (probabilité pour un foyer d’avoir
un enfant en 2022), savoir quel foyer a eu un enfant n’est pas une information
importante au regard du nombre d’enfants observé. En d’autres termes, le deuxieme
modele, bien que contenant moins d’information que le premier (il en décrit une

fonction) en général, contient tout autant d’information sur € que le premier. On
formalisera cette intuition plus tard via la notion d’exhaustivité.

Ezemple 1.8 : Tuille et poids dans une tranche d’dge. On observe, sur n individus
d’une tranche d’age, les vecteurs (T}, P;) (taille et poids). En supposant que ces
observations sont i.i.d. de loi celle d’'un vecteur Gaussien, on a le modeéle :

— X =(R)", A=B(R*)"),

— O =R?x S (R). Pour § = (1, %), Py = N (1, 2)®".
Dans cet exemple 0 contient beaucoup d’information diverses concernant le processus
générant taille et poids au sein d’une classe d’age. Si on s’intéresse aux tailles et poids
moyens sur l’ensemble de la classe d’age, on s’intéresse en fait a ¢;(6) = p. Si on

s’intéresse, au sein d'une tranche d’age, a la dépendance entre poids et taille, on
s'intéresse a ¢2(0) = 2.

Modele non paramétrique
En toute logique, c’est le cas ou 'espace des parametres n’est pas de dimension
finie.

Ezxemple 1.9 : Modélisation de la "dépendance” entre taille et poids dans une tranche
d’age.



Supposons que 1’on connaisse la distribution marginale des poids et tailles dans
une tranche d’age (Py et Py, par exemple N (p/r, 03 /T), et que 'on observe les poids
et taille de n individus tirés au hasard dans la tranche d’age. Le modele devient :

— X =(R%)", A= B((R*)"),

— O ={PePR? |e#P=P;,j=1,2}. Pour § € ©, Py = 6.
Remarque : On peut aussi paramétrer la structure de dépendance par une copule,
c’est a dire une fonction C': [0,1]* — [0, 1] telle que F(t1,t3) = C(Fi(t1), Fa(t2)), ot
F' est la fonction de répartition (multivariée) de 6, F} est la fonction de répartition

(univariée) de P;. L’ensemble des fonctions copules permettant de relier P et P, est
bien de dimension non finie.

Exemple 1.10 : Modélisation de la pollution atmosphérique a Paris.

Si on dispose des mesures quotidiennes de concentration en particules fines a
Paris, que 'on suppose les mesures indépendantes et de méme loi, et que cette
loi commune a une densité par rapport a la mesure de Lebesgue sur R, le modele
statistique correspondant est

X =R A=BR),
— O = {densité sur R}. Pour 6 € ©, Py = (6d\)®™.

Si maintenant Paris est modélisé disons par un carré [0, T]?, et que pour chaque
journée ¢ a 12h on dispose du relevé de concentration en particules fine a chaque
endroit X@ : [0,T]? ++ R*. Une modélisation fruste peut étre de considérer que
les relevés de concentration journalier sont indépendants et de méme loi que celle
de X :t— f(t) + ¢, ou f est continue et &; est un bruit Gaussien de fonction de
covariance connue (disons Ornstein-Uhlenbeck par exemple). Dans ce cas le modele
est

— X =C([0, T)>,R)", A = B(C([O,T]*,RT))®" (plus petite tribu qui rend les
applications coordonnées mesurables),

— 0 =C(]0,T)?,RT). Pour § € ©, Py = (L(0 + ¢))*".
En pratique, les mesures observées ne sont pas de type fonctionnel, mais plutét sur
un grillage de [0, T]?. Le modele de bruit Gaussien dans ce cas nous raméne a un
modele Gaussien paramétrique (a structure de covariance connue) de tres grande
dimension (nombre de pixels).

La plupart du temps on considerera des modeles correspondant a la réalisation
de n variables aléatoires indépendantes et de méme loi (i.i.d.). On parle alors de
n-échantillon. Cela correspond & des modeles de type (X™, A®", (P )peco). Dans ce
type de modele, on notera Xi., un vecteur aléatoire de loi PE”.

Dans un modele (identifiable), la statistique inférentielle (classique) permet de
faire trois choses :

1. Trouver une valeur approchée du parametre 6 caché (estimation ponctuelle).

2. Donner une zone de © dans laquelle le vrai parametre 6 a des chances de se
trouver (intervalle de confiance).

3. Répondre a des questions binaires sur 6 (test). Par exemple "0 est-il positif ?".

1.3 Estimation (ponctuelle)

Un peu de vocabulaire pour commencer.



DEFINITION 1.11 : STATISTIQUE

Pour un modele (X, A, (Py)gco), une statistique est une fonction mesurable sur

(X, A).

En somme, une statistique est une fonction des observations. Le point important
est qu’une statistique ne peut pas prendre € en argument. Ses valeurs ne doivent
dépendre du parametre 6 qu’au travers de FPy. Lorsque cela a du sens, pour une
statistique f, on notera

E(f(X)) = [ f(u) Py(du),

correspondant a l'espérance de f(X) lorsque X ~ Fp. Si le but est de deviner la
valeur de 6 a partir des observations, il est naturel de considérer des statistiques a
valeurs dans ©. C’est précisément la définition d’un estimateur.

DEFINITION 1.12 : ESTIMATEUR

Dans le modele (X, A, (Fy)gco), un estimateur de ¢(#), ot ¢ : © — ) est juste
une statistique a valeur dans ).

En statistique paramétrique on prendra toujours ) = R*. La distinction entre
statistique et estimateur est purement affaire de convention : un estimateur est une
statistique qui a un but (estimer ¢(6)). La notion de statistique en général sera utile
dans le cadre des modeles qui comportent une statistique exhaustive.

Exemple 1.13.
— Dans le modele (N(6, 03)%™)pcg, un estimateur standard de 6 est la moyenne
empirique

X;.
1

)

_ 1
T(X1n) = Xp = —
(X10) -

n

— Dans le modele (U(]0,0[)®"),., (tirage de n lois uniformes i.i.d.), deux esti-
mateurs raisonnables de 6 sont

On peut aussi trouver les notations é, 0., pour désigner un estimateur de 6 (le n
rappelle qu'il est basé sur un n-échantillon). Par convention le chapeau est réservé
aux statistiques/estimateurs (observables a partir des données).

Risque quadratique

Une maniere d’évaluer la qualité d’estimation ponctuelle est de considérer le
risque quadratique de I'estimateur 7.



DEFINITION 1.14

Dans le modele (X, A, (Py)geco), le risque quadratique de T est

Rr(0) = Eo||T(X) — q(0)|

Si Ey||T(X)|]* = 400, le risque quadratique de T est aussi infini. Ce n’est pas
la seule maniere d’évaluer la qualité d’'un estimateur, on verra plus finement les
manieres de comparer les estimateurs dans le chapitre bayésien.

Décomposition biais/variance : On peut décomposer le risque quadratique de la
maniere suivante :

Ry(0) = || Eo(T(X)) — q(0)|]* + Vary(T(X)),

ol
— le terme Fy(T(X)) — q(0) est appelé biais de I'estimateur T,
0

— Varg(T(X)) = Eg[||T(X) — Ep(T(X))||?] est la variance de Pestimateur T'
sous Fy.

Un estimateur 7" tel que
Ve E(T(X))=ql)

est dit non-biaisé, son risque quadratique se résume alors a sa variance.
Ezemple 1.15. Dans le modele (U(]0,0])*")pco,

— Destimateur T1(X;.,) = 2X,, est sans biais, son risque quadratique est

Ry (0) = Var(u4(0,00) = 2 ~Var(u(0,1) = ¢

— Destimateur T5(X1.,) est biaisé. Un calcul simple montre que 75 a pour densité
nt" 0=, on en déduit

ot . ng 6
— biais : 6 — il nale
— risque quadratique : Ry, (0) = m.

Dans cet exemple le risque de T, est sensiblement meilleur que celui de T;. De
maniere générale, 'absence de biais est une propriété souhaitable mais ne garantit
pas l'optimalité.

Comportements asymptotiques souhaitables

Lorsque 1'on parle de "convergence' d’estimateurs, on se place dans le cas ou on
observe un n-échantillon i.i.d.. On prendra donc le modele (X", A*", (P )gco-

Un estimateur étant une fonction mesurable des observations (et cet espace d’ob-
servation variant avec n), il serait plus précis de parler de suite d’estimateurs. Encore
un abus de langage et une convention.

Une propriété minimale des estimateurs est que lorsque 'information disponible
(n, taille d’échantillon) croit, I'estimateur converge vers la valeur souhaitée.



DEFINITION 1.16 : CONSISTANCE
Un(e) (suite d’) estimateur(s) T (de q() € R¥) est dit consistant si

V9eO T(Xi,) — ql0).

n—-+oo

Lorsque la convergence a lieu p.s. on parle de consistance forte.

Recettes de consistance : Prouver une consistance peut se faire avec la loi des
grands nombres ou en utilisant la convergence du risque quadratique vers 0.

Ezemple 1.17. En reprenant le modele (U(]0, 0[®™)y~o, avec les deux estimateurs T;
et Tg.

— Comme Ey|X;| < 400, la loi des grands nombres donne X,, —,_,400 0/2 p.5.,
on en déduit que T est (fortement consistant).

— Comme Rr,(0) —, 00 0, Ty converge vers 6 dans Ly(FPy), donc en proba (Fp),
il est lui aussi consistant. On peut montrer la forte consistance en utilisant
Borel-Cantelli (exercice).

DEFINITION 1.18 : NORMALITE ASYMPTOTIQUE

Dans le cas ou ¢(f) € R, un estimateur 7' est dit asymptotiquement normal en
0 §'il existe une suite 7, positive et o3 > 0 tels que

Tn(T(Xl:n) - q(e)) M n—+oc0 N(O7 0—3)

La normalité asymptotique en 6 est la convergence en loi de l'estimateur re-
normalisé vers une loi normale non dégénérée. La normalité asymptotique désigne
la méme propriété lorsqu’elle est valide pour tout # € ©. Enfin on peut étendre la
définition en dimension supérieure en requérant une matrice de covariance non-nulle.

La normalité asymptotique n’est pas intéressante en elle-méme, 1'idée est de
chercher le comportement asymptotique de la statistique recentrée pour pouvoir en
déduire ultérieurement des garanties en terme de risque asymptotique ou d’intervalle
de confiance. Le théoreme central limite indique que le comportement asymptotique
normal est relativement fréquent.

Ezemple 1.19. On reprend notre modele favori (U(]0, 0])®", et nos deux estimateurs.

— Comme FpX? < +00, le théoréme central limite donne

Vi (T(X1) — 0) ~ N (o, @3) |

— Pour T5, un calcul rapide donne, pour ¢ > 0,

t

Po(n( — Ta(X1m)) > 1) = <1 b

> ]1t§n9 —7n—o00 €XP (-t/&),

et donc n(0 — To(X1.,)) ~ £(071). Pas de normalité asymptotique donc, mais
on a quand méme un comportement asymptotique.



Recettes pour normalité asymptotique : La plupart des normalités asympto-
tiques se prouvent a l'aide du théoreme central limite et de deux outils : le lemme
de Slutsky et la A-méthode.

THEOREME 1.20 : LEMME DE SLUTSKY

Soient X,, et'Y, deux suites de vecteurs aléatoires convergeant en loi respecti-

vement vers X ety (vecteur aléatoire constant valant y p.s.). Alors Y, 5 y et
(X, Yo) ~ (X, y).

En particulier le lemme de Slutsky autorise certaines opérations sur les limites
en loi. Par exemple X,, ~ N (0,02) et &, — o implique X,,/o ~ N(0, 1), ce qui sera
assez utile pour les intervalles de confiance. Une conséquence du lemme de Slutsky
est la "Méthode A", permettant de transférer la propriété de normalité asymptotique
via fonctionnelle différentiable.

THEOREME 1.21 : A-METHODE

Soit (Xy)n>1 une suite de variable aléatoires, et (r,)n>1 suite de réels positifs
tendant vers +oo tels que r, (X, — x) ~ X, pour un x € R et X une variable
aléatoire sur R. Soit g : R — R une fonction différentiable en x, alors

Tn(9(Xn) = 9(7)) ~nsioo 9'(2)X.

Proof of Theorem 1.21. Comme r, — +00, une premiere application du Lemme de
Slutsky a (r>,7,(X, — z)) permet de montrer X,, — z. On peut alors déduire de
la différentiabilité de g en = que
9(Xn) — g(z)
Xn—x
Le Lemme de Slutsky garantit alors que (r,(X,, — z),
(X, d'(x)), et par continuité du produit r,(g(X,) — g(z)) ~ ¢'(z)X.

5 g(x).

~—

Ezemple 1.22. Dans le modele (£(0)%™")p~¢ (observations de n v.a. exponentielles de
parameétres 6 indépendantes) ot on cherche & estimer #. On peut partir du théoreme
central limite
_ 1 1
\/E(X" 9) N (O’ 92) !
et appliquer la méthode A avec la fonction u — 1/u pour montrer que I'estimateur
T(X,.,) = X! vérifie une normalité asymptotique

VA (T(X1a) — 0) = 02N (0, 912) — N(0,6).

1.4 Intervalle de confiance

A partir d’un estimateur 7' de ¢(6), le but est de quantifier I'incertitude liée &
cette estimation. Plus précisément on va batir & partir de 7' des régions de R¥ dans
lesquelles le vrai parameétre ¢() devrait se trouver, avec forte probabilité.

Pour simplifier un peu, on suppose que © C R et ¢(f) =6

10



1.4.1 Non asymptotique

DEFINITION 1.23 : INTERVALLE DE NIVEAU DE CONFIANCE 1 — «

Soit (X, A, (Py)gco) un modele et a €]0,1[. Un intervalle de confiance (par
défaut non asymptotique) de niveau 1 — o pour 6 est un couple de statistiques

(T, T") tel que

Vo € 0 PQ(T‘§9§T+>21—04.

Lorsque I'inégalité est une égalité on parle de niveau de confiance ezact. Prendre
T~ = —oo et TT = +o0 garantit toujours un niveau 1 — «, le but implicite est de
trouver des intervalles de confiance les plus petits possibles. En ce sens, des intervalles
de confiances "croissants" en fonction du niveau de confiance sont naturels.

Dans le cas ou © n’est pas un sous-ensemble de R, on peut définir plus géné-
ralement des régions de confiances (plus nécessairement des intervalles) comme des
sous-ensembles aléatoires de O, ce qui nécessite d’équiper © avec une tribu et de
vérifier certaines hypotheses de mesurabilité.

Recettes pour les IC non asymptotiques : Il y a deux manieres de faire, a
partir d'un estimateur 7" de 6 :

1. soit on connait la loi d'une quantité pivotale (usuellement de type (7' — 6)/a,
idéalement ne dépendant pas de ) et on peut en inférer un intervalle de
confiance (cas idéal),

2. soit on passe par des inégalités de concentration.
Ezemple 1.24. Dans le modele U (]0,0))*", avec To(X 1) = max;_i, ., X;, on peut

remarque que la loi de % ne dépend pas de 0, % va jouer le role de quantité pivotale.
On sait que, pour ¢ €]0, 1],

T:
Pg(t§62§1>—1—t”.
Pour « €]0, 1[, en prenant ¢, = a%, on en déduit

v T
Vo > 0 P9<ow§;§1):1—a,

1 . :
et donc que [TQ, TQOé_n:| est un intervalle de confiance pour # au niveau de confiance
a.

On rappelle les inégalités de concentration "classiques' suivantes :

LEMME 1.25 : MARKOV ET BIENAYME-TCHEBYCHEV

1. (Markov) : Si E|X| < 400, alors, pour tout t € R,
tP(X >t) <E(X1xs) <E(X]).
2. (Bienaymé-Tchebychev) : Si E(X?) < +o00, alors, pour tout t > 0,

Var(X)
2

P(X -EX)| >1) <

11



Dans le cas particulier ou X est une somme de variables indépendantes bornées
(ce qui arrive souvent dans un cadre statistique), I'inégalité de Hoeffding est un outil
tres utile.

THEOREME 1.26 : INEGALITE D’HOEFFDING

Soient X1, ..., X, des variables indépendantes telles que, pour tout i € [1,n],
a; < X; <b; p.s., pour a;,b; € R. En notant S =Y, X;, on a, pout tout t > 0,

P(S —E(S) > ) < exp <_2t2>

i1 (b — a;)?

Cette inégalité peut se généraliser aux martingales a accroissements bornés (ap-
pelée alors inégalité d’Azuma-Hoeffding), et peut aussi se voir comme une inégalité
de déviation sous-Gaussienne (la partie en exp(—ct?) est une décroissance de queue
de type gaussienne en effet). Avant de passer a la preuve regardons un exemple
d’application.

Exemple 1.27 : Taux d’éclosion des oeufs de pingouins.

On collecte n oeufs de pingouins fécondés, et on note X; la variable qui vaut
1 si Toeuf 7 éclot, 0 sinon. On peut modéliser cette expérience par un modele
({0,1}™,P({0, 1}”),8(9)%071[). Le parametre d’intérét est alors 6, taux d’éclosion
"théorique" de ces oeufs.

Un estimateur sans biais de # est donné par T(X1.,) = X,, (moyenne empirique),
qui sous Py a pour loi B(n,8)/n.

Soit a > 0, on cherche un IC de niveau de confiance 1 — a pour #. Bienaymé
Tchebychev donne

6(1—0) 1
< .
nt2 T 4ni?

Py (IT -0l >1) <

On en déduit que [T+ t87] est un IC au niveau de confiance 1 — a pour 6, avec
BT _ _1
57 = .

En utilisant I'inégalité de Hoeffding, on obtient

Py (|T — 0] >t) < 22",

et alors [T 4 t¥] est un autre intervalle de confiance de niveau 1 — «, avec t# =
/log(2/c)
T
Pour comparer ces deux intervalles, on peut regarder, a n fixé, la longueur de
ces intervalles lorsque « tend vers 0 (confiance de plus en plus grande). Dans le
premier cas, on obtient une longueur en 1/y/na, dans le deuxiéme cas, une longueur

en (/2log(1/a)/n, qui est négligeable devant la premiere.

Une maniere plus pragmatique de comparer : supposons que 1’on fixe le niveau de
confiance a 90% (soit a = 0.1), et que I'on veuille une précision (longueur d’intervalle
de 2%). Les tailles minimales d’échantillon pour atteindre ces objectifs sont alors de
I’'ordre

— Bienaymé-Tchebychev : n > 25000,
— Hoeffding : n > 15000.
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Preuve du Théoreme 1.26. Avant toute chose on remarque que l'on peut supposer
les X, centrés quitte & considérer X; = X; — E(X;) (¢a ne change rien aux longueurs
des intervalles, ni a S — E(S)). La preuve de ce résultat combine la méthode de
Chernoff et le Lemme d’Hoeffding. Pour le volet méthode de Chernoff : en appliquant
I'inégalité de Markov & la variable e*¥, pour un A > 0, on obtient, pout tout ¢ > 0,

eAtIP) (6)\5’ > eAt) <E (eAS)

n
< [TEM,

i=1

par indépendance des X;. Il reste alors a contréler les transformées de Laplace Ee i,
ce que l'on fait généralement en considérant

¥x;(A) = log(E(e*)),

plus facile & manipuler. C’est I'objet du Lemme de Hoeffding (que I'on prouvera a
la fin).

LEMME 1.28 : LEMME DE HOEFFDING

Si X est une variable aléatoire centrée prenant ses valeurs dans [a,b], alors

A2(b— a)?

pour tout A > 0.

En utilisant ce lemme dans la méthode de Chernoff, on obtient
P(S 2 1) = P (¢ 2 ) < e F Do,

et en optimisant le A\ dans le terme a droite donne le résultat pour \ = W
i=1\"¢ K

]

Preuwve du Lemme 1.28. En notant P la loi de la variable X, on peut réécrire
x(N\) =log </ e)‘xP(dx)>

Comme e’ < e* P-p.s., on peut intervertir dérivation et intégration, ce qui donne
[ xe** P(dx)
/ A —J 7 -\
wX( ) fe)\xp(dx)
[ 22 P(dx) — (f me)‘””P(dac))2
- (f X P(dx))’ |

x(A)

L’astuce consiste a reconnaitre respectivement une espérance et une variance. Si on
pose Q\(dz) = e’ /([ e’ P(dx))P(dx), c’est & dire Q ayant pour densité e’ /([ e’ P(dx))
par rapport a P, on retombe sur une mesure de probabilité, et on a alors

U (A) = E(Y)



ouY ~ @,. Comme X prend ses valeurs dans [a, b], Y aussi, et on peut brutalement
majorer sa variance par

Var(Y) §E<Y— a+b>2 -

2 4
Par ailleurs, Qg = P, donc ¢4 (0) = E(X) = 0. On en déduit alors

(b—ay

Pie(A) <A 7

De maniéere similaire, ¢x(0) = 0, et donc

2(b_a)2‘

Px(A) <A 3

1.4.2 Asymptotique

Nous somme toujours dans le cadre simple ¢(f) = 6 € R.

DEFINITION 1.29 : INTERVALLE DE NIVEAU DE CONFIANCE ASYMPTOTIQUE 1 — «

Dans un modele i.i.d. (X" A®" (P )sco) et pour a €]0,1[, un intervalle de
confiance asymptotique de niveau 1 — « pour 6 est un couple de statistiques
(T, T.F) tel que

¥9e® lim PP (T, <O<T])>1-a

n—-+o00

On peut la aussi étendre cette notion au dela de R, et pour des suites de lois Py
plus générales que le cadre i.i.d.. L’'intérét des intervalles de confiance asymptotique
est de pouvoir baser des intervalles de confiance sur la loi (asymptotique), ce qui est
souvent plus précis que via des inégalités de concentration.

Recettes pour les ICA : Classiquement on construit des intervalles de confiance
asymptotique a partir de convergence en lois (TCL par exemple), a renfort parfois
de méthode A.

Exemple 1.30 : Tauz d’éclosion des oeufs de pingouin, suite. En reprenant I’exemple
des oeufs de pingouins, le Théoréeme Central Limite donne

Vi (T — 0) ~ N(0,0(1 — ).

Par continuité de la loi limite, on en déduit que

- 0(1—0) .
\/5%/2})— - Q,

ou ¢, désigne le quantile d’ordre u d’une loi N'(0,1). Comme le terme en 6(1 — 6)
dépend évidemment de 6, I'intervalle ci-dessus n’est pas un intervalle de confiance.
On peut y remédier de plusieurs manieéres.

lim P9 (Q €

n—-4o00
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1. En utilisant le lemme de Slutsky : la loi des grands nombres donne T’ L 0,
donc
T—-46
vicl=9 v,
T(1-T)
le terme de gauche est alors quantité pivotale asymptotique. Cela fournit I'in-

tervalle asymptotique de niveau de confiance 1 —a suivant : [T+ 7Vi(f:T)qa /2]

2. En utilisant la méthode A : si on arrive a trouver une fonction G différentiable
telle que G'(A) = (A(1 — )™z, alors la méthode A donne

V(G(T) — G(6)) ~ N(0,1).

L’intervalle de confiance asymptotique correspondant serait alors G! ([G(T) +
(dont on n’est méme pas slirs que ce soit un intervalle).
3. En majorant brutalement le terme de variance : comme §(1 —60) < 1/4, on en

déduit
1
| —_— > 11—
nl_lgloope (0 € [Tj: zﬁqa/Q ) >1—aq,

et donc |T' £ ﬁqa/g] est un ICA de niveau 1 — a.

Ces trois méthodes permettent de couvrir beaucoup de situation, leur pertinence
releve du cas par cas. Pour comparer le troisieme intervalle avec les intervalles obte-
nus de maniere non-asymptotique, si on fixe a = 0.1 et que l'on veut une précision
de 2%, la taille d’échantillon requise est n > 6700 (mieux que via Hoeffding donc).

Dans le cadre particulier d’approximation d’une loi binomiale par une loi nor-
male, si n(f) > 5 et n(1 — @) > 5, alors les quantiles de \/n(6 — T)/,/0(1 — 0) et
ceux de sa limite coincident jusqu’au 2eme chiffre apres la virgule (inclus).

En pratique, I'utilisation d’'un ICA dans ce modele binomial est considérée comme
valide des lors que n(0 A (1 —0)) > 5.

L’utilisation pratique des intervalles de confiance asymptotique est tributaire de
la rapidité de la convergence en loi qui la sous-tend. Pour certains modeéles (comme
celui vu en exemple) des conventions existent. Dans un cadre plus général, on peut
relier intervalles de confiance asymptotiques et non-asymptotiques en utilisant des
résultats de type Berry-Esséen.

THEOREME 1.31 : THEOREME DE BERRY-ESSEEN

Soit X1, ..., X, une suite de variables i.i.d. telles que E(X;) = 0, Var(X;) = o2,
et E(|X1]?) = k < +00. Si on note, pourt € R,

F.(t)=P (ﬁxn < t)

o
la "vraie" fonction de répartition, et par ® la fonction de répartition d’une lot
N(0,1) (celle de la loi limite donc), on a

sup |, (1) — (1) < ———,
up [ F(1) — @(1)] < 57

ol ¢ est une constante numérique (d ce jour valant 0.4748).
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Pour conclure cette partie, on comprend maintenant I'importance énorme des
quantiles de la loi normale standard dans toutes les applications des statistiques (et
du fameux 1.96). En pratique, ces quantiles sont tabulés avec une précision suffisante
(avec des tables "manuscrites’ ou logiciels). Une méthode plus matheuse d’encadrer
ces quantiles se base sur le mini-résultat suivant

LEMME 1.32 : ENCADREMENT DES QUANTILES D’UNE LOI NORMALE STANDARD

2

Pour x € R, on note ¢p(x) = e\/;zw (densité d’une N'(0,1)), et

a() = [ ot

aussi appelée fonction de survie (de la loi N'(0,1)). On a alors, pour x > 1,

q@(l—é)ﬁ@(m)ge_f/\%f).

Démonstration. C’est essentiellement de I'intégration par parties. D’une part, on a

— —+o00 e_t2/2
d(x) = dt
( ) x vV 27T
B _e—t2/2 +oo +oo p—t?/2 o
| V2rt - z A/ 2mt?
_ ola)

T

D’autre part, une inégalité de Markov donne

2
<I>(J;) _Pp (e’\X > eAz) < e—)\x+’\77

en choisissant A = = on obtient I'autre majoration de ®(z).
Pour la minoration, reprenons la précédente IPP, et remarquons que

+oo p—t?/2 e e 22T Yoo 3€—t2/2dt
NG V23 |, * V 2mtd
_ o)
S 3

1.5 Tests

Le point de vue des tests est moins naturel que celui de I'estimation. Plutot que
d’estimer 6, on cherche plutot a répondre a une question binaire dessus. Dans le
cadre de I'estimation du taux d’éclosion des oeufs de pingouins, on s’intéresse a la
question "est-il plus grand que 1/2" plutot qu’a son estimation.

Evidemment, si on peut donner des garanties en estimation (via des intervalles
de confiance par exemple), on pourra donner des garanties en test et la réciproque
est fausse. En ce sens, tester est plus "facile" qu’estimer.
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Formellement, une question binaire sur ¢() revient a choisir deux sous ensemble
Oy et ©1 de ©. On parle alors d’hypothéses

HO . 96@0,
H1 : 96@1

Par convention Hj est appelée hypothéese nulle, et Hy hypothése alternative. On verra
plus bas que ces deux roles ne sont pas symétriques.

Tester revient donc a estimer ¢ : 6 — Lypco,, des lors un test est juste un estima-
teur de cette quantité.

DEFINITION 1.33 : TEST

Dans un modele (X, A, (Py)geo), un test T est une fonction mesurable de X
dans {0, 1}.

Par convention toujours, lorsque la sortie du test est 0, on dit qu'on accepte
(sous-entendu I’hypothése nulle), tandis que T = 1 correspond au rejet de cette
hypothese.

Comme pour les estimateurs, il s’agit maintenant de mesurer la qualité d’un test,
au vu des deux hypotheses que ’on cherche a discriminer. Une approche naturelle
est d’équiper {0, 1} avec une distance, par exemple 1,/ et a calculer le risque d’un
test défini par

Rr(0) = Ey (ﬂT(X)yég(0)> = Py(T(X) # 9(0)),

qui quantifie la probabilité que notre test se trompe sous Fy. Plutot que de regarder
supy Rr(0) (qui donnerait la méme importance aux erreurs sous Hy et sous Hy), on
distingue les erreurs maximales sous les deux hypotheses.

DEFINITION 1.34 : ERREURS DE PREMIERE ET SECONDE ESPECE, PUISSANCE

Dans un modele (X, A, (Fy)geo), pour un test 7' et deux hypotheses Oy et O,
on définit

— lerreur de premiére espéce de T' : supyce, Py(T' = 1) (probabilité max de
rejeter a tort),

— Uerreur de seconde espece de T' : supgeg, Py(T' = 0).

On parle aussi de puissance (minimale) d’un test :

6]1En®f1 Py(T =1),

qui est juste 1 moins 'erreur de seconde espece.

La plupart du temps, un type d’erreur est plus "grave' que l'autre. Dans le
cadre d’'un test qui prend en entrée divers parameétres d'un patient (par exemple
le résultat d’un sondage nasal) et dont la sortie est 0 (patient sain) ou 1 (patient
malade), les faux négatifs (patients malades dont le test indique la santé) sont plus
préoccupants que les faux négatifs (patients sains que le test détecte comme malade).
Par convention, un test de niveau « est un test qui controle I'erreur la plus grave.
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DEFINITION 1.35 : TEST DE NIVEAU «

Dans un modele (X, A, (FPy)geo), pour deux hypotheses Oy et Oy, et un para-
metre a € [0, 1], un test 7" est dit de niveau « si son erreur de premiere espece
est majorée par a, c-a-d

sup (T =1) < a.
[ASCH

Le fait qu’'un test soit de niveau a ne dépend que de son comportement sous
Hy, le fait qu’il arrive a correctement détecter H; est de ce point de vue secondaire.
Evidemment, le but va étre, sous une contrainte de niveau «, de trouver des tests les
plus puissants possibles. Comme exemples limites de tests de niveau « aveugles a Hy,
on peut citer le test nul 7' = 0, qui est de niveau 0 (mais aussi de puissance nulle),
ou alors un test purement aléatoire, de loi B(«) indépendante des observations (qui
de niveau « et de puissance «).

La plupart des tests utilisés sont calibrés par leur niveau. On se rend compte
alors que la seule certitude que 'on peut avoir a l'issue d'un tel test est dans le cas
d’un rejet de Hy (lorsque T'= 1) : dans ce cas la probabilité de faire une erreur est
majorée par «. En revanche, il n’y a aucune garantie sur 'erreur faite lorsque 'on
accepte Hy.

Le choix (dissymétrique) des hypotheses Hy et H; est alors crucial en pratique.
De maniere informelle, il faut mettre en H, le contraire de ce que 'on cherche a
prouver.

Exemple 1.36 : Oeufs de pingouins suite. Dans le modele ot on observe 1’éclosion
ou non de n oeufs de pingoins, on peut se poser la question de savoir si la fonte des
glaces a un effet sur le taux d’éclosion 6, en supposant que le taux d’éclosion normal
est 0 =1/2.

Si vous étes dans la pétrochimie et cherchez a prouver que non, le taux d’éclosion
reste normal, il vous faudra prendre Hy : 0 < 1/2 et Hy : = 1/2.

A Dinverse, si vous étes plutot écologiste et cherchez & prouver que ce taux
d’éclosion a diminué, il vous faudra prendre Hy: 0 =1/2 et H; : 0 < 1/2.

Recettes de construction de test : On verra dans les chapitres suivants des tests
classiques, déja construits et répondants a certains modeles et situations. Si vous
devez construire "manuellement' un test de niveau a pour les hypotheses ©¢ et ©;
dans le modele (X, A, (Py)gco, on procede généralement comme suit :
1. Choisir une statistique S censée bouger suivant les deux hypotheses (contre
ex: Pp=N(0,1)%", S = 3,(X; — X,)?).
2. Choisir a priori la forme d’une région de rejet R, en fonction de I'alternative :
S € R, correspondra a la valeur 1 du test, c-a-d on posera T' = lgecp, . (ex
dans le méme cas : si H; : 8 > 10 et Hy : # < 10, S = X, on prendra
naturellement R, du type [t,,+00].

3. Calibration de R, de maniere a avoir

sup P(S € R,) < «,
[USSH

idéalement avec égalité. Cela se fait souvent a l'aide d’une quantité pivotale
(comme en IC), c’est a dire en trouvant une transformation gy de S dont

18



la loi ne dépend pas de 6 : on calibre alors supyce, P(96(S) € go(Ra)) <
(calibration en gy(R,), la loi de go(S) étant fixe). On peut aussi utiliser de la
domination stochastique.

Ezxemple 1.37 : Oeufs de pingouins, fin. Dans le modele d’éclosion de n oeufs donné
par ({07 1}71’ P<{07 1}77,)’ B<9)é®£0,1[>

Point de vue écolo : On cherche a prouver que la fonte des glaces a réduit le
taux déclosion des oeufs par rapport & la normale 1/2. On a alors

HO : 9:1/2,
H1 . 9<1/2

On peut prendre comme statistique de test S = > ; X;. Sous H; on s’attend a ce
que S soit petite, donc on pose R, = [0,t,]. Comme

Py, (S € R,) =P(B(n,1/2) <t,),

si on prend comme t, + 1 le quantile d’ordre a d'une B(n,1/2), T' = 1g<;, est un
test de niveau a.

Point de vue pétrolier : On cherche a prouver que le taux d’éclosion des oeufs
est resté a la normale. Cela correspond au choix d’hypotheses

H[) : 9<1/2,
H1 : 9:1/2

La statistique de test reste la méme, en revanche on prendra plutét comme région
de rejet R, = [ta, n]. Il faut maintenant calibrer ¢, de sorte que

sup Py(S >t,) < a.
0<1/2

Il s’agit maintenant de calculer supy_;,, Po(S > ta). Vu que sous Py, S ~ B(n,0),
on s’attend a ce que 0 — Py(S > t,) soit croissante en 6. On peut le prouver par le
calcul, on peut aussi utiliser un argument de couplage.

L’idée est la suivante : si on pose Uy, ..., U, ~U(]0,1]) i.i.d., et que 'on définit
Yo = |{i | U; < 6}, alors Yy a pour loi Py, et on a Yy, <Yy, sif <6, On a alors,
pour 01 < 0,

P91(S > ta) = ]P)(Ybl > ta) < ]P(ng > ta) = PGQ(S > ta)-
On en déduit alors que

sup Py(S > to) = P1j2(S > ta),
9<1/2

donc en choisissant t, le quantile d’ordre 1 — o d’une B(n,1/2), on a un test de
niveau «. On peut remarquer alors que la puissance aussi est majorée par « (c’est
souvent le cas lrosque les deux hypotheses sont contigiies).

On peut généraliser la méthode utilisée pour calculer supycg, FPop(T = 1) dans le
cadre de la domination stochastique.
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PROPOSITION 1.38 : DOMINATION STOCHASTIQUE

Soient P et Q) deux mesures de proba sur R. On dit que @ domine P (ou P < Q)
des lors qu’un des points suivants est vérifié :

1. Il existe X ~ P etY ~ Q telles que P(X <Y) =1.
2. Pour toutt € R, Fp(t) > Fy(t).

3. Pour tout t € [0,1], gp(t) < qo(t) (ou Q désigne la fonction quantile
inf{u | F(u) > t}).

4. Pour toute fonction bornée croissante f,

[ fePan) < [ f)Q(du).

Si {Ps}eco, est stochastiquement ordonnée, on peut alors calculer supycq, Fy(1' =
1) dans beaucoup de cas.

Démonstration. Le passage (3) = (1) se fait avec un argument de couplage. En
notant U ~ U(]0,1]) et X = gp(U), Y = qo(U), on a, pour t € R,

P(X <t)=P(inf{u | Fp(u) > U} <)
=P ({Fp(t) > U}) F croissante cad
= Fp(t).

Donc X ~ P, et de la méme maniere Y ~ Q). gp < qg entraine alors P(X <Y) = 1.
Le passage (2) = (3) est un classique de Iinverse généralisé d'une fonction de
répartition (ou quantile) : comme Fp > Fy, on a pour tout t € [0,1], {u | Fp(u) >
t} C{u | Fp(u) > t}, et alors g, < qq.
Le passage (4) = (2) consiste a prendre des f du type 1j_ 4, pour t € R.
Enfin, le passage (1) = (4) est trivial : si f est bornée, alors E(f(X)) et E(f(Y))
existent. Comme f est croissante, on a f(X) < f(Y) p.s., et donc

[ F) Pl = E(F(X)) < B(Y) = [ f)Qdu)
[l

En pratique, lorsque vous lancez un test a partir d’'un jeu de données via R
par exemple, I'issue de la procédure est une p-valeur, a partir de laquelle vous allez
décider de rejeter (ou accepter). Mathématiquement, une p-valeur est une statistique
un peu particuliere :

DEFINITION 1.39 : p-VALEUR

Dans un modele (X, A, (Fp)peco, pour un probléme de test d’hypothese nulle ©,
une p-valeur est une fonction p : X — [0, 1] telle que

Ve ©y Yuel0,l P(g(X)<u)<u

C’est la définition "hard" de la p-valeur (celle notamment utilisée en tests mul-
tiples), on verra juste aprés comment associer une p-valeur a une famille croissante de
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régions de rejet. A I'inverse, si on dispose d’une p-valeur, on dispose immédiatement
d’un test de niveau a.

LEMME 1.40
Si p est une p-valeur, et o € [0, 1], alors
T: X Ilp(X)ga

est un test de niveau o.

Ce résultat un peu évident fournit la maniére prudente d’interpréter une p-
valeur : en la comparant a un seuil de test défini auparavant.

Inversement, a partir d’'une famille croissante de régions de rejet on peut construire
une p-valeur.

LEMME 1.41

St (Ra)acjoa est une famille croissante de régions de rejet associées a une famille
de tests de niveau «, alors

a: X —inf{a>0| X € R,}

est une p-valeur.

Démonstration. Soit 0 € Og, u € [0,1] et € > 0 assez petit, alors
Py(a(X) <u) < Py(X € Ryye) <u+e.
En faisant tendre € vers 0 on peut conclure. O

Cet autre résultat donne la deuxiéme maniere d’interpréter une p-valeur : comme
le plus petit niveau d'un test qui conduirait au rejet de Hy en se basant sur les
observations. De la a interpréter une p-valeur comme un indice de plausibilité d’une
observation sous Hj, ou une probabilité de rejeter Hy a tort en se basant sur une
observation, il n’y a qu'un pas.

FExemple 1.42. Si on reprend 'exemple des oeufs de pingouins, du point de vue écolo,
avec n = 1000, en observant S, alors

1. [0,5] est la plus petite région de rejet contenant S,

2. elle correspond au niveau de test Fy(S), ou Fj est la fonction de répartition

d’une B(1000,1/2).

On en déduit que Fy(S) est une p-valeur.
Application : si on observe S, = 460 oeufs éclos, la p-valeur correspondante
est de 0,6%. Le point de vue écolo semble alors fondé.

Tests dans un cadre asymptotique

Comme pour les intervalles de confiance, il existe des notions de niveau asympto-
tique et de consistance pour les tests. On se place ici dans le modele i.i.d. (X", A%", (P5™)geo)-
La notion de consistance est la celle usuelle pour 'estimation de lycg, (c-a-d on veut
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que T L Tgpeo, pour tout #). La notion de niveau asymptotique est un peu similaire
a celle du niveau de confiance asymptotique pour les IC.

DEFINITION 1.43

Pour une hypothese nulle ©y C © et a € [0,1], un test T est dit de niveau
asymptotique o si

sup lim sup Py(T(X1.,) =1) < a.

[US(SH n—+oo

La recette de construction d’un test de niveau asymptotique « est la méme que
dans le cadre général, avec une étape de convergence en loi la plupart du temps.

Ezemple 1.44 : Oeufs de pingouins encore. Dans le modele d’éclosion des oeufs de
pingouins, testé d’un point de vue pétrolier, on cherche toujours un test de la forme
S > t,, mais on va calibrer le seuil de maniere asymptotique.

Pour ce faire, on se souvient que, pout ¢t > 0

sup Py(S >t) < Pyja(S > t).
0<1/2

Or, sous P, /s, 2(5_7\/2/2) ~ N (0, 1). Si on note q;_, le 1 —a-quantile d’une N (0, 1),
on a

n—oo

lim Py (2(5—71/2) > Q1—a> =aq,

et donc T'= lg>p /a4 /mg_. 2 €St un test de niveau asymptotique a.

1.6 Meéthodes classiques d’estimation

Moments, M-estimation, logV. Recette G M-estimation concentration convexité.
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Chapitre 2

Modele linéaire (Gaussien

Les modeles linéaires Gaussiens sont d’'une part assez utilisés en pratique (en
biologie, linguistique, etc.), et servent souvent de modeles limites via le théoreme
central limite. Cela vaut donc la peine d’y consacrer un peu de temps.

2.1 Vecteurs Gaussiens

2.1.1 Rappels sur la loi normale

Commencons par des rappels standards sur les lois normales.

DEFINITION 2.1 : LOI NORMALE (OU GAUSSIENNE)

Soit X une variable aléatoire réelle, d’espérance p et variance o2. X suit la loi
normale A (p, 0%) si 'une des propriétés équivalentes suivantes est vérifiée :
_@=w?

1. X admet pour densité f(t) = —2—e 2.7 ,

20T

2. pour tout t € R,

02t2

bx(t) = E(e™X) = eftre™"2 .

Les propriétés de bases des lois normales sont les suivantes.

PROPOSITION 2.2 : LO1S NORMALES-PROPRIETES
1. 8i X ~ N(u,0?), et (a,b) € R?, alors aX + b~ N(au + b, b*0?).
2. 91 X ~N(p,0%), Y ~Nw,7) et X LY, alors X +Y ~ N(u+v,0% +

72).

On peut aussi caractériser les lois Gaussiennes via l'identité de Stein. Ces pro-
priétés sont suffisantes pour la suite.
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2.1.2 Vecteurs Gaussiens, définitions et propriétés
DEFINITION 2.3 : VECTEUR GAUSSIEN

Soit X un vecteur aléatoire a valeurs dans R%. X est un vecteur Gaussien si et
seulement si pour tout t € R? (t, z) suit une loi Gaussienne.

Remarquons que si X est un vecteur Gaussien, alors E([| X||* = 0, E((e;, X)) <

+00. En particulier, u = E(X) et ¥ = Cov(X) sont bien définis, avec

Yij = E((X; — ) (X5 — 1)),

Y. étant appelée matrice de covariance (et est toujours positive). Le résultat suivant
montre que le veteur moyenne et la matrice de covaraince caractérisent entierement
la loi d'un vecteur Gaussien.

LEMME 2.4 : FONCTION CARACTERISTIQUE D’UN VECTEUR (GAUSSIEN

Soit X un vecteur Gaussien de moyenne u et matrice de covariance 3. Alors,
pour tout u € RY,

uTZu

ox (u) = E(eHX)) = eitun ==

La preuve vient du fait que (u, X) est Gaussienne (définition), de moyenne (u, f1)
et variance u? Yu (calcul). La fonction caractéristique caractérisant la loi (encore un
Théoreme de Lévy), un vecteur Gaussien est entiérement caractérisé en loi par son
vecteur moyenne et sa matrice de covariance. On notera alors une telle loi N (u, X).

On peut en déduire les propriétés utiles suivantes :

PROPOSITION 2.5 : VECTEURS (GAUSSIENS-PROPRIETES

1. Si X ~N(u,X), A€ Myq(R) et b e R, alors AX +b~ N(Ap, ALAT).

2.8 X ~ N(p,2), X' ~ N %) et X 1L X', alors X + X' ~ N(u+
W, X 43,

3. SiY est définie, alors X ~ N (1, X)) admet une densité sur R, donnée par

1 1 ety
f(x):mexp —5(1’—#) STHX =)l

Dans le cas ou X n’est pas inversible, la loi de X est supportée par l'espace
vectoriel engendré par les vecteurs propres de Y. De maniere générale, on pourra
toujours décomposer X en u+AY , avec Y vecteur Gaussien standard (a composantes
i.i.d. N(0,1)) a valeurs dans R* k < d et A : R* — R? linéaire de rang k.

2.1.3 Indépendances et conditionnements

L’idée fondamentale de cette section est que, puor un vecteur Gaussien, décor-
rélation et indépendance coincident. On peut donc lire la structure de dépendance
directement sur la matrice de covariance.
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LEMME 2.6

Soit X = (Xi,, X[1.0)" un vecteur Gaussien ayant une matrice de covariance

de type
(Y| O
X = ( 0 Ek’k’ ) ’

avec k + k' = d. Alors X1, et Xji1.q4 sont indépendants.

La preuve se fait en regardant la fonction caractéristique. L’hypothese que X soit
un vecteur Gaussien est capitale (il est assez facile de construire deux Gaussiennes
décorrélées mais non indépendantes).

On peut en déduire les espérances (et lois) conditionnelles de coordonnées sachant
les autres.

PROPOSITION 2.7 : ESPERANCES CONDITIONNELLES GAUSSIENNES

Soit X = (X1, XL .07 un vecteur Gaussien de moyenne p et ayant pour

matrice de covariance
Y | BT
Y= ,
B Ek/k/

E (Xkt1:d | X1k) = fht1:a + B(kail (X1k — k) -

De plus, (Xk41.a — E (Xpy1.a | X1x) 1L Xip).

avec Y définie. On a alors

Démonstration. En notant E le terme de droite, on remarque que (X{,, (Xki1.4 —
E)T)T est un vecteur Gaussien (fonction affine de vecteur Gaussien). Le bloc de sa
matrice de covariance en bas a gauche s’écrit

E (Xis1a — B)(X1x — i) ") = B —B((E = prsra) (X1 — ) ")
=B-B=0.

On en déduit que (Xgi1.q — F) 1L Xy, et E étant Xjj,-mesurable que E =
E(XkJrl:d | Xl:k)- [

En d’autres termes, l'espérance conditionnelle d’'un bout de vecteur Gaussien
sachant le reste est sa projection au sens Lo(£2,P) sur 'espace affine engendré par
le reste.

2.1.4 Théoréme(s) de Cochran

La version clés en main du paragraphe précédent est le Théoreme de Cochran.
Auparavant, quelques rappels de lois usuelles classiques sur ]0; 4-00].
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DEFINITION 2.8 : Lol GAMMA - DEFINITION ET PROPRIETES
Une variable aléatoire X suit une loi y(a, ) si elle a pour densité

a
aflefb:r b

oo,
F(Cl) >0

Par ailleurs, les propriétés suivantes sont vérifiées.

1. Ey(a,b) = ¢, Var(y(a,b)) = &

2. 81 X ~7(a,b), ox(t) = (%)

3. Si X ~~(a,b) et Y ~~(a',b), X IL Y, alors X +Y ~ ~v(a+d,b).
4. Si X ~~v(a,b) et A >0, AX ~ 7y(a,b/A).

Un cas particulier de loi Gamma est la loi du Chi-deux.
DEFINITION 2.9 : Lol DU CHI-DEUX- DEFINITION ET PROPRIETES

Soit k& € N*. La loi du Chi-deux a k degrés de libertés, notée x?(k) est la loi
(5 3)-

Elle vérifie les propriétés suivantes :

1. Si Xi,..., X} sont les N(0,1) indépendantes, alors % | X? ~ (k).

2. 51X ~ Xz(k’l), Y ~ XQ(]{?2>, X 1 Y, alors X +Y ~ X2<k1 + k?Q)

On aura aussi besoin de la loi du y? décentrée, définie comme suit.
DEFINITION 2.10 : Lol DU x? DECENTREE

Soit X ~ N(p, 1), u # 0. Alors la loi de || X||* ne dépend que de ||z, et est
appelée loi du x? décentrée x*(d,||p]]). En particulier

d
X% ~ X2 (s [lpall) ~ (el + Z0)* + > 25
j=2

ou Zy, ..., Zy sont i.i.d. N(0,1).

Démonstration. Si P est une matrice orthonormale, de premier vecteur ”Z—”, en no-
tant Y = PTX, on a |Y| = ||X]|, donc || X]|? et ||Y]|* ont méme loi, donnée par
I’expression a droite. O

Le(s) théoreme(s) de Cochran peuvent alors s’énoncer comme suit.
THEOREME 2.11 : COCHRAN VERSION CENTREE
Si X ~ N(0,0%1,), et Ey,...,Ey forment une décomposition de R? en sous-

espaces orthogonaux, alors (g, X, ..., mg X) sont indépendants, et, pour tout
€ [1, k], e, X|* ~ o®x*(dim(E))).
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Démonstration. Notons m; les matrices de projections, et Z = ((m X)7, ..., (m:X)")T.
Z est un vecteur Gaussien (fonction linéaire d’'un vecteur Gaussien). Par ailleurs,
si i # j, B(mX(m;X)") = o®mm) = 0. On en déduit que (7, X, ..., 75 X) sont
indépendants.

Par ailleurs, en notant U; une base de vecteurs orthonormés de £, on a ;X =
U;Ul X, done 7, X ~ N(0,0°U;I,,U"), avec p; = dim(E;). On en déduit que 7, X ~
Ui(Zy,...,Zy,)", avec des Z; i.id. N(0,0%). Comme |U;Z||> = || Z|* ~ o*x*(p)),
on en déduit le résultat. O

THEOREME 2.12 : COCHRAN VERSION DECENTREE

Soit X ~ N(p,021y), et Ey, ..., Ex une décomposition de R en sous-espaces
orthogonauz. Alors (mg, X, ..., mg,X) sont indépendants, et, pour tout j € [1, k],
175, X1 ~ X (dim(E;), [|7g, )

Démonstration. La preuve concernant 'indépendance est exactement la méme que
dans le cas centré. Soit j € [1,k], et U; une BON de E;. On a np, X = U;U[X ~
/\/'(Uj(2UjTu),022Uj]pj2UjT2), doncTﬂjX ~ 2szZ, ou Z ~ N(U;M,O'QIk). En particulier
I X7 = 12117 ~ o™X (p;, U5 pll) = o*X* (5 17, 1)) O

Une application directe (on en verra d’autres) est donnée par le test du Chi-deux
d’appartenance a un sous-espace.

0% connu, test du Chi-deux d’appartenance a un sous-espace

Dans le modele (R%, B(R?), (N (u,0?14),.,) oi on connait o, on cherche a tester
Hy:p €V contre Hy : ¢ V, ot V est un sous-espace vectoriel de R? de dimension
k.

Comme souvent, ['astuce consiste a trouver une quantité pivotale sous H, dont
on connait la loi. Ici, sous Hy, X —my X ~ N (0, 0?my7(1 ). On en déduit alors que,
sous H,

X —me X
o 2

S(X) X2(d — k).

g

Sous Hy, on s’attend & ce que S(X) soit grand. On prend donc comme test
T = 1squ—a7

oll ¢1_q est le 1 — a-quantile d'un x?(n — k), ce qui donne bien un test de niveau a.

2.2 Une application asymptotique : tests du Chi-
deux d’adéquation et d’homogénéité

Les applications en statistiques asymptotique du formalisme "vecteur Gaussien'
se basent sur le théoreme central limite "vectoriel".
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THEOREME 2.13 : TCL VECTORIEL
Soient X, ..., X, des vecteurs aléatoires i.i.d. tels que E(||X;]|*) < +00. On a
Vi (X, = E(X1)) ~ N (0, %),

ot 3 = Cov(X7).

2.2.1 Test du chi-deux d’adéquation (ou d’ajustement)

On se place dans le cadre ou on observe n tirages i.i.d. d'une variable X d’'une
distribution pouvant prendre au plus k£ valeurs. On peut modéliser cette situation
via

([[17 k]]nv ,P([[l? kﬂn>7 (PP>§gSk)7

ot Sy = {(p1, ..., pk) | X5y p; =1}

Le test du x? d’adéquation consiste a tester Hy : p = pg contre H; : p # pg, pour
une valeur de pg fixée au préalable. Par exemple un casino souhaitant déterminer si
un dé est bien équilibré prendra py = (1/6,...,1/6).

Si on note N; = >, 1 le vecteur N = (Ny,..., Ny) suit une loi multino-
miale M(n, p), avec

Xi=j»

n! koo
P(N = (n,...,n,) = ——— || p;’,
( (1 ) nll...nk!jl_[l J

avec Z;?:l n; =n.

On peut montrer que le vecteur N, convenablement normalisé, converge en loi.
On peut commencer par remarquer que N = Y" | Z; ou Z; = (1x,=1, ..., Lx,—x), les
Z; étant i.i.d., de vecteur moyenne p, et de matrice de covariance 3 = Diag(p)—pp~.

Comme E(||Z1]]?) = 1, le théoréme central limite s’applique, et on obtient alors

VA= p) = N (0, 5).

En pratique, 'approximation normale est loisible des lors que pour tout j =
1,...,k, np; > 5. Sous Hy, on a alors /n(¥ — pg) ~ N(0,%) dés que npy >
(5,...,5). Il reste & trouver une quantité pivotale. Pour cela, il suffit de remarquer
que, sous Hy,

Dlag(l/\/_)\/_(f—po)WN(Oka—\/_\/_ ),

en supposant que pour tout 7, p;o # 0. Enfin, on remarque que my = I, — \/Po- /pOT
est une matrice de projection (sur l'orthogonal a ,/pg). Le théoréeme de Cochran
implique alors que

|piag(1/ VBRIV~ po)

Un test de niveau a pour Hy : p = py est donc 1g>,, ., OU ¢1_, est le quantile
d’ordre 1 — o d'une x%(k — 1), et S est la statistique de test

2

o [N (O, I) [P = X (k — 1).

sy W (N = mpjo)”.

7=1 np](]
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2.2.2 Un test du chi-deux d’homogénéité

On suppose cette fois-ci que I'on observe Xi,..., X, i.i.d. a valeurs dans [1, k],
et Yy,...,Y,, ii.d. a valeurs dans le méme espace. La question que l'on se pose est
celle de 'égalité en loi des Y et des X. Par exemple, on peut vouloir comparer la
répartition de certains caracteres entre deux populations.

Une maniére de s’en sortir est de passer par un test du x? d’indépendance (plus
tard). On peut aussi passer par un test du y? d’appartenance a un sous-espace. Pour
se faire, on dissocie les deux espaces d’arrivée pour obtenir [1,2k], et on regroupe
les observations en supposant que l'on observe X, ... . Xptm 1.i.d. & valeurs dans
[1,2k], ol les n premieéres observations correspondent aux X;, les m derniéres aux
Y + k.

Avec ce bidouillage, on a, pour 1 < j < k, P(X; = j) = —2-P(X; = j), et

N n-+m
IP)(XZ = j) = nTm]P)(Yl = ]) si k +1 S j S 2k. Si on note ZZ = (:H'Xl-:j)jil,---ﬁk? ZZ
suit une loi multinomiale M(n +m, (;7-Px, ;;1,Pv)). On supposera dans la suite
que toutes les proportions sont non nulles.

En notant les proportions «,, =

Q= —I et pxg le vecteur moyenne de

_n_
n+m’ +n

X, on a, sous Hy,
Apx = O,

ol A est la matrice (Diag(a, !, k)|Diag(—a,,', k) € My 2. Toujours sous Hy, on en
déduit alors

A(Zy —pg) = AZ,.
Une application du théoréme central limite donne alors
Vi FmAZy g~ N (0, ALAT),
avec X = Diag(ps) — p Xp% Comme Ap g = Ok, un calcul matriciel donne
AT A" = ADiag(px)A" = (a," + a;,')Diag(p) € M.,

ol p = px = py (rappelons que l'on travaille sous Hy).
On en déduit alors que, sous Hy,

AZpim

1,1

n m

Diag(p) > N(0, I1).

On peut estimer Diag(p) via ——(N;x + Njy)j=1, .k ot Njx = S% 1x,—; et

n+m
Ny = >, 1y,—;. La convergence en proba étant assurée par la loi des grands

nombres, le lemme de Slustsky donne alors en prenant la norme au carré

(M _ Nj,Y>2
n m ) k
> Nt N, X (),

j=1 J

E - nm

sous Hy. Ce dont on peut déduire un test de niveau a.

Attention : Ce n’est pas la forme classique du test du x? d’homogénéité. On verra
plus tard une autre version plus "morale".
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2.3 Régression linéaire homoscédastique a design
fixe

Le contexte de la régression est le suivant : on observe (X;,Y;), les X; € R¥ étant
appelés variables prédictives ou parameétres, la variable a prédire étant Y € R. Le but
est de construire un régresseur, ¢’est a dire une fonction f, : R¥ — R de maniére &
pouvoir prédire une valeur de y étant donné un nouveau parametre x. La régression
linéaire consiste juste a chercher un prédicteur affine en les parametres, c’est a dire
de la forme x — (0, z) +b.

Exemple 2.14. Dans un champ de mais ou n plants ont recu différentes doses d’en-
grais X;, on peut essayer d’expliquer la hauteur du plant Y; par une fonction affine
de la dose d’engrais regue, c’est a dire via aX; + b, ou a etb sont a déterminer pour
prévoir les futures hauteurs de plan.

On peut se débarasser du coté affine dés maintenant : si, on transforme le para-
métre X; € R¥ en le parametre X; = (X, 1)7 € R¥*!, une fonction affine des X;
sera une fonction linéaire des X;. Poser un modele linéaire (Gaussien) revient juste &
supposer que la variable a prédire s’exprime comme fonction linéaire des prédicteurs,
a erreur additive (Gaussienne) i.i.d. pres.

DEFINITION 2.15 : MODELE LINEAIRE (GAUSSIEN) HOMOSCEDASTIQUE

Un modeéle linéaire homoscédastique consiste a supposer que la loi des observa-
tions (X;,Y;) est de la forme

Y = X0+e¢,
ot Y = (Y1,...,Y,)T, X est la matrice n x k dont la i — éme ligne vaut X[,
0 € RF et e = (e1,...,6,)7, les g; étant i.i.d. d’espérance nulle et de variance

o? inconnue a priori.
Si de plus les ; sont supposées Gaussiennes, on parle de modele linéaire
Gaussien.

Remarque : Le c6té homoscédastique vient du fait que 'on a supposé les variances
des erreurs g; homogenes. Si ce n’est pas le cas (on n’est plus dans un cadre i.i.d.
mais seulement indépendant alors), on parle de modele hétéroscédastique.
Remarque 2 : Dans toute la suite on supposera que les X; sont fizes, on parle
alors de régression a design fixe. Si les X; sont eux-mémes considérés comme des
réalisations d’'une variable aléatoire X, on parle alors de design aléatoire. Beaucoup
de résultat en design fixe peuvent s’étendre au designe aléatoire en conditionnant
par Xi,...,X,. Pour alléger un peu le formalisme on ne traitera ici que le design
fixe.

2.3.1 DModzele linéaire général - Moindre carrés

Dans le modele linéaire général Y = X6 + ¢, on peut vérifier que

0 = arg min Fy||Y — Xul|?* := arg min R(u),
u€Rk u€Rk
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ou l'espérance porte sur les Y;. La fonction R est couramment appelée risque en
prédiction : on se donne un nouvel échantillon Y’ de méme loi que Y et on regarde le
risque quadratique moyen encouru a prédire Y/ par Xu. L’estimateur par moindre
carré consiste a supposer R,(u) = ||Y — Xul||? ~ Ey||Y’ — Xul|?> = R(u), et donc a
chercher

OLs € arg min Y — Xul|* == arg min R, (u).
Un calcul simple montre que
VoR, = 2(X"Xu— XTY),
donc éLS est solution de
X"Xu=X"Y.

Cela revient a demander Xu = my(x)(Y), ott V/(X) est le s-e-v. de R™ engendré par
les colonnes de X. Cette équation admet une unique solution dans le cas ott X7 X
est inversible. Dans le cas général, on a un s-e-v- de solutions.

DEFINITION 2.16 : ESTIMATEUR DES MOINDRES CARRES

Dans le modele linéaire, si la matrice de précision X7 X est inversible, I’estima-
teur des moindres carrés est défini par

s = (XTX)'XTy.

A partir de maintenant, sauf précision contraire on supposera que la matrice
de précision X7 X est inversible. En particulier, cela implique que le nombre de
parametres est plus petit que le nombre d’observations, k£ < n.

PROPOSITION 2.17 : PROPRIETES DE L'’ESTIMATEUR DES MOINDRES CARRES

Dans un modéle linéaire homoscédastique, l’estimateur 0ps vérifie les propriétés
sutvantes :

1. Ey(frs) =0,
2. Covg(lrs) = o*(XTX)1,
On peut en déduire les bornes de risque suivantes :
— Eg([0s = 0]*) = o*Tr((X"X) ™).
— Ep(R(01s) — R(0)) = ko?,

Démonstration. Dans un modele linéaire homoscédastique, on peut écrire
s = (XTX)'XT(X0 +¢)
=0+ (XTX) ' XTe,
Comme E(¢) = 0, on en déduit Ey(Ag) = 0. Par ailleurs,
Covy(0rs) = Ep(frs — 0)(Ors — 0)7
= (XTX) ' X', X(XTX)!
=} XTX)™L
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Le troisieme point découle du second :
Ey(||01s — 0]*) = Tr(Cove(frs)) = o*Tr((XTX)71).
Pour le troisiéme point, il faut remarquer que, pour u € R¥,

R(u) — R(6) =E [|IX (0 — u) + &[> = ||'|]’]
= X0 -w)]*

On en déduit alors que R(f.5) — R(6) = || X (0 — 1) ||? (qui est aléatoire en ), et
donc
Ey (R(01s) — R(0)) = \ X(XTX)'XTe H

T X (XTX) 1XT€)

||
/-\—

(X(XTX)'XT), 07

I
NE=

1

o?,

.
Il

Il
=~

olt on a abondamment utilisé le fait que X (X7 X)X est la matrice de projection
orthogonale sur l'espace V(X), qui est donc de trace k. ]

Valeur ajustées, résidus et leviers
Une fois notre estimateur par moindre carrés frg construit, on peut définir deux
quantités intrinsequement intéressantes :

— les wvaleurs ajustées (ou prédites) : ¥ = X0.g, c’est & dire les valeurs de Y
prédites par le modele,

— et les résidus, € = Y—}A/, c’est a dire le vecteur des écarts entre valeurs prédites
et valeurs observées.
Si on note H la matrice de projection sur V(X), c’est a dire H = X (X7X) !XT,
on peut réécrire

~b

= HY,

)

2= (I, — H)(X0+¢) = (I, — H)e.

Les résidus peuvent étre utilisés pour fournir un estimateur non-biaisé de o : en
effet, on a

E(||8)1?) = o*Tx (1, — H) = o*(n — k),
car I,, — H est la matrice de projection sur V(X)+. On en déduit que

L el
n—=k

est un estimateur non biaisé de 2.

En pratique, la validation d’un modeéle se fait en regardant le comportement des
résidus, qui doit étre proche du comportement théorique attendu : si on suppose que
e ~N(0,I,) (modeéle linéaire Gaussien), on s’attend a des résidus de loi N(0,, I, —
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Une derniere précision concernant la matrice H : elle est souvent appelée en
anglais hat matriz ou matrice d’influence, et ses coefficients diagonaux leverages
ou leviers. L’idée est que ces coefficients diagonaux caractérisent 'influence d’une
observation Y; sur le modele ajusté via sa prédiction }Afl En effet

7 H,; €0,1].

Une observation "influente" correspond a un levier proche de 1 : si on perturbe cette
observation on perturbe beaucoup la prédiction, comparativement aux observations
a levier faible. Une autre maniere de voir est de remarquer que Var(¢;) = (1 —
H;;) : une observation de levier fort conduit & un résidu "faible", le modele ajuste
particulierement cette observation (toujours comparativement aux observations de
levier faible).

Exemple 2.18 : Explication du terme levier. Dans le modele le plus simple ou X; € R,
le modele linéaire s’écrit Y = #X, ou § € R. On a alors Ors = SrLYX YR, X2
Leffet de Y; sur A5 et Y; est proportionnel a X;/||X||? (resp. X2/||X|?). Les ob-
servations les plus influentes sont donc celles correspondants aux valeurs de | X;| les

plus éloignées. (FAIRE DESSIN).

Concluons sur deux remarque : en pratique les leviers peuvent étre utilisés pour
détecter des observations anormalement influentes sur le modele (outliers). Cela a
du sens théoriquement si on considere le cas d’'un design aléatoire : une observation
X; loin de la distribution "centrale" de X aura un effet énorme sur le modele, et
peut correspondre en pratique toujours a une erreur de mesure sur les parametres
X;.

Enfin, les leviers ont une importance théorique dans le cadre du design aléatoire,
voir par exemple (Mourtada (2020), Ezact minimax risk for linear least squares, and
the lower tail of sample covariance matrices) ou le poly de 'année dernieére.

2.3.2 Modeéle linéaire Gaussien

Dans le modele linéaire général, le modele au sens statistique pouvait s’écrire

n

(R", B(R"), (Q) Pio.x;)+2.)=0);

i=1

ol Py x,)4e, désigne la loi de cette variable, étant donnée celle de I'erreur ¢;. Ce
modele est donc paramétré par €, mais aussi par la loi commune des erreurs indi-
viduelles ¢;, que I'on suppose juste de variance o2. En ce sens c’est un modéle non
paramétrique.

Si on suppose de plus g; ~ N(0, 0?), le modele linéaire devient Gaussien et s’écrit

(./\/(X@, JQIn))HeRka

et on retombe sur un modele paramétrique, ou on observe un vecteur Gaussien de
moyene X0 et covariance 021,, k + 1 paramétres & estimer donc.

Les résultats supplémentaires par rapport au chapitre précédents concernent les
lois des estimateurs précédemment déterminés, desquelles vont découler des régions
de confiance et tests sur 6.
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Estimation de 6 et ¢ dans le cas Gaussien

THEOREME 2.19 : LOIS DES ESTIMATEURS DANS LE MODELE LINEAIRE GAUSSIEN

Dans le modéle linéaire Gaussien homoscédastique, les estimateurs 05 =
(XTX)LXTY et résidus € =Y — X0pg vérifient

— O ~ N(0,02(XTX)™Y),
— &~ N(0,,0%(I, — H)),
— ;5 1L &

En particulier, 5> = |21 ~ -Zx?(n — k), et 62 1L Oy

Démonstration. On rappelle que H est la matrice de projection orthogonale sur
V(X). Le théoreme de Cochran indique alors que HY et (I, — H)Y = £ sont
indépendants, et ||€]|*> ~ o2x?*(n — k). On a immédiatement,

E~N((I, — H)(X0),0*(I, — H)) = N(0,,0*(I,, — H))

6'2 NO_ZXQ(n_k>
n—k

Par ailleurs, HY = X0, ~ N(H(X0),0%H) = N(X0,02H). On en déduit

05 = (XTX)'XT(HY) ~ N0, (XTX) ' XTHX(XTX)™Y) = N(0,0*(XTX)),

et Ors 1L e, Org 1L 62 O
ELLIPSOIDE DE CONFIANCE, 02 CONNU

Dans le cas ol 02 est connu, on peut batir une région de confiance pour # & partir
de la quantité pivotale

(XTX)2(0ps — 0)

o

En effet, si g1, désigne le 1 — a-quantile d’'une x?(k), alors
1 2 A
fu | 1XTX)2(Ors — 0)|* < 0*qraa} = {u | 1X(Drs — )| < 0%r1a)
est une région (elliptique) de niveau de confiance 1 — a.
Dans le cas particulier unidimensionnel Y; ~ N (0X;, 0%), on peut partir de

X
Xl 5,5 -6y ~ 0.1

pour obtenir un intervalle de niveau de confiance 1 — v :

A o
[QLS + ||X||QI_31 ;
ou g1—g est cette fois-ci le quantile d’ordre 1 — § d’une Gaussienne standard.

Dans le cadre multidimensionnel, on peut obtenir des intervalles de confiance sur
les coordonnées ¢; obtenus de la méme maniére. Bien que I'on puisse en déduire des
rectangles de confiance pour 6, ce n’est pas 'approche standard (celle des ellipsoides
de confiance).
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ELLIPSOIDE DE CONFIANCE, 02 INCONNU, LOIS DE FISHER ET STUDENT

Dans le cas ol 02 est inconnu, on peut partir de la quantité pivotale suivante

IX (Ors = 0)12/k

52
ou F(p,q)estlaloide (Z1/p)/(Z2/q), Z1 et Zy étant indépendantes, de loi respectives
X2(p) et x%(q). Cette loi est appelée loi de Fisher a(p,q) degrés de liberté, et est
une loi standard (au sens ot on connait ses quantiles, ou tout du moins on sait les

approcher).
Un ellipsoide de confiance sur 6 est alors donné par

{u 11X (Ors = )| < k6qenr1-a}

F(k,n—k),

OU Qkn—k1-a €t le 1 — a-quantile d’une loi F(k,n — k). Comme dans le cas ou o?
est connu, la forme de I'ellipse dépendra essentiellement des valeurs propres de la
matrice X7 X.

Dans le cas unidimensionnel Y; ~ A(6X;, 0%), on peut partir d’une autre quantité
pivotale

X||(0s — 6
X105 =0) o
)
ou T (p) est laloi de N/Z, avec N 1L Z, N et Z étant de lois respectives N'(0,1) et

X2(p)/p. Une telle loi est appelée loi de Student a p degrés de libertés, et est aussi
standard. Un intervalle de confiance est alors donné par

. 5
Ors = Tvndn-11-a 2] )
[ 1X] /

Ol ¢p—1,1-a/2 €st le 1 —a/2 quantile d'une 7 (n — 1). Dans le cas multidimensionnel,
on peut en déduire un intervalle de confiance sur 6; :

[éLS,j + G4/ (XTX)j_,;qn—kJ—a/g] :

Gn—k,1—a/2 étant alors le 1 — a/2-quantile d’une loi 7 (n — k).

Plus généralement, on peut batir des intervalles de confiance de type Student
pour toute quantité de la forme (a, ), et des ellipsoides de confiance de type Fisher
pour toute quantité de la forme A0, ou A € M, ;.

Le probléme est plus simple si on veut donner un intervalle de confiance sur o2 :
vu que

2(n — k
52 X (n—k)

n—*k ’
un intervalle de niveau de confiance 1 — o sur o2 est donné par
~ 4g1,n—k 4Bon—k
52 _ B1,n : 52 + B2,n :
n—=k n—=k

ol g1, désigne le B-quantile d’une x*(n — k), et 81 < (o vérifiant 8; +1— fy = «
(les cas extrémes étant donnés par 5 = 0 ou 5y = 1).

Concluons cette partie en remarquant qu’il est possible de construire des tests
sur A6 et 02 en utilisant les mémes recettes.
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Intervalle de confiance en prédiction

Rappelons que le but initial était, pour une nouvelle valeur de parametre X,,.,,,
de prédire la valeur Y,,c., = (0, Xpew) + €new qui lui est associée. Une fois le modele
ajusté sur (X1,Y7),...,(X,,Y,), cela se fait via Vow = <9Ls, Xnew>.

A

En remarquant que (X,ew, Ynew) €st indépendant de 0y, on a

Ynew - }/}new - <(‘9 - éLS)a Xnew> + Enew
~ N0, 0* (X (XTX)  Xpew + 1))

new
Comme 62 est indépendante de ;¢ (et donc de )A/new), on en déduit que

Ynew - }/}new
/(XL (XTX) " X ey + 1)

new

~T(n—k).

Un intervalle de confiance sur Y, est alors donné par

[Y/new + 5_\/<X;{ew(XTX)71Xnew + 1)q17a/2,n7k 3
ol ¢1—a/2,n—k €st le 1 — a/2 quantile d’'une loi 7 (n — k).

Test de Fisher d’appartenance a un sous-espace (ANOVA)

En pratique, dans le modele linéaire Gaussien,

k
Y= 0;Xi;+ei
j=1

une question qui revient souvent est "le j-eme parametre est il vraiment important" ?

Par exemple, dans le modele ou X; ; représente la dose d’engrais recu par le plant
de mais 7, une question intéressante peut étre de déterminer si cette dose d’engrais a
bien une influence sur la hauteur de plant Y;. Dans le modele, cette question revient
a déterminer si #; = 0 ou non.

De maniere plus générale, on peut considérer le test d’hypotheses

HO . 9€W0,
Hl : 9¢Wo,

ou W, est un sous-espace vectoriel de dimension kg < k de R¥. On peut penser par
exemple a

WOZ{UGRk|U1:u2:...uk_k0:0},

qui est de dimension kg et revient a tester si les k— kg premieres variables explicatives
du modele on une influence.

En notant Vo = X(W,) (image de Wy par X), on a dim(W,) = dim(Vp) = ko
(X étant de rang k, elle est injective). Un probleme équivalent est alors de tester si
X0 € Vy < V(X), avec pour alternative X0 € V(X) < R".

Le principe est alors de remarquer que, sous Hy, X0 — my,(X6) = 0. On a alors

XéLS — WVO(XQALS) ~ N(On, UQWVOLTFV(X)TFVOL) = N(On, UZTFVOLHV(X))'
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Le parameétre o2 étant inconnu, on peut l'estimer par 62, qui est indépendant de
X0rs. On en déduit alors que, sous Hy,

Imveomg R/ — ko) e (XBu) P/ — o)
) = o O =8 52

Le test de Fisher associé, aussi appelé ANOVA (analyse de variance), est

Fk — ko, — k).

]‘S(Y)Z‘hfa,kfko,nfk )

OU ¢1—ak—kom—k €St le quantile d’ordre 1 — o d’une loi F(k — ko, n — k), et est bien
de niveau a.

L’idée derriere le terme ANOVA est que 'on peut décomposer la "variance glo-
bale', ou "inertie" de Y, définie par I;,;(Y) = ||Y||?, via

Liot(Y) = [l (V)1 + [y v o0 O + v oo (V)17

les trois termes étant indépendants par ailleurs dans le modele Gaussien. Le dernier
terme peut s’interpréter comme une variance résiduelle (la partie non expliquée par
le modele linéaire), la somme des deux premiers comme la variance expliquée par le
modele "total" V(X) que 'on suppose étre juste.

Cette variance expliquée par le modele total peut elle méme se décomposer
comme la somme de la variance expliquée par le sous-modele Vy et d’une partie
expliquée par la partie de V' orthogonale a Vj. Une Anova consiste alors a comparer
la variance expliquée par V sans V| a la variance résiduelle, qui sous Hy doivent étre
de méme nature (aux dimensions pres).

PUISSANCE DU TEST DE FISHER

Comme pour la loi du x2, on peut définir la loi de Fisher décentrée.
DEFINITION 2.20 : Lol DE FISHER DECENTREE

Z suit une loi de Fisher décentrée F(p,q, ||1]]) si

N Yi/p
Ya/q’

ot Y1 ~ x2(p, |lul]), Yo ~ x*(q), Y1 L Ya.

A

Si 6 ¢ Wo, en notant p = my(x)qy: (X0), on a

v I/~ ko)
) = e M =0

On a alors, en notant ¢1_q g—kn—k le 1 — a quantile d'une loi F(k — ko,n — k),

F(k = ko,n =k, [|ul]).

Py (S(Y)=1)=P(F(k—ko,n—k, ||pl) > ¢1-ak—ron—t)
— P(F(k—ko,n—Fk) > Gi—ak—kom—k)

[l =0

:a7
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car F(k —ko,n —k, ||u]]) ~ F(k — ko,n — k) lorsque ||mul|| — 0, et F(k — ko,n — k)
est diffuse. En remarquant que si ||| < |||, F(k —ko,n— k., ||p]|) < F(k—ko,n—
k,||1']]), on en déduit que la puissance minimale pour H; : 6 ¢ Wy vaut .
On peut aussi en déduire que si H; est de la forme d(6, W) > ¢, on a infg(p wy)>e d(X0, Vp) =
U = v Amint, 00 Amin = Amin (X7 X). La puissance minimale sur H; est alors

P(F(k—ko,n—k,u) > qi—ak—kon—k) -

Comme F(k — ko,n — k,u) ~ x2(k — ko, u) lorsque n — +oo (qui est diffuse), et
Q—ok—kom—k — Q1—ak—k, (quantile d'un x*(k — ko), on aura
aoil =D 22
des lors que Apin(XTX) =400 +00.
Ezxemple 2.21 : Test d’égalité de k moyennes.

Dans le cas ot on observe la méme variable Y (par exemple la durée de vie)
sur n individus divisés en k sous-catégories (par exemple en fonction de la catégorie
socio-professionnelle) équilibrées (d’effectif n/k), on peut se demander si la moyenne
de Y est la méme catégorie par catégorie, pour éventuellement ajuster une réforme
des retraites.

D’un point de vue stats, ce probleme se traduit via le modele Gaussien

Y = X0 +¢,
ot e ~ N(0,0%L,),
Ly 0 ... 0
xo| 0t U
0 0 ... Lo

et @ = (01,...,0x)" représente le vecteur des moyennes conditionnelles de Y;. On
teste alors

H0:01:92:...:0k,

contre le contraire. On a Wy = Vect(1y), Vo = Vect(1,).

Zjn/k
i=(j—1)n/k+1

= Y; , .. .
En notant Y; = Tk la moyenne observée pour la condition j, on a

k
n — —
Iy e NIP = 2 > (Y; = Ya)?,
0 k

j=1
gn/k -
ImvesMIP=>2 > (Y=Y~
J=li=(j-1)n/k+1
La premiere quantité peut s’interpréter comme une variance inter classes, la seconde
quantité comme une variance intra-classes et on peut déduire un test 1" de niveau
a basé sur le ratio de ces deux variances (ce qui est une autre maniere d’expliquer
le terme ANalysis Of Variances).
Une derniére remarque : dans ce cas X7 X = 2 et A\pin(X7X) = % On en
déduit alors que si 0 ¢ Hy,
Py(T(X) =1) o L,
ou bien encore que ce test sera consistant des lors que 'on prend pour H; une
hypothese de type "il existe deux moyennes conditionnelles séparées d’au moins u".
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Chapitre 3

Maximum de vraisemblance

3.1 Méthodes d’estimations classiques

Jusque ici nous avons vu des méthodes d’estimation ad-hoc suivant les modeles
(moyennes dans le modeéle Gaussien, moindres carrés pour le modele linéaire, max
dans un modele uniforme, etc.). Ces méthodes et les manieres de les traiter théo-
riquement font partie de méthodes générales relativement classiques en statistiques
(M-estimation et moments), qu’on va maintenant expliciter.

Remarque : En pratique, le "fait maison" quand il est possible est souvent 1’ap-
proche la plus pertinente. Cette généralisation est surtout intéressante d’'un point
de vue théorique.

3.1.1 Meéthode des moments

Dans un modele ou on observe X, ..., X, i.i.d. de loi commune Py, ou 6 € © C
R*, une approche "naturelle" consiste & trouver un systéme de k équations linéaires
déterminant entierement 6, via des fonctions tests fi, ..., fx, c’est a dire en écrivant

Eo(fi(X))j=1,c = ¥(0). (3.1)

Si 1 : © — RF est inversible, § est déterminé par ces k équations, c’est & dire

0 =~ (Ep(£(X))),

ot f = (fi,..., fr)T. Un exemple simple est donné par le modeéle Gaussien ot on
observe n variables N (p1, 0?) i.i.d. : en prenant fi(z) =z et fo(x) = 22, on a

On peut alors définir ¢~ (z,y) = (z,y — x?) qui permet alors de retrouver 6 & partir

de (Eg(f1(X)), Eo(f2(X)).

Une fois ce systeme théorique d’équation trouvé, la procédure d’estimation par
méthode des moments consiste a remplacer Ey(f) par sa version empirique (basée
sur échantillon) E,(f) = X7, f(X;). On définit alors Destimateur des moments
par

éMoments - w—l (En (f>)
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Toujours dans 'exemple Gaussien, cela revient a prendre

Hrfoments = Xna

_ 1 n _
JM oments Z X ? — X

On retrouve alors les estimateurs par moindres carrés dans le modele linéaire gaus-
sien correspondant, a un facteur (n/n — 1) pres pour la variance.

Un des avantages de la méthode de cette méthode est qu’elle fournit des estima-
teurs qui suivent naturellement des lois normales, sous certaines hypotheses.

THEOREME 3.1 : NORMALITE ASYMPTOTIQUE DES ESTIMATEURS PAR MOMENTS

Soit§ € ©. Si Y1 0 — Ey(f) est localement C* autour de 0, avec Dyip inversible,
et Ey||f(X)|]? < 400, alors

V7 (Brsoments = 8) ~> N (Og, (Dyt) ™ Cov (£(X)) (Do) ™))

Démonstration. C’est une conséquence de la méthode A. On commence par se don-
ner U voisinage ouvert de 6 dans © et V' voisinage ouvert de Fp(f(X)) dans R* tels
que 9 soit un C!-difféomorphisme entre U et V. On pose ensuite 7, = 1 En(F)eV -
Comme E,(f) = Ey(f) (loi des grands nombres), on a Z, — 1. Lorsque Z, = 1,
Orroments €st bien défini par ¢~ 1(E,(f)). Lorsque Z, = 0, prenons par convention
éMoments = 0 (valeur arbitraire peu importante).

Comme Fy||f(X)||* < +o0, le théoréme central limite donne

Vi (En(£) = ¥ (0)) ~ N (0r, Cov(£(X))).

En utilisant le Lemme de Slutsky il vient
\/ﬁZn(éMoments - 9) ~d (Dw(Q) (wil))/\/(ok? COV9<f(X)))

On conclut avec Slutsky encore en utilisant Z, 51 O]

En pratique, on prend souvent comme fonction f; des fonctions puissance (de
coordonnées éventuellement), d’ou 'appellation "méthode des moments'. Dans le
cadre des modeles exponentiels, d’autres fonctions naturelles apparaissent. Enfin,
dans un contexte de M-estimation, des fonctions test peuvent apparaitre en prenant
le gradient d’une fonction de risque.

3.1.2 M-estimation

On se place toujours dans un modele i.i.d., ot les lois individuelles des X; suivent
Py, pour § € © C R*. Le principe général de la M-estimation se base sur la donnée
d’une fonction de contraste v: O x X — R telle que

M : {@ - R (3.2)

u EG(’Y(qu»?
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soit minimale en #. La fonction M est parfois appelée risque : le risque d’un esti-
mateur 6,, est alors M(én) =E (’y(én, Xnew) | Xl:n), c’est a dire ce que I'on paye en
moyenne en prédiction, lorsque une nouvelle donnée X,,.,, arrive de loi Fy.

L’idée est alors de trouver un estimateur éM,eSt non pas en minimisant M ()
(inaccessible) mais plutdt sa version empirique M, (0) = E,(v(u,.)), c’est a dire en
choisissant

Orr—est € argmin By, (y(u, .)) = arg min M, (u).

Remarque : Il se peut qu’un tel estimateur ne soit pas défini (minimiseur en dehors
des frontiéres ou a l'infini). On verra un exemple d’un tel cas pathologique dans la
section maximum de vraisemblance. Sous certaines conditions (convexité du risque,
cible a 'intérieur par exemple), on peut énoncer des résultats d’existence généraux.

Le point de vue M-estimation permet de retrouver les estimateurs des moindre
carrés encore : par exemple, dans le modeéle (P(0)gso, pour la fonction de contraste
Y(u, ) = (u—x)? onabien § € arg miny 4o M(u). Le M-estimateur correspondant
est alors X,,.

On peut aussi récupérer des estimateurs plus généraux, comme la médiane em-
pirique : dans un modele (0 + %x’211|m|>1d:v)geﬂg, on a § € argmin M (u), avec
v(u, x) = |[u—x|, le M-estimateur correspondant est la médiane empirique de I’échan-
tillon.

On remarque que d’un point de vue empirique, peu importe le modele, les es-
timateurs de médiane et moyenne empirique peuvent toujours étre définis par ce
biais. Les M-estimateurs sont par nature plus du domaine de la statistique pré-
dictive qu’inférentielle (on se fiche du vrai 6, on veut un estimateur performant en
prédiction, sur de nouvelles données).

Derniere remarque : il existe des passerelles entre méthode des moments et M-
estimation. Dans les conditions ou on peut intervertir intégrale et dérivation, la
solution de argmin, [Ey (u, f(X)) + b(u)] vérifie Ey(f(X)) = Vyb, et on se retrouve
avec un estimateur par méthode des moments. Inversement, si on prend comme
fonction de contraste v(u, z) = ||f(z) — E,(f(z))||?, le M-estimateur correspondant
permet de retomber sur l'estimateur par moments.

Recette pour les M-estimateurs

Les garanties que l'on peut obtenir sur les M-estimateurs dépendent générale-
ment de la conjonction des deux ingrédients suivants :

1. un résultat de concentration uniforme de type sup, |M,.(0) — M(6)|, permet-
tant de borner M (0y;_cst),

2. un résulta:c structurel sur la fonctionnelle M permettant de relier M (é M—est) —
M(0) & ||0p—est — 0|| (type convexité locale).

Plutot que d’énoncer un résultat général, regardons sur un exemple.

Ezxemple 3.2 : Retour sur le modele linéaire homoscédastique. Dans le modele linéaire

homoscédastique Y = X6 + ¢, ou les ¢; sont i.i.d. de moyenne nulle et de variance

o2, on peut considérer l'estimateur par moindre carrés comme un M-estimateur :

en effet
0 € argmin M (u),

0.5 € argmin M, (u),
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ou M(u) = Fp||Y" — Xul|? (ot Y’ est une copie de Y indépendante, c’est un risque
en prédiction), et M,(u) = ||Y — Xu||* (risque observé).
On peut alors écrire

A

M(Ors) — M(0)

Il
—~
=
|
=
—
D>
h
0
N—
|
—
=
|
=
—
=
+

Mn(éLS) - Mn(‘9>

car Op¢ minimise M,,. Si on était dans un cadre i.i.d. on pourrait s’en sortir en
majorant sup,(M — M,)(u) (arguments de concentration uniforme). Ici, on peut
ruser un peu. En effet,

M, (015) — M,(

an<9 Ous, i) + &) — €

(0= Bps,) +25° (0 — s, ) =
% =1

= | X0 —0.8) | + 27X (O — 0).

)
i

NE

Il
i

En se souvenant que M (u) — M(0) = || X (u — 0)||?, on en déduit
M(frs) — M(0) < [267(X (05 — 0)|

2l(X ( Ls — )HHWV(X)( e)ll

VM (Brs) = MO)llmy @)

| A

IN

IA
)

On en déduit alors
M(fLs) — M(8) < 4|y x) ()%

On n’a pas utilisé la formule exacte pour 6rg, en particulier, si rang(X) > n, on
aura quand méme la borne

M (Ors) = M(0) < 4el?,
dont on peut déduire

Ey (M(éLS) - M(@)) < 4no”,

et éventuellement une borne avec grande proba sur M (fALg) — M (). Dans le cas
classique rang(X) = k < n, on retombe sur

Eg (M(éLS) - M(@)) S 4]{50'2,

et les bornes en proba correspondantes. Cette borne est toutefois moins bonne que
celle obtenue avec Pespression directe de 0,g (d’un facteur 4). De maniére générale,
on a toujours intérét a considérer 1'expression exacte de ’estimateur si disponible.
Remarque : On peut aussi trouver une expression "exacte' de 015 dans le cadre
rang(X) > n (& coups de pseudo-inverses), conduisant a la méme borne sans le
facteur 4.

Si maintenant on veut relier M(0.5) — M(0) = || X (ALs — 0)]|2, on doit obliga-
toirement supposer X7 X inversible : en effet, sinon pour u € (im(X7X))+, on a
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| Xu||> =0 et ||u|| potentiellement > 0. Une minoration de type ||u|| < || Xu|| semble
alors impossible. Par ailleur, dans ce cas, 6 n’est pas le seul minimiseur de M, et
c’est aussi un cas ou le modele n’est pas identifiable (plusieurs # donnent la méme
loi d’observation). Chercher & estimer 6 est sans espoir.

On se place donc dans le cas (X7 X) inversible. Pour relier M (u)— M (6) & ||u—6)||

en toute généralité, on peut écrire
M(u) = M(0) = Ain|u — 0],
oll Amin est la plus petite valeur propre de X7 X. On a alors

" 4|/ e)|?
HHLS i 9H2 < H V(X)( )” ’
>\min
ce qui est moins bon que I'expression trouvée en explicitant éLS, mais donne les bons
ordres de grandeur toutefois.

Exemple 3.3 : Régression linéaire par moindres écarts absolus. On considere main-
tenant le modele Y; = 0X; + ¢;, ou 6 €]0, 1], les (X;,¢;) sont i.i.d., avec X; 1L e;,
X; ~U(]0,1]), et les e; sont des erreurs symétriques sur |—1, 1, de densité f > ¢ > 0.
En particulier, Y; €] — 2,2[. Dans ce modele on observe (X;,Y;)i=1,. .. Le but est
de faire de la régression, c’est a dire d’essayer de prévoir ¥ par une fonction de la
forme u.X.

On considere la fonction de contraste

11]0,1[x]0, 1[x] —2,2[ — Rt
”'{ (u, z,y) = |(y — uz)].

L’objectif est alors de minimiser Ey(|Yyew —uXnew|) = M (u). Le risque empirique
associé est alors

1 n
M, (u) = =Y |Y; — uX;l.
nuis

Comme M, est convexe, elle admet un minimiseur 0 M—est- Une expression exacte de
Orf—es €St assez pénible a obtenir (via appartenance de 0 au sous-gradient), il n’y a
méme pas unicité de éM_est en général.

Pour essayer de dire des choses sut éM_est, on part comme dans ’exemple pré-
cédent :

M(éMfest) - M(9> = (M - Mn)(éMfest) - (M - Mn)<9) + Mn(éMfest) - Mn(e)
S (M - MN)(éM—est) - (M - Mn)(e)

Cette fois-ci on va majorer brutalement les déviations par sup, (M — M,)(u), ce qui
donne

M (Oas—est) — M(0) <2 sup |(M,, — M)(u)|.

u€]0,1]

Reste a majorer ce sup de déviations. A ce niveau, une maniere pédestre de faire est
de se ramener a un sup sur un ensemble fini, ce qui est possible en gros si la fonction
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de contraste est suffisamment réguliere en u. C’est le cas ici : on a, pour tout u,v
dans |0, 1], et (z,y).

(s 2, y) = (v, 2, y)] < u— vl
On peut alors en déduire que pour tout u,v dans |0, 1],
(M — M) (u) — (M — My)(v)] < 2[u —vl.

Par conséquent, sie > 0, en notant C. un grillage régulier de ]0, 1] de pas € (comptant

au plus [1] éléments), on a

sup (M, — M)(u)] < sup |(M,, — M)(u)] + 2.

u€]0,1{ u€Ce

On peut maintenant travailler ponctuellement : pour un u fixé, I'inégalité de Hoeff-

ding donne,
2z _
P (\(M — M,)(u)| > 2“71) < 2e ",

On en déduit alors que, pour z > 0,

P (ug (M = M) > gﬁ) <oy

en appliquant une borne d’union. On peut réécrire cette borne en

P | sup [(M — M,)(u)| > QJ 2z + Lo (2&1) <e?,

ueCle n

On en déduit alors que, avec probabilité plus grande que 1 —e™*,

\J 2(z + log (ZE])

sup [(My, — M)(u)| < 2

u€]0,1]

+ 2e.

En choisissant ¢ = 1/4/n pour équilibrer les deux termes, et pour n > 16 (assez
grand quoi), on peut mettre cette borne sous la forme

log(n)  2v2x
su M, — M)(u)| <4 + )
s (M = 0| < 422 4 2

T

, ce dont on déduit

P (M(éMes» (o) 2 5y B 4%_5”) <o,

avec probabilité plus grande que 1 — e~

et on a donc une borne en déviation sur la performance de éM_est en termes du
risque M. On peut éventuellement la convertir en borne en espérance en utilisant
E(Y) = [;F ocoP(Y > t)dt (pour une variable Y positive), ce qui donne

E (M(Oy—eat) — M(0)) < C logé"),

44



pour une constante numérique C. Les bornes en déviations sont cependant plus
utiles, notamment pour construire des intervalles de confiance. On peut remarquer
que toute cette partie marche des lors que le bruit e; est borné. Les propriétés de
centrage n’interviennent pas.

Si on veut maintenant des garanties sur |§M_est — 0], il faut relier M (éM_est) —
M(6) & |Oyr—est — 0] (et cest 1a que Phypothése de centrage du bruit intervient).
Pour cela, on écrit, pour u, 0 € [0, 1],

M{(u) = M(0) = E(|(0 —u)X +e| —le])
—/ da:/ dv([(0 — u)x + v| — |[v]) f(v).

Pour un x tel que (0 — u)z > 0,

/11dv(\(0—u)9c+v] ~ ) f) :/(M)x—(e—u :Udv+/ — w)zf(v)dv
+/9ux 0 —u)x + 2v) f(v)dv

—/ 0 —u)xf(v dv—i—/ 0 —u)xf(v)dv
42 [ o, (6= W)+ 0) ()
2 f O(Q_W 1((6 = w)z +v)f(v)dv

> 2¢ /O(Q_U)w((ﬁ —u)x —v)dv
> (0 — u)x)?.

Par symétrie, on a, pour tout x €]0, 1],

[ dv(1(0 =+ o] o) S (0) > (0 — )

On en déduit alors
M (u) ) > / r)%dx

> 7/
__C 3

On peut alors conclure qu’avec probabilité plus grande que 1 —e™*,

N 24 /1 12+/2
|9M—est 0|2 < Og( ) T
c c\/_

ce qui donne une vitesse de convergence de éM,eSt vers 6 de Vordre de n=/%. Cette
vitesse n’est pas forcément optimale : en rajoutant quelques hypotheses sur le bruit
(par exemple Gaussien) et en utilisant des outils de concentration un peu plus fins
on aurait plutét une vitesse de l'ordre de n=1/2.

Cette méthode de preuve (concentration uniforme + "convexité locale du risque")
est assez générale pour obtenir des résultats non asymptotique. Insistons encore sur
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le fait qu’elle conduit souvent a des résultats sous-optimaux comparativement a des
méthodes qui exploitent un expression explicite de I'estimateur. Enfin, des résultats
asymptotiques peuvent étre obtenus en remplagant I’étape de concentration uniforme
par une étape de "convergence uniforme en loi". Dans les deux cas, il s’agit d’étudier
les comportement de processus empirique (de maniére non-asymptotique ou via leur
convergence en loi). Pour une approche générale de ce domaine, on peut consulter
le Wellner, Van der Waart, et/ou Massart.

3.2 Un peu plus sur les modeles

3.2.1 Propriétés usuelles et souhaitables des modeles

Pour faire du maximum de vraisemblance co6té maths on a besoin de formaliser
différents aspects des modeles rencontrés jusque ici. Une propriété fondamentale en
statistique inférentielle (celle qui veut retrouver 6) est celle d’identifiabilité.

DEFINITION 3.4 : MODELE IDENTIFIABLE

Un modele (X, A, (Py)geo) est identifiable si 6 — Py est injective.

L’identifiabilité du modele est nécessaire si on veut pouvoir estimer 6 a partir
d’observations tirées suivant Py (stats inférentielles), mais ne l'est pas si I'objectif
est plutot d’approcher Py ou de minimiser un risque (en statistique prédictive par
exemple).

Ezemple 3.5. Pour I'exemple du nombre de naissances, le modele (B(N, 6))gejo,1[ est
identifiable, car 0 # 0" = Py # Py.

FExemple 3.6. Un exemple classique de non-indentifiabilité est celui des modeles de
mélange (utilisés en classification non-supervisée), par exemple, pour (0;,6,) € R?,
P, 0,) = 3N (61,03)+ 1N (65, 03). Comme, pour 8 # 65, Py, 9,) = Plo, 0,), le modele
n’est pas identifiable. D'un point de vue prédictif, estimer (;,60s) a permutation
pres suffit donc on s’en fiche un peu. On peut aussi rendre le modele identifiable en
"fixant" Pordre, c’est & dire en prenant © = {(61,0,) € R? | 0, < 6,}.

Exemple 3.7. Dernier exemple déja rencontré de non-identifiabilité : le modele li-
néaire Gaussien avec (X7 X) non inversible. Dans ce cas, pour un # € R* donné,
n’importe quel 6 + u avec u € Ker(X) (tel que X0 = X (0 + u)) donnera la méme
loi que Fy.

PROPOSITION 3.8 : NON-IDENTIFIABLE IMPLIQUE INCONSISTANCE

Dans un modéle (X™, A®™, (Py™)oco), aucun estimateur ne peut étre consistant.

Démonstration. Soit T" un estimateur consistant, et 6y # 60, tels que Py, = Py,. On
a alors

n—+oo 1 n—-+00

Donc lim,, ng"(T = 0,) =0, et T n’est pas consistant. O
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La réciproque est vraie modulo le fait que ’on arrive a relier proximité entre P
et Py a |6 —6'. 1l existe donc plusieurs résultats, qui dépendent de la maniere dont on
mesure la proximité entre Py et PP,. Citons par exemple celui concernant la variation
totale.

DEFINITION 3.9 : VARIATION TOTALE

Si P et ) sont deux lois sur €2, F, la distance en variation totale entre P et ()
est définie par

dry (P, Q) = sup [P(A) — Q(A)].

AcA

On peut vérifier que cela définit bien une distance sur ’espace des mesures de
probas sur (€2, F). Si distance et variation totale et distance Euclidenne sur © sont
compatibles, I'identifiabilité implique I'existence d’un estimateur consistant.

THEOREME 3.10 : IDENTIFIABILITE IMPLIQUE CONSISTANCE

Si le modéle (X, A, (Py)oco) est identifiable, © C R¥, et dpy est équivalente d
||| sur ©, alors il existe un estimateur consistant.

Preuve : ¢f Ibragimov Theorem 4.1. O

La deuxieme hypothese courante que 'on peut faire sur un modele est celle de
la domination.

DEFINITION 3.11 : MODELE DOMINE

Le modele (X, A, (FPy)geo) est dominé (par une mesure p sigma finie sur X') si
Py << p, pour tout § € ©. Dans ce cas on note py ou p(. | #) la densité de Py

par rapport a g (unique p-p.s).

C’est une hypothese techniquement utile qui permet de travailler avec des den-
sités plutot qu’avec des distributions. Elle est nécessaire pour plusieurs méthodes
d’estimation (maximum de vraisemblance en particuler), pour définir certaines dis-
tances entre distributiosn (type Kullback ou Hellinger), et est vérifiée dans la plupart
des modeles classiques.

Exemple 3.12.

— Le modele ([0, +o0l, B(]0, +0o0]), (8(0))9>0), correspondant a 1’observation d’une
variable aléatoire exponentielle X de parametre 6 > 0 est dominé par A\; (me-
sure de Lebesgue sur [0, +00].

— Le méme modele "infatué en 0", c’est a dire (7€(0) + (1 — )00)gs e (0,1 TeStE
dominé, par dp + A1, les Py, ayant pour densité

Por(z) = (1 —7)le—o + w0 exp (—0z)1,50.

— Le modele arbitrairement censuré, correspondant a l’observation de X At, ou
X ~ &(0) et t > 0 est un parametre du modele n’est pas dominé : en effet
une mesure dominante donnerait une masse positive a {t}, pour tout ¢ > 0,
difficile dans ces conditions d’étre o-finie.
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Dans les modeles dominés, on peut aller un peu plus loin dans les résultats
négatifs que l'inconsistance si non-identifiabilité, en raisonnant sur 'l'information
sur # contenue dans le modele", ou aussi information de Fisher.

DEFINITION 3.13 : INFORMATION DE FISHER

Dans un modele dominé, si u +— £,(x) = log (pu(x)) Lp,(2)>0 est dérivable en
heco [-p.s., de dérivée by € Lo(Pp), on définit l'information de Fisher en 6 par

1(0) = Ey (ée(X)ée(X)T> :

La fonction ¢, est appelée fonction score.

L’interprétation de I'information de Fisher comme l'information contenue sur 6
par le modele est le point de vue historique de Fisher. La notion d’information est
a prendre au sens 'information en terme de précision pour estimer # au sens de
la norme au carré" (on a vu ou verra qu’il existe différentes manieres d’évaluer la
précision d'un estimateur).

Intuitivement, si p, reste constante dans un voisinage de #, alors, les lois des
observations seront les mémes dans un voisinage de 6 et on ne pourra pas estimer
0 de maniere consistante. Inversement, si p, varie beaucoup en #, il semble plus
facile de discriminer entre 6 et un point de son voisinage sur la base des lois des
observations P,.

Formellement, c’est la Hessienne de la fonction de risque en distance de Kullback
(permettant donc de relier précision Kullback induite par M-estimation max de
vraisemblance) a la précision Euclidienne. Plus généralement, I'information de Fisher
donne une précision maximale en termes de variance pour les estimateurs non biaisés.

THEOREME 3.14 : BORNE DE CRAMER-RAO

Dans un modele dominé ou on peut définir une information de Fisher en 6 € ©,
soit T un estimateur sans biats localement autour de 6.
Si on peut écrire

Vo ([ pol@tde)) = [ pp(@yutdr)(=0)
Dy ([ T@pal@intde)) = [ T(a)py(a)" uda)(= 1),
alors
Covy(T) = 1(0)~".
En particulier, si© C R et T est un estimateur sans biais de 0,

Ey(T(X) - 0)> > 1(6)".

Démonstration. On donne la preuve dans le cas © C R (on peut étendre au cas
multivarié en regardant des (6, v)). Soit donc 7" un estimateur non-biaisé autour de

48



HeO. Ona alors, pour tout u autour de 6,

En dérivant et intervertissant, on obtient
1—/T<x>' (x)pu(de)

= [ T@)ls(@)po(@)n(de)

= Eyp [@(X) (X)] :
Par ailleurs,
By [6005(X)] = (97 / po(@ —0.
On en déduit
Ey [(T(X) = 0)ly(X)] = 1.

Si Varg(T') = 400 la borne est triviale. Dans le cas ou Varg(T") < 400, I'inégalité de

Cauchy-Schwarz donne
1 < E(T(X) - 0)2/1(6)

soit le résultat voulu. ]

Remarque : Dans le cas réel, si I(0) = 0, alors ly = 0 Ppp.s. et donc, pour
tout estimateur 7" non biaisé autour de 6, Ej {(T(X) - H)ZQ(X)} = 0. La preuve de
Cramer-Rao restant vraie des lors qu’on a un estimateur non-biaisé autour de 0, cela
prouve qu’on ne peut avoir dans ce cas d’estimateur non-biaisé autour de #. Plus
généralement, les modeles ou I(f) est non-inversible sont considérés comme patho-
logiques ou mal congus (par exemple non-identifiables), on fera souvent I’hypothese
implicite que 'information de Fisher est inversible. Si cela chagrine les esprits les
plus pointilleux, la borne 1(#)Vary(T') > 1 reste toujours valide pour les estimateurs
sans biais.

Remarque importante : Si on note I(¢) Uinformation de Fisher d’un modele
(X, A, (Py)oco et I,,(0) 'information de Fisher du modele (X", A®™, (P5™)peo (cor-
respondant a l'observation de n variables i.i.d. tirées suivant le premier modele), on
a alors

I,(0) = nl(6).

En particulier, la borne de Cramer-Rao s’écrit alors

1
nl(6)’

Var9 (T) >

pour les estimateurs non-biaisés correspondant.

Les estimateurs non-biaisés atteignant la borne de Cramer-Rao sont appelés
estimateurs efficaces. Dans certais cas favorables des estimateurs efficaces peuvent
étre construits facilement (famille exponentielle par exemple).

49



Exemple 3.15 : Efficacité des moindre carrés dans le modéle linéaire Gaussien.
Dans le modele linéaire Gaussien Y = X6 + ¢, ou pour simplifier on considere
e ~N(0,1,), on peut choisir comme mesure dominante L,,, et densité

1 o —(y; — . 2
Po(Y1:n) = H@ (i~ (Xi:0))?/2.
i=1

(V2m)m i

La fonction score s’écrit alors

= n
lo(Y1:n) = Z —(X;,0))* — 5 log(2m)

|—~[\J\>—t

= —5lly = X0|° - *log(%)
On en déduit
Volu(yrn) = X (y — X0),
et alors
1(0) = Ey (Volu(Y)Volu(Y)")
=E {X TeeTX }
= X"X.
La borne de Cramer-Rao implique alors que tout estimateur sans biais de 6 doit
vérifier
Covy(T) = (XTX)™

Comme Covy(fs) = (XTX)™, O est efficace.

Dans d’autre cas la borne de Cramer-Rao ne peut étre atteinte. La notion d’effica-
cité est tombée en désuétude essentiellement pour la raison suivante : dans beaucoup
de cas on peut construire des estimateurs biaisés plus performants que des estima-
teurs efficaces en terme d’écart quadratique. Dans le modele Gaussien linéaire le
phénomeéne de Stein nous fournira un tel estimateur (cf chapitre sur le bayésien).
Sans chercher tres loin, on peut regarder ’exemple suivant.

Exemple 3.16 : Loi binomiale. Dans le modele B(n, 0)pejo,1], une densité par rapport
a la mesure de comptage est donnée par

o) = () - oy

On peut en déduire la fonction de score fy(z) = xlog(0)+(n—x)log(1—0)+log ((Z))
correspondante, de dérivée

. x —nb
1 =
L’information de Fisher s’écrit alors
1
1(0) = Varg(X) = ——

(6(1 —0))? 0(1—-0)
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L’estimateur 7(X) = & (sans biais) vérifie bien

,_0(1-0)

Ly (T(X) —0) =1()7",
n
et est donc efficace.
Regardons maintenant 'estimateur S(X) = %‘/\/ﬁf Il est biaisé, mais on peut

écrire

Ey (S(X) — 0)* = (Ep(S(X) — 0))* + Varg(S(X))

_ W K\éﬁ _ \/ﬁe>2 +nh(1 —9)]

1

4(14/n)?

On a alors Ey (S(X) —6)* < Ey (T(X) —60)* si 0 est suffisamment proche de 1/2.
En anticipant un peu, le pire des risques de S est meilleur que celui de T, c¢’est a
dire
! Ey (S(X) = 0)* < sup Ey (T(X) - 0)° = —
———— = sup Fjy — sup FEjy — = —.
A1 +vn)? s 6€l0.1] dn
On prouvera par la suite que S est optimal au sens du pire des risques (on appelle
¢a minimax).

En somme, l'efficacité des estimateurs est une propriété sympathique (notam-
ment des estimateurs du maximum de vraisemblance dans les modéles exponentiels),
mais n’est qu’une notion d’optimalité parmi d’autres. En particulier, elle ne garantit
en rien la minimaxité (qui est une propriété un peu plus "moderne" que 'on définira
dans le chapitre bayésien).

En revanche, I'information de Fisher reste une quantité fondamentale, notam-
ment dans I’étude du comportement limite des estimateurs du maximum de vrai-
semblance.

3.2.2 Exhaustivité

Dans le modele des naissances ot on observe Xy, ~ B(6)®", I'intuition laisse
a penser que toute 'information sur 6 apportée par Xj., est portée par > ", X;.
En d’autre termes, une fois .7 ; X; observée, I'observation résiduelle de X;.,, n’ap-
porte pas plus d’information sur #. On peut formaliser cette intuition via la notion
d’exhaustivité.

DEFINITION 3.17

Soit (X, A, (FPp)eco) un modele statistique, et soit 7' : (X, A) — (), B) une
statistique. T" est dite exhaustive pour ce modele si et seulement si pour toute
fonction ¢ : X — R™ mesurable il existe une fonction g, : Y — [0, +00] telle
que, pour tout 6 € O,

By (6(X)|T(X)) = g5(T(X)) Py —p.s.

En particulier, Ep (¢(X)|T(X)) ne dépend pas de 6.
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Cette définition générale sera surtout utile dans un cadre Bayésien. Dans le
cadre des modeles dominés, la caractérisation suivante des statistiques exhaustives
est souvent prise comme définition.

PROPOSITION 3.18

Soit (X, A, (Py)eco) un modéle statistique dominé par une mesure p sigma-finie.
Soit T : (X, A) — (¥, B) une statistique. Alors T est exhaustive si et seulement
si il existe une version p(x,0) de dd—ze satisfaisant

p(x,0) = g(x)h(T(x),0),

pour tout § € ©.

Démonstration. On commence par le sens indirect, en utilisant la remarque sui-
vante : si py est une mesure o-finie, alors il existe fi mesure de probabilité telle que
1 << fi. On peut alors supposer sans perte de généralité que

dP@

ol 4 est une mesure de probabilité. Soit alors ¢ : X — R mesurable, ¢ : ) — R*
mesurable, et # € ©. On a alors

Ep (o(X)(T(X))) = Eu(o(X)0(T(X))g(X)MT(X),0))
= B, (O(T(X))R(T(X),0)E, (9(X)o(X) | T(X))) .
En notant ¢,(T'(X)) = E, (9(X)o(X) | T(X)), g2(T(X)) = E.(9(X) [ T(X)). On
peut voir avec des fonctions tests que go(z) = 0 implique g; (z ) =0 p-p.s., et donc

Ey (9(X)0(T(X))) = B, <¢(T(X))h(T(X>, 0)E,(9(X) | T(X))gl(T(X”>

p(I'(X)) _ B, (6(X)g(X) | T(X))
92(T (X)) B, (9(X) [ T(X))

Le sens direct est plus compliqué. On admettra le lemme suivant.

9¢(T(X)) =

LEMME 3.19 : THEOREME A.78, SCHERVISH 95

Si (X, A, (Py)gco) est un modéle dominé par une mesure sigma-finie i, alors il
existe (0;)i=1,.. +oo €t (Ci)im1+00 tels que

1L.Yi>1e¢>0, 5 e =1.
2. En notant v =32, ¢; Py, on a

Ve © FPy<<v<<pu.
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Soit ¢ : X — R™ une fonctions mesurable. On a (en prenant v comme dans le
lemme)

Ey(o(X)) = Ep (Eo(o(X) | T(X))) = Ep (96(T(X)))

dv

ar(x), on a le résultat. O

En posant g(z) =

L’intérét majeur des statistiques exhaustives est qu’elles permettent souvent de
simplifier les modéles.

ProprosITION 3.20

Soit (X, A, (Pp)eco) un modele, et S une statistique exhaustique pour 6. Alors,
pour tout estimateur T il existe un estimateur T'(S(X)) vérifiant

V6 € OF, [0 — T(5(X)| < Bsllo — T()|%

Démonstration. En définissant T(S(X)) = Ey (T(X) | S(X)), on définit bien un
estimateur car cette espérance conditionnelle ne dépend pas de 6. T vérifie, pour
tout 6 € O,

Ey |0~ (S| = Eo 10 — Eo(T(X) | (X))
< By [Eo |6 = T(X)|* | S(x)]
= B | T(X) - 0]*
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En d’autres termes, si le but est d’approcher 6 (ou ¢(6)) en terme de norme Eu-
clidienne ou de toute autre fonction convexe, on peut se restreindre aux estimateurs
de la forme T'(S(X)), c’est-a-dire changer de modele et regarder (), B, S#(Fp)oco)-

Ezxemple 3.21.

Dans le modele d’éclosion des oeufs de pingouins ({0, 1}, P({0,1}™), B(6)®"),
une mesure dominante est la mesure de comptage sur {0, }", pour laquelle les densités
se mettent sous la forme

po(a1m) = [] 6% (1 — )1
=1
= o=l - )T,

On en déduit que S(X) = >, X; est exhaustive pour ce modele. Si le but est
d’estimer 6 en distance Euclidienne, on peut se ramener au modele (B(n,0))ocjo1,
plus commode a manipuler (personne n’a envie de manipuler des n-uplets quand il
peut s’en passer).

Trouver une statistique exhaustive permet donc de s’épargner du calcul en ré-
duisant le modele, ce sera particulierement vrai dans le chapitre sur le bayésien. Une
autre maniere de dire qu’on ne perd rien a changer de modele (pour l’estimation
en norme Euclidienne) peut se formuler en termes d’information de Fisher : on ne
perd pas d’information de Fisher a changer de modele, cela caractérise méme les
statistiques exhaustives (cf Ibragimov Théoréme 7.2).

3.2.3 Modeles exponentiels

On peut définir les modeles exponentiels comme suit.
DEFINITION 3.22 : MODELE EXPONENTIEL SOUS FORME CANONIQUE

Soit p mesure o-finie sur X', et 17, ..., Ty des variables aléatoires réelles. On
définit

Ouom = {eeRk 200) = |

. eOT@) (dr) < +oo} ,

avec T' = (t1,...,Ty). Le modele exponentiel sous forme canonique associé a T’
et u est alors

(X, A, (Pp)oeo) ,

ou 0 = édOm, Py = e<9’T(x)>*log(Z(9))u. Ogom st appelé domaine du modele, Z sa
fonction de partition.

Un modele exponentiel est donc par définition dominé, et admet T" pour statis-
tique exhaustive. Beaucoup de modeéles classiques se mettent sous cette forme. A
partir d’ici on parlera de modeles exponentiels avec la convention implicite qu’ils
sont sous forme canonique.

Ezxemple 3.23 : Modeles exponentiels classiques.
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— Le modele N (p,0%),er02-0 Peut se mettre sous la forme exponentielle. En
prenant pour mesure dominante la mesure de Lebesgue sur R, on écrit

1 (z—)? “ 1
_E—w)” _1 .2 7
Puo2(T) = 1/271‘06 27 = ot g2 21 (o)

92
Z(Gl,ﬁg) exp (262> \/;

— Pour le modele vy(a, b), p>0, avec pour mesure dominante Lebesgue sur |0, +o00],
on écrit
ba
_ ,.a—1_-bx _ —bz+(a—1)log(xz)—Z1(a,b)
wp() =2 ——=c¢
Pap() I'(a)
= (0T (@) ~loa(2(0))

avec T(z) = (log(z), —z)", 0 = (a — 1,b)", et

'@ +1)

S

La plupart du temps il s’agit donc de reparamétrer les modeles classiques.
Remarque : Si on a un modele exponentiel défini par p et T, on peut définir un
modele exponentiel équivalent sur ) = T'(X) par rapport a la mesure v = T#p via
les T#P,. En effet, si ¢ : ) — R™ est mesurable

ET#P9(¢(@/)) Ep(o(T (2))
((b(T(SC)) 0,T(x)) log(Z(B)))
_ i ofg)etmto,

Ce qui montre alors que les T# P, ont pour densité e!%¥~108(Z() par rapport a v.
Ce modele est équivalent au sens ou il fournit des estimateurs au moins aussi bon
que le premier au sens de 1’écart en norme Euclidienne, on verra aussi par la suite
qu’il conduit aux mémes estimateurs du maximum de vraisemblance (et donc aux
mémes propriétés asymptotiques les concernant).

Les modeles exponentiels ont les propriétés particulieres suivantes.

THEOREME 3.24 : CONVEXITE DES DOMAINES ET FONCTIONS DE PARTITION
Soit ;1 mesure o-finie sur X, et T : X — R¥ mesurable. Alors, s’il n'est pas vide,
Otom = {9 SR 2(0) = [ T udr) < +oo}

X

est convexe. De plus 6 — log(Z(0)) est convexe sur ©gom
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Démonstration. La preuve est basée sur l'inégalité de Holder. Soient 6, 65 dans
Odom, €t A € [0, 1], on a

/ e(T@A1+(1=A)2) _ / {emx),em]*{€<T<x>,92>}(1‘”u(dx)
X X

A
< [ / T8 () [ / @02
X X

On en déduit que B4, et log(Z) sont convexes. O

1-X

On peut aussi caractériser 'identifiabilité des modeles exponentiels en termes de
structure de covariance de T

DEFINITION 3.25 : MODELE EXPONENTIEL MINIMAL

Un modele exponentiel est dit minimal si, pour tout hyperplan affine H C R¥
et 0 € ©,

Py(T(X)e H) < 1.

En d’autres termes, un modele est minimal si les T# Py ne peuvent étre repa-
ramétrés avec un degré de liberté en moins. Un contre-exemple classique est le cas
ou T; = T}, pour un ¢ # j. Dans ce cas, le modele n’est évidemment pas identi-
fiable : échanger les coordonnées i et j de § donnent la méme distribution. On peut
généraliser ce phénomene.

THEOREME 3.26 : IDENTIFIABILITE DES MODELES EXPONENTIELS

Un modéle exponentiel (sous forme canonique) est identifiable si et seulement si
il est minimal.

Démonstration. Supposons qu’il existe 8y € ©, v € RF et ¢ € R tels que
P {{0, T(X)) = ¢} = 1.

En prenant 6; = 6y + tv € © pour t assez petit (on rappelle que © = @,;om), et
comme pg, > 0, on a [, << pu << Py, et

dPgt _ % _ e(T(x)Jv)—log(Z(ZS))) _ etc—log(g((g(’;>))7
dBy, Do,
la derniere égalité étant au sens Py, presque stir. On en déduit que Zgzt est constante
0
donc vaut 1 Py,-p.s., et donc que Py, = Py, (donc non-identifiabilité). ]

Moments et information de Fisher des modeles exponentiels

Les modeles exponentiels correspondent a des lois a queues relativement faibles
(sous-exponentielles). En particulier, cela implique I'existence de moments de n’im-
porte quel ordre pour la statistique exhaustive T
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PROPOSITION 3.27 : EXISTENCE DES MOMENTS DE T’
Dans un modéle exponentiel sous forme canonique, pour tout § € ©(= édom),
u—s By (GUIIT(X)II)

est bien définie autour de 0. En particulier, pour tous j € [1,k] et p > 1,

B |T;(X)| < +o0.

Démonstration. Sans perte de généralité on regarde le cas k = 1. Comme 0 € O,
0 + h € © pour h assez petit. On en déduit que, pour |u| < h,

Ey(¢T%) = B, (emx)ﬁ“@1°g<Z<9+u>>+10g(Z<z?Z>“)) _ 20ty (g (;)U) <+

En particulier, si 0 < u < h,

E9(6u|T(X)\) < E, (6—uT(X) +€uT(X)) < 400,

et on en déduit que Ep|T'(X)|” < 400 pour tout p > 0 (décomposition en série puis
Fubini). O

Il ressort de cette preuve que les moments de T est la fonction de partition Z
sont liés. De fait, on peut établir les identités suivantes.

THEOREME 3.28 : REGULARITE DE Z ET MOMENTS DE T

Dans un modéle exponentiel sous forme canonique, 0 — Z(0) est C* sur ©. De
plus, pour tout 6 € O,

Vo(log(Z)) = Ey(T(X)),
Hy(log(Z)) = Covy(T(X)),

ou H désigne la matrice Hessienne. Enfin, ['information de Fisher de ce modéle
existe, et vérifie

1(9) = Hy(Z) = Covy(T(X)).

Démonstration. C’est un jeu d’interversion entre intégrale et dérivée. Pour h € R*
suffisamment petit tel que 6 +h € ©, on a
ZO+h)—Z(0)
17|

—E <6<9,T<X>> e T — 1)
g 1]

(hTCO) _
e
— 2(0)Ey ()
il
Par ailleurs, pour € R¥, ||h|| < hq tels que Ey(e?m T < 400, on a

e<h7T($)> —1

Hh” < ||T($)”€h0”T(x)” € Ll(P9)7
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d’apres la proposition précédente. On en déduit que I'interversion dérivation/intégrale
est possible, et

VoZ = Z(0)Ey(T(X)).

Pour la dérivée seconde, on peut jouer au méme jeu en considérant

E9+h(T(X)H) ﬂ Ey(T(X)) —E, [T<X)e(0,T(X))“1” <€<h,T(X))7log(Z(0+h)) - ebg(z(g)))]
h h
=FE, [T( X>||1|| (e<h,T(X)>*10g(Z(9+h)) _ elog(Z(e)))]
h

permettant de justifier 'interversion dérivation/intégrale suivante :

Du [ (P05 6 (0O )
—E, (T(X)e(T(X)ﬂ)—log(Z(@))) Vo log(Z)"
— B)(T(X)T(X)T) = E(T (X)) (Bo(T(X))"
= Covy(T(X)).

En particulier, la fonction score ¢o(z) = (0, T(z)) —log(Z(#)) est bien différentiable
et de différentielle dans Ly(FPy). L’information de Fisher de ce modele est alors

1(0) = By ((T(X) = V4 Z)(T(X) = VoZ)") = Covy(T(X)).
m

Une conséquence immédiate de ce résultat est que l'identifiabilité des modeles
exponentiels peut directement se déduire de la fonction de partition.

COROLLAIRE 3.29 : IDENTIFIABILITE DES MODELES EXPONENTIELS (BIS)

Un modeéle exponentiel sous forme canonique est identifiable si et seulement si
Hy(log(Z)) = 0.

En particulier, un modéle exponentiel sous forme canonique est identifiable si et
seulement st

(e = 50
S'{e o Vy(log(2))

est un C'°°-difféomorphisme.

Démonstration. On vérifie facilement que Hy(log(Z)) = 0 équivaut a la minimalité
du modele exponentiel, lui-méme équivalent a I'identifiabilité du modeéle.

La seconde partie est une application du Théoreme d’inversion globale. Il reste
néanmoins a vérifier que l'identifiabilité du modele implique l'injectivité (globale)
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de S. Pour cela, supposons qu’il existe 0; # 6, € O tels que S(6;) = S(6;). Comme
© est convexe, on peut définir

[[0,1] — R
f{ t —> <92—91,S(t92+(1_t)91>>7

qui est C* sur |0, 1[. Comme f(0) = f(1), on déduit I'existence d'un t, €0, 1] tel qe
0= f'(ty) = (62 — 01, (D, S) (62 — 61) ),

ot Oy, = tofy + (1 — t9)01 € ©. On en déduit que Hy, (log(Z)) n'est pas inversible,
et donc le modele est non identifiable. O

Le dernier point sera particulierement utile dans la partie qui suit (estimation
de #). Concluons par un exemple.
Ezemple 3.30 : Lois gamma. On a vu que le modele y(a, b), >0 pouvait se mettre sous
la forme exponentielle avec T'(x) = (log(x), —z)T, 6 = (a — 1,b)T et Z(0) = Féﬁ;jf).
2

On peut alors écrire

I'(6 6 +1\" 6 +1\"
Vulog(2)) = (g ~ogto). 25 ) = (o —toston, 1)
F(01 02 2
ou 1 désigne la fonction digamma (croissante sur | — 1,+o0o[). L'information de
Fisher (ou matrice Hessienne de log(Z)) est donnée par
Y(0) g
rotos2) = "V ).
02 62
de déterminant —(919%1)1#’ (61)+ 4 < 0. Comme le modele est identifiable par ailleurs
2 2

(deux lois 7y(a,b) de parametres différents auront des moyennes et/ou variances
différentes), on peut en déduire I'inégalité

(01 +1)Y'(01) < 1,

pour 6; > —1.

3.3 Maximum de vraisemblance dans les modéles
exponentiels

Dans toute cette partie on se donnera un modele dominé correspondant a 1'ob-
servation de Xy, ..., X, i.i.d. tirés suivant Py ~ pyu, pour 6 € O.

3.3.1 Principe de la maximisation de la vraisemblance

Le principe d’estimation par maximum de vraisemblance est une méthode de
M-estimation valable uniquement dans les modeles dominés. Le critere empirique a
maximiser est

zmwzﬁ%amzﬁmwmzww.
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Moralement, cela correspond a chercher le parametre 6 pour lequel les observations
sont le plus "vraisemblables"', au sens des densités par rapport a la mesure commune

w (FAIRE DESSIN).
On sent bien que définir § € arg max, M, (u) va poser quelques soucis :

1. Premierement, les densités ne sont définies que p-p.s.. Si on les modifie, on peut
changer l'estimateur de maximum de vraisemblance (avec probabilité tendant
vers 0 toutefois. Par exemple, dans un modele Gaussien, on peut prendre pour
densité p,(z) = (v27)te= 1 4 10 % 1,_3,. Pour une observation, on aura
toujours = 3u. Pour plus de deux observations le cas pathologique disparait
avec probabilité 1. En toute généralité, il serait plus correct de parler "d’un
estimateur du maximum de vraisemblance'. En pratique, si parmi les versions
des densités on en trouve une réguliere, on la choisit par convention tacite.

2. Deuxiemement, méme avec une convention de choix de densité, il se peut que
I'estimateur du maximum de vraisemblance n’existe pas, cf exemple ci-dessous.

FExemple 3.31 : Lois géométriques. Pour le modele de lois géométriques paramétré
par € > 0, de densité

pg(x) — 93@—1(1 _ Q) _ 6(a&—l)log(é)—&-log(l—@)7

la vraisemblance en xy., s’écrit

n

Vi(0) = p§" (21.) = exp <log Z — 1) +nlog(l — 9))

=1

On en déduit que dans le cas ou x1.,, = (1,...,1), V, n’atteint pas son maximum sur
10, +00], et PTEMV n’est pas défini. La probabilité qu'un tel événement arrive sous
Pyest (1—6)" — 0.

Cet exemple est révélateur de deux phénomenes : premierement que le maximum
de vraisemblance va étre défini si les observations ne tombent pas toutes a la frontiere
de leur domaine, dans le cadre des modeles exponentiels (les lois géométriques en
sont un). Deuxiemement, toujours dans ce cadre exponentiel, la probabilité que les
observations tombent a la frontiere va toujours tendre vers 0 (dans les cas non
dégénérés).

Bref, quand on définit un estimateur du maximum de vraisemblance, il convient
d’étre précautionneux. Dans 'exemple précédent, pour maximiser la vraisemblance,
nous sommes passés par une exponentiation (pratique pour traiter des produits de
densités). Cette approche revient a maximiser la log-vraisemblance

o (u) = log(V; Zlog pu(X

pouvant prendre comme valeur —oo néanmoins. Ces deux problemes de maximi-
sation sont équivalents. Néanmoins, I'expression du critere théorique associé a la
log-vraisemblance permet de prouver que 6 est bien un maximiseur du critere idéal

M(u) = Eplog(pu(X)),

sous certaines conditions d’intégrabilité. Pour prouver cela, on introduit la divergence
de Kullback (ou entropie relative) entre deux distributions.
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DEFINITION 3.32 : DIVERGENCE DE KULLBACK

Soient P et () deux distributions dominées par p, de densité respectives p et q.
La divergence de Kullback entre P et Q, dgr(P||Q) est définie par

+00 si P £<Q

der(PlIQ) = {flog (%) p(z)pu(dz) sinon (et si cette intégrale existe).

Par ailleurs, on a toujours dx,(P||Q) > 0, avec égalité si et seulement si P = Q.

Démonstration. Si (Q ne domine pas P, dgr(P||Q) est bien strictement positive.
Sinon, p(z)/q(x) est bien défini Q-p.s., et on a

dn(PIQ) = Eq (Z(X) log (Zm))

sfofso).

ot ¢(u) = ulog(u) pour u > 0. Comme P est strictement convexe, on a

alPIQ) = £ (2 (200)) ) 2 @ (1 (20 ) ) o0 0

q
avec égalité si et seulement si %(X ) est constant @-p.s., la seule constante possible
étant 1, ce qui équivaut a p = ¢ Q-p.s., équivalent a P = (). O

Remarque : Méme lorsque P << @ on peut avoir dg(P||Q) = +o0. L’existence
de 'intégrale se montre de maniere standard (L;(u) ou positivité/négativité de 'in-
tégrande).

Il existe des liens explicite entre divergence de Kullback et information de Fisher
dans les modeles suffisamment réguliers, on illustrera ce phénomeéne dans les modeles
exponentiels. Pour ce qui nous intéresse présentement, on peut relier maximisation
de la log-vraisemblance idéale et divergence de Kullback.

THEOREME 3.33 : PERTINENCE THEORIQUE DE LA MAXIMISATION DE VRAISEMBLANCE

Pour un modéle (X, A, (Py)gco dominé par u, on suppose que Eq|log(p,(X)| <
+00 pour tout u € ©. On a alors, pour tout u € O,

M(u) = Ey(log(pu(X))) = —dxr(FPs|| Pu) + H(FPs),

ou H(Py) = Ep(—log(pe(X))) €]0, +00[ est parfois appelée entropie de Py.
Par conséquent, 0 est ['unique maximiseur de M.

Remarque : On peut généraliser parfois pour les cas out Ey(log(p,)(X)) sont définies
et valent —oo (cas discret par exemple).

Démonstration. Commengons par remarque que les conditions d’intégrabilité de-
mandées impliquent Py << P,. En effet, si ce n’était pas le cas, on aurait A tel que
Sap(@)u(dz) > 0et g=0sur A p-p.s.. On aurait alors

[ ) tog(ate)) In(da) = [ [p(x) log(a(a)) u(dz) = +oo.
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Comme Py << P,, on peut écrire

M(0) — M(u) = Ey(log(pe(X)) —log(pu(X))) = E, [pe(X) log (ie()Q

cette derniére quantité étant bien définie (intégrande dans Ly (1u)). O

3.3.2 Le cas des modeles exponentiels

On peut énoncer des résultats généraux sur des estimateurs du maximum de
vraisemblance approchés (un élément quelconque dont associé & une valeur quasi-
ment maximale a disons 1/n pres), dans les modeles suffisamment réguliers pour
que M admette une décomposition de Taylor a l'ordre 2 autour de 6 (cela rejoint
les principes généraux de preuves pour la M-estimation dont on a parlé précédem-
ment). Ce genre de résultat peut par exemple se trouver dans le Théoréme 5.23 du
van der Waart.

Dans le modele exponentiel, les choses sont plus simples : on peut parler du vrai
minimiseur de la log-vraisemblance avec grande proba, et on peut se passer de la
théorie des processus empiriques pour donner des résultats.

Commencons par le premier point.

THEOREME 3.34 : EXISTENCE DU MAXIMUM DE VRAISEMBLANCE

Dans un modéle exponentiel minimal sous forme canonique, désignons par
A = S(©) (ouvert et conveze).

Si (T(X1),...,T(X,)), est tel que T, € A, alors £, (fonction de log-
vraisemblance) est strictement concave et atteint un unique mazimum dans ©
défini par

éEMV = S_l(Tn)a

et coincide donc avec l’estimateur des moments associé a T .

Démonstration. Pour alléger les notations, notons ¢ = log(Z). Commengons par
rappeler que £, (0) =n (<Tn, 9> — w(Q)). Comme le modeéle est minimal, 9 est stric-
tement convexe (Corollaire 3.29). De plus, T, € Lambda implique l'existence de
6, € O tel que Vj ¢ = T,,. On va montrer que ce 0, est I'unique maximum ¥¢,, sur

O.
Comme 0,, € O, il existe 7 > 0 tel que B(én,r) CO.Sib,#ue B(én,r), on a

Ca(0n) = La(w) = [(w) = & (0.) = (Vg 10,0 —6,)]

> 0,

par stricte convexité de . Notons maintenant

p=min ) = (0) = (Vg 0,u—0.) >0,
u€S(On,r) "
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par continuité de 1, et prenons u € O tel que |Ju — 6,]| > r. On a alors

7 S SR PO (et ) |2t A N
V() = (0) = (V00 —0,) w(en+HU_ T ) ¥ (6n)

[u — 6, < 5
r o =
Comme

1 < r(u—0,) ||u—0,) A 1 < r(u—0,) .
—— | b+ - ()| = (v |+ —F | —v()].
||u—6'n||( ( lu—0,) 7 ) ( )> T( ( ||u—0n||) ( ))
on en déduit

() = (0n) = (V4,41 — bn)
> lu =0l {1/1 (én + ““‘“) —p(d,) — <vén¢, HUTA(u —d)

On en déduit

Comme /,, admet son unique maximum sur B(@n, ) en Hn, on en déduit que £,, admet

son unique maximum sur © en 0., (en utilisant Fatou pour les points du bord et a
l'infini). O

L’estimateur du maximum de vraisemblance est donc bien défini de maniere
unique des lors que T;, € A. Il peut toutefois étre bien défini en dehors de ce cas (cf
poly de 'année derniére), mais son interprétation comme un estimateur par moments
est tributaire de cette condition.

Exemple 3.35 : Loi Binomiale. Dans le modele (B(n,p))pejo,1[, si on prend pour

mesure dominante sur [0, n]
n
k) —
i = ()

on peut se ramener a un modele exponentiel de statistique exhaustive X, parametre
0 = log ( ) € R, et fonction de partition

Z@O)=(1-p) "= (1+¢")"
Le domaine Oy4,,, = © = R et est bien ouvert. De plus,
of

(log(2))'(0) = e
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induit un C*-difféo entre © et |0, n[. On aurait pu s’en rendre compte plus rapide-
ment en remarquant que EyX = np = ne’ /(1 + ). La log-vraisemblance s’écrit

(n(0) = X0 —nlog (1+¢).

Lorsque X €]0,n[= A, l'estimateur du maximum de vraisemblance est bien défini
par

A X
Diary = lo () .
EMV g n— X
Cela correspond aux situations ou il correspond a ’estimateur par moments. Lorsque
X =nou X = 0, 'estimateur du maximum de vraisemblance n’existe pas (mora-
lement correspond a 400, —00). C’est un cas ou bonne définition de 'EMV et
équivalence avec la méthode des moments coincident.

Ezemple 3.36 : Modéle Géométrique. On regarde le modele G(p);Z,, correspondant

a n observations d’'un modele exponentiel i.i.d., de statistique exhaustive X — 1,
parametre 0 = log(p), fonction de partition

log(Z(6)) = —log(1 — p) = —log(1 — ¢’).

Les domaines sont © gy, =] — 00,0] et © =] — 00, 0[. Comme Ey(T) = % =e% on
en déduit que A =]1, +o0[.

Lorsque X,, > 1, (donc dans A), I'estimateur du maximum de vraisemblance est
bien défini par correspondance avec l'estimateur des moments :

éEMV = —log((Xn - 1)

Lorsque X, = 1 (correspondant & X; = X, = ... X, = 1), la log-vraisemblance
s’écrit

l,(0) =nlog(l — 60),

qui atteint son maximum en 6 = 0 € Oy, \ ©. Dans ce cas I'estimateur par max
de vraisemblance reste défini (mais ne coincide pas avec l'estimateur par moment
"classique").

On remarque que P (é EMV F émomems> = p" = €. En toute généralité on aura

toujours 1, 4 — 1 en probabilité, mais la vitesse se traite au cas par cas.
eEMv—emoments ’

Comme, pour tout 0, T, — Es(T(X)) € A en Py-probabilité, on en déduit le
résultat de convergence suivant pour le maximum de vraisemblance.

THEOREME 3.37

Dans un modéle exponentiel minimal sous forme canonique, soit 0 € ©. On a
alors

Vi(Oemy — 0)1z,cp ~ N (O, I(0)71).

Démonstration. On commence par vérifier que S : 6 — Ey(T(X)) = V,oZ satisfait
les hypotheses du Théoreme 3.1 :
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1. Z est un C*>*-difféomorphisme,
2. DpZ = 1(0) est inversible,
3. Eo(|T(X)|]?) < +o0.

On en déduit alors que
V(STHT,) = 0)1g,en ~> N(Ok, 1(0) " Cove(T(X))1(0) ™).

En remarquant que Covy(T(X)) = I(0), et S™HT,) 1z cp = éEMV]lTnem on en
déduit le résultat. O

On peut en déduire une région de confiance sur 0 : si g1_q est le 1 — a quantile
d’une distribution x?(k),
2
S q1—a,k}

{u | N

est une région de niveau de confiance 1 — a. On peut construire de maniére plus
explicite une ellipsoide de confiance en remarquant que I(fgy) convergence en Py
probabilité vers 1(6).
2
S q1—a,k'}

{u | H\/m(éEMv — u)

Pour ces deux régions de confiance, on a omis le 17 ., (qui devrait y étre pour

assurer 'existence de Ogry .

Remarque : La "variance asymptotique" de Oparv collant avec la borne de Cramer-
Rao, et le modele (X", A% (Py™)geco) vérifiant les hypotheéses du Théoréme 3.14,
un tel estimateur est dit asymptotiquement efficace.
Remarque 2 : On peut déduire de tout ce qui précede des résultats pours les
modeles exponentiels sous forme non-canonique mais qui restent identifiables, en
somme des modeles exponentiels minimaux reparamétrés. Si v : UO est un C'-
difféomorphisme (entre deux ouverts), et qu’on définit P, par Py, alors

1. 4y est bien définit lorsque Opary Iest, et dpyy = @D*l(éEMV).

2. la méthode A donne

Vnlapay —u) ~ N(Og, (DY), 1(0) 7 (D), 1)").

On peut aussi vérifier que (D) 1(0)~1((Dy); 1)) correspond a I(u)~* (ot I(u)
est l'information de Fisher associée & cette nouvelle paramétrisation). En effet, on
peut écrire

l(u) = (T(X), ¢(u)) —log(Z(¢(u))
Uu) = (DY))" (T(X) = S () = (D¥)u)" (T(X) — ET(X))),

de telle sorte que

I(u) = (D)u)" Covi(T(X))(D¥)u) = (D))" 1(0)(D)u)-

Concluons cette partie avec un résultat de culture générale : on peut prouver
que /1 (Ogary —0) ~» N(0g, I(0)™1) dés lors que le modéle est suffisamment régulier
(voir par exemple le Théoreme 3.3.15 du Dacunha Castelle Duflo, T2).

Mentionner Wald et Wilks ?
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3.4 Tests basés sur maximum de vraisemblance

3.4.1 Test du rapport de vraisemblance

Dans un modele (X, A, (Py ~ pot)sco) dominé par u, et deux hypotheses ©g, ©; C
O, une maniere standard de construire un test est de considérer le rapport de vrai-
semblance (basé sur un n-échantillon)
®n
Supe, Py (1)
RVH Ho\T1: = : )
1 0( n) Supeo p?n(xln)
si dénominateur non-nul. En toute généralité c’est une heuristique qui donne la
statistique sur laquelle baser le test, I'idée étant que sous H; on s’attend a observer
de grandes valeurs de RV, m,. Le test du rapport de vraisemblance est alors

TRV<X1:n) - :H‘RVHl,HO (X1:n)>tao

ol « est a a calibrer sous Hy. Lorsque l'on peut, on utilisera plutot le log-ratio

log(RV, 1y (%1:0)) = sgp l,(0) — sgp 0,(0),

ou n'importe quelle fonction g telle que RVy, p,(X1.,) > t & 9(Xim) € A, si
le terme de droite est plus facilement manipulable. Les tests de rapport de vrai-
semblance ont quelques propriétés sympathiques dans des situations précises (deux
points et modeles réguliers). En dehors de ces cadres, des tests "maisons’ peuvent
étre préférables.

Hypotheses a deux points : théorie de Neyman-Pearson

On s’intérese ici au cas particulier ot ©g = {6y}, et ©; = {6, }. En notant py et
p1 les densités correspondantes, le test du rapport de vraisemblance est

T(X):Il{

Pr1 )
0 (X)>ta}

ou t, = sup {t | Py (%(X) < t) <1- a}. On aura toujours P, (%;(X) > ta) <«
(continuité & droite de la fonction de répartition de £ (X) sous Fy). Lorsque ce test
est de niveau exact «, on peut montrer le résultat d’optimalité suivant :

THEOREME 3.38 : LEMME DE NEYMAN-PEARSON

Si le test du rapport de vraisemblance Tgry est de niveau exact o, alors, pour
tout autre test T' de niveau o, on a

p(T) < B(Th),

ou [ est la puissance B(T) = P, (T = 1).
Par ailleurs, si T est un test de niveau eract o et de méme puissance que
Tryv, alors Try et Ty sont égaux p p.p..

En d’autres termes, lorsqu’ils sont de niveau exact, les tests du rapport de vrai-
semblance sont UPP ("uniformément les plus puissants'), dans le cas d’hypotheses
a deux points, et cela peut étre légerement généralisé au cas des vraisemblances
monotones.
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Démonstration. D’apres les hypotheses on a t, tel que F (%(X) > ta) = a. Las-
tuce consiste a regarder la quantité suivante

J(T = Tr) @) (o1~ tapo)(@)ulde).

Comme p;(z) > topo(z) = Try(x) =1, on a

02 [(T = Tay)(@)(p1 — tapo) (2)u(de)
> B(T) —taPo(T =1) — B(Trv) + taPo(Try = 1)
> (B(T) = B(Tav)) + tala — Po(T = 1)),

Comme Py(T' =1) < a, on en déduit B(T) < 5(Try).
(RSP, (X) _ : : (X) _ _
Pour I'unicité, remarquons que P, (ié(X) < ta> = l—a implique que P, (i;(x) = ta) =
0 (pas de saut de la fonction de répartition a gauche implique continuité). Cela im-
plqgie en particulier que p ({p1(x) = tapo(x)}) = 0. L’égalité des niveaux et fonctions

puissances donne

J(@ = Tay) @)1 = tapo) @)u(dar) = 0.

et on rappelle que (T — Try)(x)(p1 — tapo)(z) < 0 p-p.p.. On en déduit (T —
Trv)(z)(p1 — tapo)(z) = 0 p-p.p., et d’apres ce qui précede (T' — Try)(x) = 0
U-P-p-- ]

Dans le cas ou le test du rapport de vraisemblance est de niveau < «, le test
du rapport de vraisemblance peut ne pas étre le plus puissant parmi les tests de
niveau «. D’apres ce qui précéde on comprend que cela correspond aux situations
ou Fy (%;(X) = ta) > 0. On peut alors constuire un test randomisé a partir du test

du rapport de vraisemblance qui lui va rester optimal (au sens de la puissance).
THEOREME 3.39 : NEYMAN-PEARSON RANDOMISE
Si Py(Try = 1) = a_ < «, on note alors ay = By (g—é(X) > ta) > «a, et on
construit le test randomisé Try suivant.
— S Z—;(a:) < t, ou g—é(x) > to, Try () = Try ().
— Si B (z) =ta, Try(z) ~ B(k) (on tire au hasard la décision), avec
a—a_

R= ——"—-
ay — o

Try est alors de niveau exact o, est UPP parmi les tests de niveau o, et
st T est un autre test de niveau o de méme puissance, on a T = Tgry sur

{%(m) 7Ata}.

On comprend bien qu’on ne peut plus avoir unicité au sens p-p.p., car on peut
construire plusieurs versions randomisées du test de rapport de vraisemblance avec
des tirages différents de Bernoulli qui donneront des test UPP. En revanche tous ces
test vont coincider avec Try en dehors de {z—;(x) = ta}.
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Démonstration. Commencons par vérifier que Ty est de niveau exact a. On re-
marque que Fy (%;(X) = ta> =y — o

Py (Tay = 1) = By Ty = 10 22(X) =t | + Ry [ Trv = 1022 (X) # 1,
Do Do

=r(lay —a_ )+ By(Try = 1)

Si T est de niveau «, on peut écrire

Ey(Lf,,—y — Lr—1) = E\(Trpy — T)
= E1((Trv — T)1pyx)20) + E1((Try — T) 1y (x)=0

> ko ((TRV -T)

car po(z) = 0 = Try = 1. On a alors

Pour l'unicité, en remontant ces inégalités, si T est de niveau o et de méme
puissance que Try, alors T est de niveau ezxact «, et vérifie

(Trv () = T(2)) 121 (s, =0

Po

Py p.s., ainsi que
(Try(z) = T(2)) Lyy(z)=0 = 0
Py p.s.. On en déduit que (Try(x) — T(z))1es(pys, =0 p-p-s.. O
PO

On peut montrer que le test du rapport de vraisemblance est consistant, en se
basant sur le théoréme 3.33, en supposant que FEj ‘log (f};)l et Ey ‘bg (%) sont bien
définis. On met le test du rapport de vraisemblance sous la forme

Trv(T1:0) = 17, (61)=tn(00) >t

et on suppose pour simplifier que le test du rapport de vraisemblance est de niveau
exact, c’est a dire

Py (€a(01) = £ (00) > tan) = a.

Dans le cas général, on peut montrer que Try — Tgy converge en proba (P et

Xn
Py) vers 0 (les atomes de %(mlm) vont étre de masse tendant vers 0). Sous Hy,
0
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on a £,(0y) — £,(60)) — —dgi(Py||P) en Py-probabilité. On en déduit que t,, —
—dgr(Pl||P1). En effet, supposons par exemple limsupt, ,, > —dgn(Bl||P1) + r, ou
r > 0, on aurait alors

a = lim sup PO (gn(el) - _n(QO) > ta,n)

S thU_p PO (En(é’l) - 7n(90) > _dKL(POHPl) + ’I“)
=0,

IN

d’ou la contradiction (¢a marche dans 'autre sens si on suppose liminft,,
—dKL(P0||P1)—T) B 3
Maintenant, on a £, (61) — €,(60) — drxr(P1]|Fo) en probabilité sous P;. On en
déduit
liminf Py (£,(61) = €a(60) > tan) > liminf Py((Ca(61) — £u(65) > 0) =1,

d’out la consistance du test du rapport de vraisemblance. On peut caractériser plus
finement le comportement asymptotique de la puissance, en passant par les distances
de Hellinger et 'inégalité de Pinsker (cf poly de Stéphane B).

Hypothéses composites

Citons sans le démontrer un résultat classique sur le test ru rapport de vraisem-
blance dans des modeles réguliers (pour lesquels on peut intervertir comme on veut
dérivation des logs et espérance). Pour de tels modeéles on aura toujours

Vn (éEMV — 9) ~ N(0g, (1(6))7),

sous Fy.
THEOREME 3.40 : TEST DU RV DANS LES MODELES REGULIERS

Si (Py)geo est un modéle régulier identifiable de dimension k, et ©q est un
sous-ensemble de © de dimension r, alors, pour tout 8 € Hy,

A, =2 <sup {,(0) — sup ﬁn(90)> ~ Xk 7).
0cO [ISCH

En particulier, le test du rapport de vraisemblance

]]‘An>q17oz,k7'r

est asymptotiquement de niveau o (q1—qk—r désignant le 1 — a-quantile d’une loi

Xk =r)).

On peut trouver une preuve de ce résultat dans le Van der Waart Théoreme 16.7,
on montrera une version légerement plus faible plus bas.

On remarque que, plutét que de considérer supycg, £n(6), la statistique de test
fait intervenir supyeg €, (#), ol moralement © = ©; U ©y. O étant de dimension
r < k, ©1 peut étre considéré dense dans O, et cela ne fait aucune différence.

En ce qui concerne la puissance de ce test, pour 6 ¢ Og, on aura consistance des
lors que dgr(0,00) > 0 et dgr(0o,8) > 0 (séparation des hypotheses).
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Des hypothéses séparées sont une condition nécessaire pour la consistance. Dans
le cas contraire, on peut montrer que la puissance minimale sur H; est toujours
majorée par «. Dans le cadre du théoreme ci-desssus, les deux hypotheses n’étant
pas séparées, la puissance uniforme vaudra toujours o asymptotiquement.

3.4.2 Tests d’hypotheses sur les parametres

On se place dans un cadre ou
Vn (éEMV - 9) ~ N0k, (1(6))7), (3.3)

pour tout # € © (modele régulier, exponentiel par exemple). On peut prouver des
versions plus faibles du Théoreme 3.40, quand le sous ensemble Oy est donné par un
systeme d’équations.

PROPOSITION 3.41 : TEST D’HYPOTHESES LINEAIRES SUR #

Dans un modéle identifiable ot on a (3.3), © C R¥ est ouvert, et C : R* — R"
est linéaire de rang r < k, on regarde les hypotheéses

Hy : CO=c
Hy, : CO#c,

ol ¢ est un vecteur constant de R”. Si I, est un estimateur consistant de I(0)~1
(que 'on suppose inversible), on introduit la statistique de Wald

Wy = n(COpyy — ¢)"(CLCT)H(COpnry — ¢) ~ X2(r),
pour tout 6 € ©¢. Le test de Wald associé est

:H‘Wn>q17a,r7

0l q1_qr est le 1 — a-quantile d’un x*(r), et est de niveau asymptotique c.

On peut montrer que ce test est équivalent a celui du maximum de vraisemblance
(cf le poly de Stéphane B, ou plus généralement phénomene de Wilks). La preuve
en est tres simple.

Démonstration. Soit 6 € ©y. On a alors /nC(Opyy — 0) = V/n(Clgry — ¢) ~
N(0,,CI(6)~1CT), dont on peut déduire

g X(r).

H\/W(m(e)—lm)—l(cémv _ o)

Comme I, est un estimateur consistant de I(6)~', le lemme de Slutsky donne le
résultat escompté. O

Dans le cas des modeles exponentiels, un estimateur de 1(6)~! est donné par
I'inverse de la matrice de covariance empirique

£, = 3106 = BT ~ T

70



On peut généraliser ce résultat pour des ©y engendré par des contraintes non-
linéaires.

THEOREME 3.42 : TEST DE WALD SUR 6

Dans un modéle identifiable ot on a (3.3), © C R* est ouvert, et 1 : R¥ — R”
est une submersion C' de rang r < k. Pour les hypothéses

Ho : ¢<8):0
Hy ¢(9)7é07

la statistique de Wald s’écrit
A~ ~ —1 N
Wo = mp@eary)” [Da, 00Dy, )] () = X2(r),

pour tout 0 € Hy, ot I,, est un estimateur consistant de I(0)™ (supposée inver-
sible). Le test de Wald associé est

:[I‘Wn>q1—a,'r7

0l G1—a, est le 1 — a-quantile d’un x*(r), et est de niveau asymptotique c.

On remarque qu’on peut choisir ¢, = ¥ — ¢ de telle sorte que le 0 n’est pas
limitant dans cet énoncé. Le preuve reste tres simple.

Démonstration. Soit § € ©p. On commence par remarquer que si (3.3) est vé-
rifiée, alors Oy est un estimateur consistant de 6. On a alors \/nY(0gyy) =
VROpmv) —(0)) ~ N(0,, (Dep)I(0)~(Dg2p)T), en utilisant la méthode A. On
en déduit

: ~ X2 (7).

V(D) 160)7 (Do) 6 Oean)

On peut conclure en invoquant le Lemme de Slutsky, en remarquant que I, est un
estimateur consistant de I(0)~', et comme ¢ est C', (Dy,,, %) est un estimateur
consistant de (Dg1)). O

La morale de ces deux résultats est la méme que dans le Théoreme 3.40 : un test
basé sur le max de vraisemblance (Wald ou rapport de vraisemblance) d'un sous-
modele de dimension r se comportera moralement et asymptotiquement comme un
x? du nombre de degrés de libertés restant, c’est a dire k — r.

3.4.3 Test du chi-deux d’indépendance

Concluons cette partie avec un exemple tres utilisé en pratique de test d’appar-
tenance a un sous-modele. On suppose ici qu'on observe un n-échantillon (X;,Y;)
a valeurs dans [1,q] x [1,7], dont la loi est déterminée par le vecteur a (avec
pix = PX,Y)({j} x {k}). Le test du x* d’indépendance va chercher a déterminer si
X et Y sont indépendantes, ce qui se traduit sur les parametres par p;, = p;. X p_ i,
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avec pj. = >k Pjks Pk = 2 ; Pjk- Cela revient a tester 'appartenance de p a un
sous-modele Py, formé des vecteurs dans le simplexe de R?" tels que ¢ (p) = 0, ol

RIm — Rar
K N 4
2 (pg,k pj,. X p.,k)j,k-

On pourrait peut-étre s’en sortir avec une adaptation du test de Wald (cf Théoréeme
3.42), mais c’est un peu calculatoire, et en pratique on utilise plutot la statistique
de Pearson :

= (N =
Cufp) = 32 k10l (3.4
5.k gk

ou Nj i =32 L(x, v))={G.k)}> Pjk est Pestimateur du maximum de vraisemblance sous
Hy (ici I'indépendance). Un peu de calcul montre que

. A N; N
Pjk = D5, Pk = 2

De maniere générale, la statistique de Pearson se mettra toujours sous la forme

(Ns - Ntheo 3)2

ou Nj est 'effectif observé pour la case s, et Nyeo s est leffectif attendu sous H
pour cette case s (et donné formellement par maximisation de vraisemblance). Le
fait que la maximisation de vraisemblance est correctement définie tient aussi au fait
que (Ny)s suit une loi multinomiale paramétrée par p, qui fait partie de la famille
exponentielle.

Pour batir un test sur la statistique de Pearson C,,(p), il nous faut déterminer
sa loi limite sous Hy.

THEOREME 3.43
Sip€ePy (c-a-d X 1LY ), on a

Co(P) ~ X*((q = 1)(r = 1)).

Ce résultat peut s’interpréter comme pour le Théoreme 3.40 : la statistique de
Pearson va converger vers un 2 de degrés de libertés le nombre de degrés de liberté
résiduel, ici : (¢gr — 1) (degrés de liberté total) - (¢ — 1) 4+ (r — 1) (degrés de liberté
de Py) = (¢ — 1)(r — 1). Ce n’est pas un hasard : on peut montrer que statistique
de Pearson et log-ratios de vraisemblances convergent en loi vers la méme limite (cf
Van der Waart ou poly de Stéphane B).

On peut toutefois prouver le Théoreme 3.43 sans utiliser directement ce résultat,
et en évitant les calcul liés a 'interprétation comme un test de Wald.

Démonstration. On va prouver légerement plus fort : si Py est une sous-variété
ouverte (disons C?) de dimension sy de P (simplexe dans I’espace de dimension s),
alors C,,(p) ~ x%(s — 1 — sp), sous p € Py, out p est 'TEMV sous P.
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L’astuce est de relier C,,(p) & une projection. Pour ce faire, on introduit le

(N; — nu;)?
p = inC) (u) = E (N = nuy)” :
b=arg I%tn nlu) = arg gelg(l) np;

On remarque que Z, = ((N; — np;)//liD;)j=1,..s ~ Z ~ N (05, I — \/D\/D") (cf

partie 2.2.1). Par ailleurs, en écrivant pour tout u € Py,

1 1 Vn(u; —p;)
N; —nu;) = —— ((N; — np;) + (n(p; — uy)) = (Z,); — ~—12—"2,
e () = e (O =)+ (nlpy =) = () =
on remarque que
s (N, — )2
u€Po =1 np; heHy

oun H, = {\/ﬁDiag(l/\/]_?) (u—p)|ue 730}. L’étape principale de la preuve est le
Lemme suivant (on peut trouver une version plus proba dans Van Der Waart, Lemme
7.13).

LEMME 3.44

Sous les hypotheéses du Théoréme, on a

min ||Z, — h||* ~ min ||Z — A%,
heH, heH

ot H = Diag(1//p)1,Po.

Démonstration. On va admettre le résultat de géomérie suivant : comme Py est C2,
il existe ¢ > 0 et x > 0 tels que 77, : Bp,(p,c) — 7, (Bp,(p,c)) D By, (0, ¢/2) soit un
Cl-difféomorphisme vérifiant ||(u—p) — 77 (u)|| < &llu—pl||? et ||7r(w)|| > ||lu—pl/2.

On note D = Diag(1/,/p). Tout d’abord, comme d(Z,, H) ~ d(Z, H) (conti-
nuité de d(., H)), on en déduit qu'il suffit de montrer que d(Z,,, H,) —d(Z,,, H) tend
en probabilité vers 0 (pour appliquer Slutsky).

Deuxiéme remarque : Z, converge en loi, donc est tendue (ou Op(1)), on peut
alors se ramener a montrer que sup,cp( ) |d(2, Hy) — d(z, H)| tend vers 0. Soit
donc z € B(0, M), et u, tel que d(z, H,) = ||z — Dy/n(u, — p)|. Comme 0 € H,,
on a d(z,H,) < M et alors ||u, — p|| < Cf]\f (dans toute la suite C' va étre une
constante positive ne dépendant pas de n, ni des points de base z ou h, une quantité
vraiment constante quoi). Pour n assez grand (ne dépendant pas de z), on a alors

|un — p|| < c. En notant v = 7y, (u,, — p), on a
CM?> CM?
N4
Réciproquement, si h = Dv € H tel que d(z,H) = ||z — h|, on a ||v|| < CM
(uniformément en z). On a donc, pour n assez grand (ne dépendant pas de z)
|v]|/v/n € Br,(0,¢/2), et en notant ¢ = 77", on a, en posant u, = ¢~'(||v||/v/n),
CM?

n

|2 = VaD(un — p)| > |12 — vaDul| - Vin

H\/— (un —p)|| <
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Des lors, on peut écrire

d(z,H) = ||z — Dv|| = ||z — v/nD

v
Vvn
CM?
> 2 = VaD(u, — p)|| — .
> Hz VnD(u p)H NG
On en déduit que, pour n assez grand, sup, <y |d(2, H,) —d(z, H)| < CM?/\/n —
0, et donc le résultat. O

On peut maintenant complétement caractériser la loi de mingep [|Z — hJ|*. On
commence par remarquer que Z ~ T B N, ou N est un vecteur Gaussien standard

de R®. Puis, comme pour tout v € Py, (Diag(1,/p)(a —p))"/p = 0, en passant a la
limite on déduit que H L ,/p. On a donc

min |17 = hl1* = |mureyme N|| ~ X35 = 1—s0).

Il reste a relier C/ (p) a C,(p). Pour faire plus rapide, on va introduire les notions
de Op et op.

DEFINITION 3.45

Soit X,, une suite de vecteurs aléatoires. On définit

X, = Op(1) ssi X, est tendue,
X, =op(l) ssi X, converge vers 0 en proba.

On peut alors, pour X, et Y,, deux suites de vecteurs aléatoires, définir

X, =0p(Y,) ssi X, =2,Y,, avec Z, = Op(1),
X, =o0p(Y,) ssi X, =2,Y,, avec Z, = op(1).

Dans le cas de suites déterministes, on retombe sur les notions de o et O clas-
siques. Par ailleurs, les Op et op satisfont les mémes regles que leurs pendants
déterministes. Par exemple, on peut relier développement limité et Op, op.

LEMME 3.46

Soit f fonction définie sur un voisinage de 0 et telle que f(0) = 0. Soit X,, =
op(1). On a alors

— Si f(x) = o(||z]|"), alors f(Xn) = op([| Xal[").
— Si f(z) = O([|lx][), alors f(Xn) = Op(| Xa]l").

La preuve est immédiate en regardant g(z) = f(x)/||z||?. Le formalisme op, Op
est assez utile pour montrer I’équivalence des limites en loi de deux processus de
maniere rapide. Par exemple, dans le cas de la méthode A, si on a X,, —a = op(1),
ro(X, —a) ~ Z, et g différentiable en a, on peut écrire

9(Xn) — g(a) = Dag(X,, — a) = op([|Xn — al]),
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et done

ra(9(Xn) = g(a) = (Dag)(Xn — a)) = op(ra| Xn — all) = op(1),

car 1, (X, — a) converge en loi donc est tendue. On en déduit (en utilisant Slutsky)
que 7,(9(X,) — g(a)) et (D,g)(rn(X, — a)) ont méme limite en loi, c’est a dire
(Dug)Z.

Dans le cas qui nous intéresse, on va relier C;,, C,, et Ay, (p) = 2(supyep €n(q) —
l,(p)) (statistique du rapport de vraisemblance, celle que p minimise sur Py), pour
p et p. Commencons par remarquer que p—p = Op(1/4/n) (c’est le Théoreme 3.37).
Par ailleurs, on a

B * (Nj —np Nj —np
ey =3 Z Gl
=1 P i=1 bi
A j, fixé, on en déduit
— B _ IN; —np,
nlps — Pl NG — | | 1N = mpi| VCiuB) +1/Cilp) < 2¢/Ch(p) = Op(1),

Vb /Dy \/_
et donc p—p = Op(1/4/n). Montrons maintenant 1’équivalence asymptotique de C/,,

C, et A,, pour une suite § telle que ¢ — p = Op(1/y/n).
On remarque que

N;
/2_ZNlog< /”> ZNlog<1+<qJ—1)>.
q j=1 N;
Par ailleurs N;/n = p; + Op(1/y/n) et §; = p; + Op(1/y/n). En notant Z, =

(% - ), on en déduit que Z,, = Op(1/+/n). Le développement limité de log(1+ x)

donne alors
S A S A 2 s
ng; ng;
D N (S XN (1) 2+ ) Niop(I1Za1?).
i—1 N; i—1 N; i—1
Jj= Jj= Jj=

Comme N; = Op(n), Njop(||Z,|?) = op(1). Par ailleurs, >>5_, (ng; — N;) =n—n =
0. On en déduit

n(Q) :Z_: _n%) +op(1).

Comme N;/n =p; 4+ op(1l) = §; + op(1), on en déduit
An(q) = CL() + op(1) = Co(q) + op(1).
On peut alors conclure via les inégalités

Cn(p) = An(D) + 0p(1) < An(p) + 0p(1) = C(p) + 0p(1),
Cn(p) = Cp(P) + 0p(1) = C(p) + 0p(1),

et Slutsky.

Pour étre complet, il faudrait vérifier que Py est une variété C? de dimension (q—
1)+ (r—s), ce dont on se convainc assez facilement en utilisant des paramétrisations
locales. O
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Remarque : Cette méthode de preuve est assez fidele a 'esprit de la preuve du
résultat plus général (Théoréme 3.40) : montrer que le critere A, /2 est asymptoti-
quement équivalent au carré d’une projection d'un vecteur Gaussien standard sur
un espace de dimension (k — r) (orthogonal du sous espace des parametres de di-
mension r). Les étapes en sont peu ou prou les mémes, en passant cette fois-ci par
un autre critére (6 — 6)71(0)(0 — 0)” (qui lui va étre équivalent asymptotiquement
a une projection). En somme, cela montre ’équivalence asymptotique des tests du
rapport de vraisemblance et de Wald.

Remarque finale : En pratique, pour que I'approximation normale sous-jacente
aux tests du Chi-deux soit considérée comme valide, on demande de vérfier que,
pour tout j € [1,s], Nineo; > 5, c’est a dire que les effectifs théoriques attendus

sous Hy (par exemple sous I'hypotheése d’indépendance soient suffisamment grands).

3.5 Limitations de approche max de vrais

Les estimations et tests par maximum de vraisemblance sont importants d’un
point de vue culturel : beaucoup de tests couramment utilisés se basent dessus, et
certaines approches modernes (comme la régression logistique) y sont directement
reliés. En revanche, ils souffrent de certains défauts structurels, dont on peut résumer
I’esprit ainsi : a n’utiliser que lorsque 'on est str que la vraie loi sous-jacente est
dans un modele régulier !

Limitations calculatoires

Méme dans le cas des modeles exponentiels, une formule close pour un estima-
teur du maximum de vraisemblance n’est pas toujours possible. Par exemple, dans le
modele y(a, b), 'estimateur du maximum de vraisemblance vérifie le systeme d’équa-
tions

I"(61)
~ —log(f) = log(X),
INCY
b+1
é2 mny

qui n’admet pas de formule close. On peut s’en sortir néanmoins avec des méthodes
de résolution approchée, ou des méthodes one-step.
Y

Limitations conceptuelles

Comme pour les M-estimateurs en général, si P ¢ (Py)gco, on n’a aucune chance
de construire un estimateur consistant. En effet, la cible est alors * € argmin M (6),
et le M estimateur va alors converger vers 6*.

Dans le cadre de la maximisation de la vraisemblance, on aura dans le meilleur des
cas (si on peut toujours bien définir un EMV) § — 6%, ot §* € arg ming dg(P|| Bp),
en d’autre terms on convergera vers une projection au sens de la divergence de Kull-
back (pour peu que cette derniére soit bien définie). En somme, dans les modeles mal
spécifiés, si dir(P||Po) est grand, les performances en estimation seront médiocres.
On peut pallier ce probleme en "robustifiant" légerement les estimateurs par maxi-
mum de vraisemblance (tests entre boules de Hellinger, p-estimation par exemple,
cf les travaux de Y. Baraud, L. Birgé, M. Sard).
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On peut aussi remarquer que les résultats sur 'EMV dans les mpodeles réguliers
sont de nature asymptotique, et, bien que la borne de Cramer Rao soit atteinte
asymptotiquement, il peut arriver que les EMV ne soient pas optimaux par rapport
a des estimateurs biaisés (on verra ¢a dans le chapitre suivant).

Enfin, dans des modeles non-réguliers, le principe d’estimation par maxium de
vraisemblance peut donner un peu n’importe quoi. Par exemple dans le modele
(U(]0, 0])®™)g=0, supposons que 'on souhaite tester

H0:0:1
H159>1.

La vraisemblance en 6 s’écrit V(0) = ginILMn<97 ou M, = max;—1__,X;. On a
alors, supycp, (V(0)) = Lar, <1 + WI]‘MnZh et supgep, (V(0)) = Lag,<1- Le rapport
de vraisemblance s’écrit alors

RViyymy, = L, <1 + (+00) L, >1,

et le test du rapport de vraisemblance (pour un niveau de confiance (1 — «) > 0)
sera toujours 1, -1 (d’erreur de premiere espece 0).
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Chapitre 4

Statistiques Bayésiennes

Le chapitre sur la Statistique Bayésienne permet d’aborder deux notions : celle
de la comparaison entre estimateurs et l'optimalité au sens minimax, ainsi que le
point de vue bayésien qui permet de définir une autre gamme d’estimateurs, struc-
turellement biaisés mais pertinents dans certaines applications.

4.1 Comparaison entre estimateurs

Pour mesurer la qualité d’un estimateur 7', on définit une notion de proximité
dans l'espace des parametres (fonction de perte), et on peut regarder la distance
entre 'estimateur et le parameétre, en moyenne par exemple :

DEFINITION 4.1 : PERTE ET RISQUE

Dans le modele (X, A, (Py)seo), on suppose que 1'on cherche a estimer ¢(6) € R*.
On munit R* d’une fonction de perte £ : R¥ x R¥ — R*. Le risque (ou plutdt
fonction de risque) d’un estimateur T' de q(6) est

e = [0, +00]
RT'{G = Ea(U(q(0), T(X)).

Ezxemple 4.2 : Fxemples classiques.

— La perte quadratique est définie par £(z,y) = ||z — y||?. Le risque associé est
appelé risque quadratique, donné par

Rr(9) = Eo(|la(0) — T(X)I).

— On peut définir plus généralement les pertes ¢, par {(x,y) = ||z — y||’. Les
plus utilisées sont pour p =2 et p = 1.

— Une perte utilisée en classification est la perte 0/1 associé & un probléme
d’estimation "binaire" (¢(f) € {0,1}), définie par £(q(0),y)) = L)y Pour
cette perte, la fonction de risque d’un estimateur 7T est

Rp(0) = Eo(Tye)2rx)) = Po(T(X) # q(0)),

c’est a dire la probabilité sous Py que notre estimateur se trompe.
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— Exces de risque en M-estimation : dans un cadre de M-estimation, on suppose
que 0 = argmingco M(u) = Epy(u, X). On peut alors définir comme fonction
de perte £(0,u) = Eg(vy(u, X) — Eg(y(6, X)) = M(u) — M(0), et la fonction de
risque associée est, pour un estimateur 7T,

Ry(0) = Ep (M(T(X)) — M(0)),

qui est souvent appelée exces de risque (de fait on appelle risque la fonction
M dans ce cas). Les notions de risque en M-estimation et en comparaison
d’estimateurs ne doivent pas étre confondues : dans le premier cas elle sert a
définir un estimateur, dans le deuxiéme cas a comparer deux estimateurs au
sens général.

On va essayer de comparer des estimateurs sur la base de leurs fonctions de
risque.

DEFINITION 4.3 : MEILLEUR QUE

Soient T et Ty deux estimateurs de ¢(#). On dit que T} est meilleur que Ty si
Ry, (0) < Ry, (0) VO € O.

On dit que 17 est strictement meilleur que 75 si 77 est meilleur que 75 et s’il
existe Oy € © tel que Ry, (6y) < Rr,(0o).

Remarque : La relation “est meilleur que" définie sur I’ensemble des estimateurs
de ¢(0) est une relation d’ordre partiel : en général deux estimateurs T} et Ty ne
sont pas comparables.

Exemple 4.4. On observe X, ..., X, i.i.d. de loi B(#), la loi de Bernoulli de para-
metre § € [0, 1], et 0 est inconnu. Le modele statistique correspondant est (X', A, (Ps)gco)
avec

X ={0,1}", A=P{0,1}"), Py=B(0)*", 0<c[0,1].
On note X; : {0,1}" — {0,1} la i-éme application coordonnée, 1 < i < n. La

moyenne empirique X,, := % » 1 X, est un estimateur de 6 et son risque quadratique
s'écrit Ry, (0) = 0(1 — 0)/n. T = 1x/2 est un estimateur (constant) de ¢ de risque

quadratique Rp(6) = (0 — 1/2)%. T et X,, ne sont pas comparables.

Cet exemple est généralisable : il n’existe pas de meilleur estimateur de ¢(6) (si
le modele n’est pas pathologique).

PROPOSITION 4.5

Supposons que {(x,y) > 0 pour tout x,y € R¥ tels que x %+ y et que q n’est pas
une fonction constante. Supposons de plus que pour tous 0,0 € © les probabilités
Py et Py ne sont pas étrangeéres. Alors il n'existe pas d’estimateur T* de q(0) tel
que T* soit meilleur que tout autre estimateur T de q(6).

Démonstration. Supposons qu’un tel estimateur 7™ existe. Alors pour tout 6 € O,
T* est meilleur que 'estimateur constant ¢(#)1x donc

Ey (((T7,4(0))) < Ep (£(q(0),q(9))) = 0,
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ce qui implique Py(T* = ¢(#)) = 1 vu I'hypothese sur ¢. Puisque ¢ n’est pas une
fonction constante, il existe 0y, 6, € O tels que ¢(0;) # ¢(f2). On a donc

Fo,(T" = q(0h)) = 1, Pp(T" = q(02)) =1, {T" = q(61)} N{T" = q(02)} = 0
autrement dit Py, et Py, sont étrangeres. O]

Remarque : Dans le modele de Bernoulli, X,, est un estimateur sans biais de 6.
On peut démontrer que X,, est meilleur, pour le risque quadratique, que tout autre
estimateur sans biais de 6 (en utilisant la borne de Cramer Rao 3.14).

4.1.1 Admissibilité, minimaxité

Bien qu’on ne puisse pas en général comparer deux estimateurs, on peut trouver
des estimateurs tels qu’il n’en existe pas de meilleur. De tels estimateurs sont dits
admissibles.

DEFINITION 4.6 : ADMISSIBILITE

Un estimateur 7" de ¢(0) est dit admissible s’il n’existe pas d’estimateur qui soit
strictement meilleur que lui.

La notion d’admissibilité est un peu passée de mode, trouver des estimateurs
admissibles ne fournit pas de garantie sur les vitesses de convergence. Pour ce dernier
point, on regarder plutot les risques maximaux sur O,

Ry = sup Rr(0).
90

Des lors, on peut toujours comparer deux estimateurs sur la base de leur risque
maximaux (on définit alors une relation d’ordre total). Des estimateurs optimaux
au sens de cette relation sont dit minimaz.

DEFINITION 4.7 : MINIMAXITE
Un estimateur T de ¢(0) est dit minimaz (sur ©) si

Ry = sup Rp(f) < sup Rs(f) = Rs pour tout estimateur S.
€O 0o

Prouver qu’un estimateur est minimax se fait généralement en deux temps :
dans un premier temps on calcule Ry. Dans un deuxiéme temps on minore le risque
minimax infg Rg en utilisant des techniques bayésiennes. Au passage, cela permet
de déterminer la vitesse d’estimation minimax sur la classe 6, définie par

v(0) = irgf Rg,
qui correspond au plus petit risque maximal possible encouru par un estimateur sur

cette classe. Dans le cas d’'un modele correspondant a un n-échantillon, la dépen-
dance en n de cette vitesse est cruciale.
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Exemple 4.8 : Modéle Gaussien standard. Dans le cadre du modeéle Gaussien (N (6, 1)%")peg,
'estimateur X, satisfait

1
sup R)?n (9) - Ev

PeER

pour le risque quadratique. La vitesse minimax sur cette classe,

v, = inf sup Fyp(0 — T(X))?
T geRr
vérifie donc v, < 1/n. On prouvera par la suite que 1/n est précisément la vitesse
minimax sur cette classe.

En général, admissibilité et minimaxité n’ont rien a voir.
FExemple 4.9 : Minimax n’implique pas admissible.
— Exemple idiot : Dans le modele (4(]0, 0])¥™)p=0, I'estimateur M,, = max;—; ., X;
a pour risque quadratique 262/((n+1)(n+2)), et donc pour risque max +oo.

On peut prouver que le risque quadratique minimax sur cette classe vaut +oo,

M, est donc minimax. En revanche, Z—ﬁMn est strictement meilleur que M,,.

— Exemple moins idiot : Phénomeéne de Stein.
Dans le modele (N (0, 0%1}))perr, ol 02 > 0 est connu. L’estimateur X est
minimax (on le prouvera). En revanche il n’est pas admissible : I'estimateur
de Stein

k=2

0)s=(1—-0 )
! X2

est strictement meilleur des lors que k£ > 3.

Ezemple 4.10 : Admissible n’implique pas minimaz. Dans le modele (B(n, 0))scjo,1[:
on considere 'estimateur constant 7" = % Soit S un estimateur meilleur que 7. On

a alors
1 1
s () < mr(3) =0

au sens du risque quadratique, ce dont on déduit Py, (S =1/2) =1, et donc S = %
Pi 5 p.s.. Comme, pour tout A C [0,n], Pij2(A) > 0, on en déduit que S = § sur
X =[0,n], et donc T est admissible. De maniére plus générale, si les Py ne sont pas
étrangeres deux a deux, les estimateurs constants seront admissibles.

) S i _1 D _ 1 1 o
Snestpasmmlmax.RS—Z,etRX—R<181n22.

4.2 Le point de vue bayésien

4.2.1 Approche informelle

L’approche fréquentiste (ou minimax) peut sembler pessimiste : la qualité d’un
estimateur T sera jugée dans le pire des cas possible via Rp. Par exemple, si le
but est d’estimer la durée de vie moyenne ¢ > 0 d’un francais né au 18eme siecle,
'approche fréquentiste se basera sur supy., Rr(6), c’est a dire en considérant les cas
extrémes ou cett edurée de vie moyenne est proche de 0 ou supérieure a 100.
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L’approche bayésienne consiste a pallier cet extrémisme, en intégrant une connais-
sance a priori sur le parametre a estimer. L’intégration d’une connaissance a priori
peut se faire via une restriction arbitraire du champ des parametres (par exemple
140, 100[ au lieu de ]0, +oo[ dans l'exemple de la durée de vie moyenne). Elle peut
aussi se faire plus généralement en considérant qu’il y a des zones de © plus pro-
bables que d’autres, ce que I'on peut modéliser par une loi a priori m sur ©. Des lors,
plut6t que considérer un risque max Ry pour mesurer la qualité d'un estimateur,
on regardera son risque intégré (ou moyen) par rapport a cette loi a priori,

pr(x) = [ Re(0)r(ds).

pour peu que cette intégrale ait du sens.

Conceptuellement, 'approche bayésienne change la nature des observations. Dans
le cadre classique on observe Xi,..., X, i.i.d. suivant Py, ou 0 est fixe et inconnu.
Dans le monde bayésien, la nature tire un 6 au hasard via la loi 7, puis X1, ..., X,
tels que X | 6,... X, | 6 sont i.i.d. suivant Pj, si cela a du sens (on le montrera for-
mellement juste apres). Les observations Xi1,..., X, ne sont alors plus i.i.d. : elles
le sont conditionnellent & 6, mais si on relache ce conditionnement elles suivent une
loi de mélange (par rapport & 7 de lois indépendantes). De fait, elles dépendent les
unes des autres via leur parameétre § commun qui est maintenant aussi aléatoire.

L’inférence bayésienne consiste alors a renverser le conditionnement : on connait
7 (loi a priori) et le modele, et on cherche a retrouver le 6 qui a été tiré. Pour cela, on
va chercher & caractériser la loi 6 | X, la loi du paramétre sachant les observations,
qu’on appelera loi a posteriori. Par exemple, si on a mis une loi a priori uniforme
sur ]40, 100[ pour la durée de vie moyenne, on s’attend & ce que 6 | X mette plus
de masse dans la zone de ]40, 100[ sur une zone autour de la durée de vie moyenne
observée.

Pour distinguer du cas fréquentiste ou 6 et fixe et X1,..., X, sont i.i.d. suivant
Py, on mettra des tilde partout : 6 est maintenant une variable aléatoire dans I'espace
des paramétres, et X, X, ne sont plus i.i.d. de loi Py (les X; | 6 oui). Il va donc
falloir formaliser un peu le concept de "loi conditionnelle".

4.2.2 Formalisme adapté : lois conditionnelles

Commencons par un rappel sur 'espérance conditionnelle.
DEFINITION 4.11 : ESPERANCE CONDITIONNELLE

Soit Y une quantité aléatoire a valeurs dans (F,E), sur (2, F,P), et X une
variable aléatoire positive (resp. L;) sur ce méme espace. Il existe alors h : £ —
[0,4+00] (resp. R) telle que, pour toute variable aléatoire Z o(Y')-mesurable
positive (resp. bornée),

E(ZX) = E(Zh(Y)). (4.1)

h(Y') est alors appelée espérance conditionnelle de X sachant Y, notée E(X | V),
et est unique P p.s..

On ne listera pas ici les propriétés classiques de 'espérance conditionnelle, pour
lesquelles on pourra se référer au polycopié de F. Le Gall par exemple et que 'on
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supposera connues. Pour une quantité aléatoire X quelconque, I'idée est maintenant
que si, pour toute ¢ : X — R mesurable positive ou L;, on peut écrire E(¢(X) | Y)
comme l'intégrale de ¢ par rapport a une loi dépendant de Y, on pourra alors définir
la loi de X sachant Y. Il faut d’abord formaliser cette histoire de loi dépendant de
Y.

DEFINITION 4.12 : PROBABILITE/NOYAU DE TRANSITION

Soient (X, .A) et (), B) deux espace mesurés. On appelle probabilité de transition
de (X, A) vers (¥, B) une application

v:YxA—101]

qui vérifie les propriétés suivantes :
1. Pour tout y € Y, v(y,.) est une probabilité sur (X, A).
2. Pour tout A € A, v(., A) est B-mesurable.

Remarque : Vous avez probablement déja rencontrés de tels objets en cours de
proba, notamment via les chaines de Markov. Dans ce cas, la probabilité de transition
entre deux états est donnée par le noyau de la chaine de Markov. D’ou I'appellation
alternative noyau de transition.

Ezemple 4.13 : Cas a densité. Soit p une mesure positive o-finie sur (X, .A) et soit
g:)Y x X — RT une application B ® A-mesurable telle que

vy ey /X g(y, 2)u(de) = 1,

Alors
v(, A) = [ gy, 2)u(de)

définit une probabilité de transition de ) dans X. La propriété (2) de la définition
découle en particulier du théoreme de Fubini.

Le but maintenant va étre d’exprimer E(¢(X) | Y) comme l'intégrale de ¢ par
une probabiltié de transition. Les propriétés ci-dessous vont étre utile, notamment
pour la o(Y)-mesurabilité.

PROPOSITION 4.14

1. Si h est une fonction positive (ou bornée) sur (X, A) alors

oy) = [ vy, dw)h(). yeV

est une fonction mesurable positive (resp. bornée) sur ).

2. Si X\ est une probabilité sur (), B) alors
A [ May)v(y, 4)
Y

est une probabilité sur (X, A).
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Démonstration. 1. On le vérifie pour h étagée...

2. Définition d’une mesure de proba + Fubini

On peut maintenant définir proprement la notion de loi de X sachant Y.
DEFINITION 4.15
Soient X et Y deux variables aléatoires a valeurs respectivement dans (X', A)
et dans (), B). On appelle version de la loi conditionnelle de X sachant Y

toute probabilité de transition v de ) dans X telle que, pour toute fonction A
mesurable positive sur (X, .A), on ait

E(h(X)|Y)= /X WY, d2)h(z) p.s..

Remarque : v(y, dz) est parfois noté de maniere abusive P(X € dx | Y = y).
Il reste a montrer que de tels noyaux existent et sont uniques p.s.. On commence
par le dernier point.

PROPOSITION 4.16

Si X est un espace métrique séparable muni de sa tribu borélienne A et si v et
V' sont deuz versions de la loi conditionnelle de X sachant Y, alors v(Y,-) =
V'(Y,:) presque sirement.

Démonstration. Pour x € X et r > 0 on note B(x,r) la boule de centre = et de
rayon 7. Soit S un ensemble au plus dénombrable et dense dans X. Soit C la classe
des ensembles de la forme

N
i=1
ot N € N, (z1,...,zn5) € SN, ri,...,1, € Q4. C est dénombrable et engendre A

puisque tout ouvert U de X peut s’écrire comme la réunion d’une famille dénom-
brable de boules de la forme B(z,r) avec x € S et r € Q. Posons

Qo ={v(Y,;A) =V (Y,A) VAeC}.

Pour tout w € Qp, v(Y(w,-)) = V(Y (w),-) car C est stable par intersection finie,
contient X et engendre A. De plus P(€y) = 1 (car Qp = Nacc{v (Y, A) =V (Y, A)},
intersection dénombrable d’éveénements de probabilité 1 selon la Définition 4.15, avec
h=1,). O

THEOREME 4.17
Si X est un espace métrique séparable complet (on dit que X est un espace

Polonais) muni de sa tribu borélienne A, alors il existe une version de la loi
conditionnelle de X sachant Y.

Par exemple R, C([0,1],R) muni de la norme du sup, RY, sont polonais. On
admet le résultat suivant.
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LEMME 4.18

Soit X un espace Polonais muni de sa tribu borélienne A. Il existe ¢ : X — [0, 1]
mesurable injective telle que ¢(X) est un borélien.

Preuve du théoréme. 1l suffit de considérer le cas ou X = [0, 1] (utiliser le lemme).
Pour chaque t € [0,1] N Q il existe une fonction F; : ) +— R B-mesurable telle que

F(Y)=E(1x<|Y) ps.
Notons
B={ye)Y|Fiy) < F(y) pourtouss,t€Qtelsque ) <s<t<1}

Ona B € B, et P(Y € B) = 1) (intersection dénombrable d’ensembles de probabilité
1). Pour y € B et t € [0, 1] on pose
Gily) =1, Gily) = inf F(y).

Pour chaque y € B, t — Gy(y) est une fonction de répartition. Il existe donc
une probabilité v(y, dz) sur [0,1] telle que v(y, [0,t]) = F(y) pour tout ¢ € [0, 1].
Pour y € Y\ B, on pose v(y,dz) = do(dz). Soit C 'ensemble des boréliens A tels
que y — v(y, A) est mesurable et F (14(X)|Y) = v(Y,A) p.s.. C est une classe
monotone et contient la classe des intervalles de la forme [0,¢], pour ¢ € [0,1] N Q,
qui est stable par intersection finie et engendre la tribu borélienne de [0, 1]. Par le
théoreme de la classe monotone C est la tribu borélienne de [0, 1]. O

4.2.3 Risque intégré, loi a posteriori

Revenons maintenant a notre probléme de modélisation bayésienne. Pour que
tout ce qui a été décrit plus haut ait un sens, dorénavant on supposera tacitement
que O est équipée d’une tribu 7T telle que (6, A) — Py(A) soit un noyau de transition.
Dans toute la suite on se donnera aussi (6, X) de loi donnée par 7(df) Ps(dz), (c’est
adire  ~ et X | 0 ~ P; p.s.). Sous ces conditions, on peut définir un risque
intégré.

PROPOSITION 4.19

On suppose que Py(dx) est une probabilité de transition de (©,T) dans (X, .A).
On suppose aussi que q : © — RF est borélienne et que £ : R¥ x RF — R* est
borélienne. Alors pour tout estimateur T' de q(0), la fonction Ry : © — [0, o0
est borélienne.

En particulier, le risque intégré

pr(m) = [ Rr(O)n(d6)

est bien défini et a valeurs dans [0, 400].

Démonstration. L’ensemble des I' € T ® A tels que 'application
0 Ey(1r(0, X))
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soit T-mesurable est une classe monotone. Il contient de plus la classe des pavés de
la forme B x A avec B € T et A € A, stable par intersection finie et qui contient
O x X. Le théoreme de la classe monotone implique donc que pour tout I' € T ® A,
0 — Ep(1r(0, X)) est T-mesurable. On en déduit que, pour toute variable aléatoire
Z : O x X — RT étagée, I'application 6 — FEj(Z(0, X)) est T-mesurable. Pour
toute variable aléatoire Z : © x X — RT mesurable, il existe une suite (Z;) de
fonctions étagées mesurables telle que Z = lim; 1T Z, donc pour tout # € © on
a Ey(Z(0,X)) = limy T Ey(Zr(0,X)), ce qui implique que 6 — Ey(Z(0, X)) est
T-mesurable.

On conclut en remarquant que Rr(0) = Ey (((T, q(9)) et que (6, x) — (T (x), q(0))
est T ® A-mesurable, ]

On peut alors définir proprement le risque bayésien, et ce qu’est un estimateur
bayésien.

DEFINITION 4.20 : RISQUE ET ESTIMATEURS BAYESIENS
Sous les hypotheses précédentes,
p(m) = nf pr(r)

est appelé risque bayésien. Un estimateur 7™ tel que pr«(m) = p(m) est appelé
estimateur bayésien.

On remarque que les risques et estimateurs bayésiens dépendent fortement de la
fonction de perte £, ce que la notation ne traduit pas. Le but maintenant va étre
d’essayer de construire des estimateurs bayésiens de maniere générale, pour cela on
aura besoin de déterminer la loi de 0 | X, aussi appelée loi a posteriori.

Loi a posteriori

DEFINITION 4.21 : LOI A POSTERIORI

Sous les hypotheses faites en début de section, la loi de 6 | X est bien définie
Pg-p.s., et est appelée loi a posteriori. On la notera par convention @ ¢(d6f).

Le calcul effectif de la loi a posteriori peut se faire de deux manieres, suivant que
le modele est dominé ou non. Commencons par le cas dominé.
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THEOREME 4.22 : FORMULE DE BAYES

Supposons que le modéle (X, A, (FPy)geo) est dominé par p (o-finie). Supposons

qu’il existe (0,x) — pg(x) bi-mesurable telle que pour tout 0 € © py = ‘Z—IZ’

p-presque partout. Alors [ p,(X)w(dr) > 0 Pg-p.s. et la loi a posteriori s’écrit

L) = o et

pour tout x € X tel que [gp,(x)m(dT) > 0. Autrement dit pour toute fonction
h:© — RT borélienne

E (h(é) | X') _ Jo h(e)pGN(X)W(dQ) Pg-p.s..

Jo po(X)m(db)

On peut aussi trouver la notation p(z|f) pour les densités du modele.

Démonstration. On commence par remarquer que, si ¢ : X — R est mesurable,
E(6(X)) = [ [ o()p.(x)m(dr)u(dr)
— [ ([ prwymtan)) otwpn(da),

en utilisant Fubini. Notons ¢ : z +— (fg p(z)7(d7)) (qui est bien mesurable). On
remarque alors que X a pour densité g par rapport a u. Comme [y q(z)u(dz) < +oo,
on a alors ¢(z) < +00 p-p.s.. Par ailleurs

P(¢(X) =0) = | a(a)Ly-onldz) = 0,
d’apres ce qui précede. Donc g(X) >0 Pg-p.s..
Pour trouver la loi de 6 | X, on se donne ¢ : X — R* et h: © — RT mesurables.
On a alors

E(6(X(0) = [ x(a0) ([ h(O)0@p(@)u(d))
= [ oy tlatato) [ 102 a0))

S0y

_E (qs(fc)q(}) [ h(9)pe(X)W(d9)> |

On peut vérifier que (z, A) — ﬁ J4po(x)m(dh) est bien un noyau de transition de
(X, A) vers (©,T). Et on a alors

po(X)
Jo pr(X)m(dr)
Ps-ps.. O]

01X ~Qx(do) = m(df),

On peut remarquer que si le modeéle est dominé, alors la loi de 0 | X sera elle

méme dominée par la loi a priori 7. En pratique, on ne calcule ¢(X) qu’en dernier
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ressort : si 'expression po(X)7(dh) fait ressortir une dépendance en @ familiére, on
déduira (¢(X)) de cela.

Ezemple 4.23 : Binomiale/Beta. On se place dans le modele (B(n,0))gejoq], avec
pour loi a priori m ~ [3(a,b), c’est a dire a densité sur |0, 1]

1
B(a,b)

avec a,b > 0, et B(a,b) = (;rgf;)

Ce modele est dominé (par la mesure de comptage sur [0,n]), on peut prendre
comme densité bi-mesurable

ea—l (1 _ (9)1)—1

po() = (") (1 oy

La formule de Bayes donne alors, pour un z tel que Pg({z}) > 0,
Q.(df) = 0" (1 — )" "0* (1 — 0)"* x N(x),

ou N ne dépend pas de 6. Comme (), définit une loi de probabilité, on peut direc-
tement reconnaitre I'expression d'une loi B(a + z,b + n — x), et éventuellement en

déduire N(z) = m (mais ce n’est pas vraiment intéressant). On en déduit

0| X ~pBlat+X,b+n—X),

Ps ps..

Remarque : De tels cas de couples (loi a priori, loi du modele) ot la loi a posteriori
appartient a la méme famille que la loi a priori sont appelés lois conjuguées, et
définissent le cadre "agréable" pour le bayésien (sinon il faut calculer ¢(x)).

Si le modele n’est pas dominé, il faut se référer a 'esprit de la preuve, ou on
essaye de caractériser les espérances conditionnelles comme des intégrations par
rapport a une loi. Pour ce faire, on partira de E(p(X)h(), que T'on essayera de
mettre sous la forme [, Pg(dz) [ v(X,d0)h(6), pour un noyau de transition v. Les
choix acceptables pour ¢ et h sont : (mesurables) positives, L, de type 14, 1g, ou
encore C* a support compact (si on veut jouer avec des dérivations).

FExemple 4.24 : Calcul de la loi a posteriori dans un modéle non dominé. On observe
X = 0e ou 0 €]0,+0c0] et € est une variable aléatoire a valeurs dans {1,2} telle que
P(e =1) = P(e = 2) = 1/2. Le modele correspondant s’écrit
1 1
X =]0,+o0[, A =B(0,+0]), Py =50+ 02, 0 €0, +oo].
On choisit comme loi a priori w(df) = f(0)df ot f est une densité de probabilité

sur |0, +00[. On veut calculer une version de la loi conditionnelle de § sachant X.
Pour h :)0,+00[— R" et g :]0, +00[— R* deux fonctions mesurables, on a

E[h(@)9(0)] = [~ 10O (9(0) +9(26)) do
:;/Omf(e)h(e 9d9+1/°°f9h9 )9(20)d0
:1/“ (6)h(6 d0+4/ F(6/2)h(6/2)g(6)d6
= [ (3 @n0) + 1102102 9(6)d6
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Cela montre que X admet comme densité z — 1 f(z) + 1 f(x/2) (prendre h = 1) et
que

e s (OMX) + 1 F(X/2)h(X/2)
B i) =& (L )
Dongc, puisque g est arbitraire,
i JEORX) + 3 (X /2)h(X/2)
B0 X = S e e

La loi a posteriori est donc donnée par

f(x) %f(x/Q)
@)+ ) T @)+ L)

pour tout z €]0, +-00| tels que f(z) + 3 f(2/2) > 0 (qui correspond a un événement
de probabilité 1 pour la loi de X).

Q-(df) =

Lois a posteriori, risque, et stats exhaustives

Les statistiques exhaustives, on I’a déja vu permettent de "réduire le modele" dans
le cadre des moindres carrés : la Proposition 3.20 montre en effet que les estiamateurs
optimaux au sens des moindres carrés sont a chercher parmi les fonctions de S(X),
ou S est exhaustive. Dans un cadre i.i.d., si par exemple S(X) = X,,, cela permet
de passer d’'un modele n-uplet & un modele & une observation (et de s’épargner du

calcul). On peut généraliser cela a n’importe quelle fonction de perte convexe.
PROPOSITION 4.25

Soit (X, A, (Py)gco) un modéle et S une statistique exhaustive pour 0. On se
donne une fonction de perte £ : RF x R¥ — R* conveze en la deuziéme variable,
et, pour un estimateur T de q(0) € R¥ la fonction de risque associée Ry(6) =
Ey(£(q(0), T(X)). ]

SiT est un estimateur de q(0), alors il existe un estimateur T'(S(X)) meilleur
que T

Démonstration. Comme dans la Proposition 3.20, T(S(X)) = Es(T(X) | S(X)) est
meilleur que 7. O

Attention, la fonction de perte ne sera pas toujours convexe, par exemple pour
les problemes de tests ot £(q(6),T(X)) = Lr(x)zqe)- Le résultat général va rester
vrai si on considére les estimateurs randomisés (on 'a déja plus ou moins montré
avec le test de Neyman-Pearson randomisé).

Dans le cadre bayésien, peu importe la fonction de perte, la loi de 8 | X sera
toujours égale & celle de @ | S(X), justifiant la réduction de modele dans tous les
cas de figure.
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PROPOSITION 4.26

Si (X, A, (Py)oco) est un modéle, et T : X — Y est exhaustive pour ce modéle.
Alors, pour toute loi a priori m sur ©,

01X ~ 0T (X).

Démonstration. Dans un cadre dominé par p on peut trouver une fonction py(z)
bi-mesurable telle que py = dd% p-presque partout et pp(z) se met sous la forme

po(z) = g(x)he(T(z)),

ou g est une fonction mesurable positive, et h (.) est bi-mesurable positive. Dans ce
cas, le théoreme de Bayes nous indique que la loi a posteriori est donnée par

o)) ho(T(&))
Jo gt e (TGN~ T (T G)(ar)
)

pour z € X tel que g(z) [g h-(z)m(dT) > 0. D’un autre coté, si f: © x Y — RT est
mesurable, on peut écrire

Qa(dO) =

E(f(6,T(X)) = E (E (£(6,T(X)) | ))
_ ho(T(X) (0. T(X)) _
=5 (L )

Donc § | T(X) ~ Qx(df) p.p..
Dans le cadre général, par définition de I'exhaustivité on a, pour toute fonction
¢: X — RT,

E(o(X) | (T(X),0)) = 95(X) = E(6(X) | (X)), (4.2)

ou gs : X = R est mesurable. Sachant cela, si f: © — R* et h: X — RT sont
deux fonctions mesurables, on a

E(f(0)h(X)) =

d’apres (4.2), avec gh(T(X)) = E(h(X X) | T(X X)). On en déduit que E(f(9) | T(X)) =
E(f(A) | X), et donc que 0 | X ~ 0 | T(X) P-p.s.. O

Remarque : On a aussi I'implication inverse : on peut montrer que si g | X~ e~
T(X), pour toute loi a priori sur O, alors 7" est exhaustive. Voyons sur un exemple
I'utilité de I'exhaustivité.

Exemple 4.27 : Echantillon Gaussien dans RF.
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On observe n vecteurs gaussiens & valeurs dans R”, i.i.d., tous de loi N'(6,031},)
ot = (0y,...,0;) € R* est inconnu (62 > 0 est connu). On prend comme loi & priori
Ty = N(Og, vl}) ott v > 0. On remarque qu’on peut écrire X; = 0 +¢;, 1 < i < n,
ol les ¢; sont des vecteurs aléatoires i.i.d. de loi N'(0Oy,021;) et 0,e1,...,e, sont
indépendants.

On veut déterminer la loi a posteriori 6 | Xi,. .., X,.

Approche brutale : Le modele étant dominé par Ly, on peut passer par la formule
de Bayes.
On peut aussi passer par une approche "vecteur Gaussien' : le vecteur

(Bur.o B X KE XL LKD)

étant un vecteur gaussien, on sait que § — E(f | Xy.,) est un vecteur Gaussien
indépendant de X;.,. Par ailleurs, on sait aussi que E(é | X1.n) est la projection de
0 sur lespace engendré par Xi., au sens Ly(P).

Pour ¢ € {1,...,k} notons 6, la projection orthogonale dans L?(P) de 6§, sur le
sous-espace vectoriel engendré par 1 et les Xf ,1<i<n, 1<p<k. 0, est de la
forme

0, = by + Z Z Bi(¢,p) X! avec b, € R, B;(¢{,p) € R

1=1 k=1

et est caractérisé par
E (6, —0) =0, E((6,—0)X")=0,1<i<n 1<p<k
6 — 0 étant un vecteur Gaussien indépendant de (Xl, e ,Xn), on en déduit que

0 | X, . X, ~N (5, K) ou K est la matrice de covariance de 6 — 6.
Calculons b € R* et les matrices B;. On peut écrire

et on a

E(6—-6)=0, E(6-6)X)=01<i<n

Tout d’abord, comme E(f) = 0, on en déduit que b = 0. Il vient

Dong, pour i € {1,...,n},
(5 0) X7 = (-3 (57 + 7)) = ((Ik_zgj) a_szgj) (<),

Comme E (9~sz> = 0 pour tout j et E (Eisz) = 0 pour tous j # i, on obtient
B( (- 0) X7) = (Ik ¥ Bj) B (667) — BE (=<7).
J
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(Ik -y Bj) vl — Biogl, = 0.
J

En sommant par rapport a ¢ on obtient

n (Ik — ZBj) vly — > Bjogl, =0,
J

J
soit
Z Bj = ———=1.
Cnu+ o}
Donc pour tout 7 on a
nv
1 — ——— | vl — Bio2l, =0,
< nv + O’%) F 07k
v

Bi=—" 1.
n+ o2 "

Autrement dit
- nv 1 Z”:
v+ o2 ot n =

(6-8) (9-0)"). Puisque

- ~ 1"
9-9:(1-%)9 ne_-
nv + o n’u+<70n_

2 2 2
nv nv (o) ogv
K= (1 — 2) vl + (2> 2L =—221
nv + o; nv + o n nv + og

En conclusion, la loi a posteriori de 6 sachant X est

Calculons maintenant K = E

7N

il vient

Approche a I’économie : On recherche une statistique exhaustive. Pour xy., €
(R*¥)", et @ € R, Py a pour densité

On en déduit que S(X;.,,) = X, est exhaustive, sous Py, X, ~ N (6, %Ik), et on

peut alors se ramener au modele (R*, B(R¥), A/(0, %31- %)) (soit une seule observation).
Pour ce modele, la formule de Bayes donne (en notant o2 = o2 /n),

~ o2~ 52z 10—z 2
2 o2
Q. (df) xe * 200

—1

-z (4+)

In on

1(1 1
Ase3)

xX e

2
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pour z € R¥ (on a g(z) > 0 pour tout z € R*, car X ~ N(0, (62 + v)I;)). On en
déduit que

~ ~ ~ ~ ~ 2
e\lerveanNN( Y X “”“),

2 2
v+o; v+ oy

soit la formule précédente.

4.3 Calcul d’estimateurs et risques bayésiens

Le but est de minimiser en 7' le risque intégré
o) = [ Be(O)n(dd) = Et(q(0). T(X)).

Or, pour un estimateur 7' de ¢(6), on peut écrire

El(¢(9), T(X)) = E (E (£(a(0), T(X)) | X)),

la quantité E (ﬁ(q(é),T(f()) | X) étant appelée risque a posteriori de T. Comme
cette quantité ne dépend que de la loi a posteriori (que I'on connait), on peut étre
tenté de la minimiser.

THEOREME 4.28

Si T(X) € argminyeps E (K(q(é),y) | X) P p.s., alors T est bayésien. Si ce
minimiseur est unique sur A tel que Pg(A) > 0, alors tout estimateur bayésien
T" coincide avec T sur A, Pg p.s..

On remarque que ce Théoreme comporte une hypothese implicite : le minimum
de E (E(q(&), y) | X) doit étre atteint. La preuve est évidente.

Démonstration. Sous réserve que ce minimum existe, notons 7" un tel estimateur.
Pour un autre candidat estimateur S, on a

E (£(q(0), S(X))) =E (E (¢(g(0), S(X)) | X)) > E (E (¢(g(6), T(X)) | X)) = pr(7)-

Dans le cas ou le minimiseur est unique sur A et 7" est un autre estimateur bayésien,
on a alors forcément {z | [o €(q(0),T"(x))Q.(df) > [o€(q(0),T(x))Q,(dO)} N A est
de Pz mesure nulle. Par unicité du minimum sur A, on en déduit 7"(X) = T'(X)
(toujours Pg p.s.) sur A. O

Dans la plupart des cas standard, ce minimum sera atteint (fonction de perte

propre, espace de parametres cible compact, etc.). On présente deux cas d’école.

4.3.1 Perte quadratique

Ici la perte considérée est £(y1, y2) = ||y1 —y2||%, pour y1, yo € R¥. Dans ce cas, les
estimateurs bayésiens prennent un forme simple : ce sont les moyennes a posteriori.
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PROPOSITION 4.29
S’il existe un estimateur S tel que pg(m) < 400, alors
Ty(X) =E (q(6) | X)

est bien défini, bayésien, et tout estimateur bayésien coincide avec lui Pg p.s..

On peut remarquer que s'il n’existe aucun estimateur S tel que pg(m) < 400,
alors tout estimateur est bayésien (cas stupide).

Démonstration. Soit S un estimateur vérifiant pg(m) < +oo. Alors son risque a
posteriori est fini presque-surement, c¢’est a dire

E([S(X) = q(0)|* | X) < +00  Px pss.

E (||S(X) - q(0)|* | X) > ;E (@) | X) = [1S(X)]>

On en déduit E ([lg(0)|> | X) < 400 Pg p.s.. Donc Th(X) = E(q(f) | X) existe Py
p-s., et est 'unique minimiseur de

E(lly—q(0]* | X) .
Le Théoreme 4.28 s’applique donc. O]

Ezemple 4.30 : Echantillon Gaussien (suite). Dans le modele (0, 021;)®" étudié

précédemment, avec  ~ N (O, I), on a E(||0]|?) = kv < +oo, et donc l'unique
estimateur bayésien (au sens Pg) est
. w3

WX = s s

Son risque bayésien est alors

E|5,(%) -4 = E (E (HTb(f() I X))

kodv

nv+ o3

Cet exemple illustre bien deux concepts et techniques propres au bayésien. Pre-
mierement, d’un point de vue intuitif, ’estimateur bayésien va intégrer une "connais-
sance a priori" sur le parametre, ici on s’attend a ce que le parametre soit proche
de 0 a priori, plus ou moins fortement en fonction de v. L’estimateur bayésien va
alors réaliser une interpolation entre estimateur fréquentiste X,, et 'information a
priori, se traduisant en

Ty(X) = aX, + (1—a)x0.

nv
m)+ag

(v) et poids des observations (n).

Le parametre a = traduit un mélange entre poids de l'information a priori
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— Siv << % Pinformation a priori sur § 'emporte et T} tend vers 0 (estimateur
limite ou 11 n’y a que de l'information a priori).

— Sin >> o%/v, alors ce sont les observations qui I’emportent sur I’ a priori,
Destimateur limite est dans ce cas X,,, estimateur fréquentiste.

D’un point de vue plus technique, le calcul du risque bayésien se fait généralement
en calculant le plus facile entre E(¢(q(6), Tp(X )) | X) et E(¢(q(6), Ty(X)) | 6), puis en
intégrant (par rapport a la loi de X ou celle de 0) Dans le cas du risque quadratique,
E(0(q(A), T,(X)) | X) est la variance a posteriori et est souvent facilement calculable.

Concluons en remarquant qu’il n’est pas nécessaire que E(||¢(6)]|? soit fini pour
que le risque bayésien quadratique le soit, par exemple dans le cas suivant.

Ezemple 4.31. On observe X =60+ ¢ ou & ~ N(0,1) et 6 € R. On prend comme loi
a priori la loi de Cauchy standard (de densité 6 — - +92 ). On veut estimer 6. Le
risque quadratique de l'estimateur T'(z) = x s’écrit RT(H) = 1 pour tout 0 € O et

donc pr(m) = 1. Par le théoréme de Bayes on a

£ (7] ) - 0P (X072 s
- Jeexp (—(X = 0)2/2) Lo

< P-S.,

et par conséquent

JgOexp (—(x — 0)%/2) 1+192 de
Jeoxp (—(o — 0)°/2) 1y

S(z) =

est bayésien.

4.3.2 Test bayésien
On considere deux hypotheses statistiques Hy C © et H; C O telles que
©=HyUH,, HoyNH =0, Hy#=0, H #=0.
Le probleme de test associé correspond a I’estimation de
q(0) = 1u,(0),

pour la fonction de perte (de classification)

4 (T7 Q(e)) - ILT;éq(@)-

Le risque d’un test T' (i.e. un estimateur de ¢(6)) s’écrit
By(0) = Py (T # q(0)) = Py (6 ¢ Hr).

Le risque intégré de T' s’écrit

pr(m) =P (0 ¢ Hyx)) =1-P(0 € Hyg)) -

Ce cadre est différent de celui du probleme de test classique : on ne cherche pas a
controler 'erreur de premiere espece mais bien la probabilité de se tromper au total.
Les hypotheses redeviennent symétriques ici, ¢’est plutot un probleme de classifica-
tion.

Dans notre cadre bayésien, on déduit le résultat suivant :
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PROPOSITION 4.32
T est bayésien si et seulement si

T(X) € argmazicio,1} P (67 € H; | X) Pg-p.s.,
c’est a dire si Pg-p.s. on a

T(X)=1 sur {P(0cH |X)>P@0¢cH|X)},

T(X)=0 sur {P(0€H |X)<P@eH|X)}.

Démonstration. On a

arg min E (E(q(é),y) | X) =argminy € {0, 1}P (é ¢ H, | X)

ye{0,1}

est bien défini P; presque siirement par

arg max P(éGHﬂX),

te{0,1}

et est unique lorsque P (é € Hy | X) NP (9~ € Hy | X’) < % On peut alors appliquer
le Théoreme 4.28. O

Le test bayésien choisira donc I’hypotheése de masse la plus importante a poste-
riori (ce qui semble assez naturel). Dans le cas d'un modele dominé on peut s’épar-
gner le calcul des masses a posteriori.

PROPOSITION 4.33
Supposons que le modéle (X, A, (FPy)geo) est dominé par p (o-finie). Supposons

qu’il existe (0,x) — pe(x) bi-mesurable telle que pour tout § € © py = dd—]ff
p-presque partout. Alors un test T de la forme

T(x) = ]1fHl po()m(d0)> [, po(e)(ds) pour x tel que q(z) > 0,

est bayésien.

Démonstration. Comme [ Q.(df) < [y, Q.(df) équivaut a

/H po(a)e(dd) > [ po(x)r(dn)

d’apres la formule de Bayes, c’est évident. n

FEzemple 4.34. On observe X ~ N (A1) ou 6§ € R. On considere les hypotheses
Hy = {0} et H; = R*. 1l est important de choisir une loi a priori 7 telle que
7(Hpy) > 0 sinon aurait P(6 € Hy | X) = 0 P-p.s. et le test bayésien consisterait a
toujours choisir H;. On considére comme loi a priori

T =qd + (1 — q)N(0,v),
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ou q €]0,1[ et v > 0 (modele Gaussien infatué en 0). Le modele est dominé par la
mesure de Lebesgue et on a py(z) = (27)" /2 exp (—%(x — 9)2). D’une part

/H pol)m(d0)
=(-q9 2;\/5 exp (—;(w —0)* — 21vx2> d

zlw_f— exp (‘155 (1= 1/(1/v+ 1>>> [ exp (—;ﬂ/v +1) (0 —/(1/v+ 1))2) do

\/g\;vqT exp (—1x /(v + 1)) :

D’autre part

/Ho po(x)m(dO) = (]\/12_7T exp(—;x2).

Donc

/1{1 po(x)m(dl) > /Hope(x)ﬁ(de)

1—¢ 1 1 1,
\/ﬂ\/ﬁ ( /(U+1)> \/ﬂexp(—§x)

145 v q 1
& - > log | —— —log(1 .
2" vt 1 Og(l—q>+2 og(1 +v)

En conclusion, si log (%q) + 3log(1 4+ v) < 0 alors T = 1g est bayésien et si
log (1%(1) + 5 log(1 4 v) > 0, le test

T(.T) - IL\ |>2erl (log( )—1— 10g(1+v)) 1/2

est bayésien.

4.4 Utilisation en théorie minimax

Méme sans adhérer au paradigme bayésien, les estimateurs bayésiens peuvent étre
utiles. Quoique structurellement biaisés, dans certaines situations ils sont meilleurs
que les estimateurs de type max de vraisemblance (cf exemple plus bas). Ils peuvent
aussi étre approchés en pratique via simulation, dans certains cas ou les estima-
teurs "fréquentistes" ne sont pas calculables. Bref, ¢’est une gamme d’estimateurs
relativement classiques qu’il faut avoir en téte.

Meéme dans un cadre fréquentiste, la théorie bayésienne présente un intérét : celui
de donner une borne inférieure sur les vitesses minimax. En effet, pour peu qu’elles
ait du sens, on aura toujours la série d’inégalités suivantes

inf sup Ry (0) > inf pr(7) = p(7),
T ¢ T

et ce pour n’importe quelle loi a priori. Le but va étre alors de trouver des lois a
priori "les moins favorables" pour attester de 'optimalité d’un estimateur donné, au
sens minimax.
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THEOREME 4.35 : HODGES ET LEHMANN

Pour tout k € N*, soit m, une loi a priori et soit T, un estimateur bayésien
relativement a m. St T est un estimateur tel que

Ry~ < limsup pr, (7x),
k

alors T™ est minimax.

Démonstration. Soit T un estimateur de ¢(#). On a
By > [ Re(0)mi(db),
e

et Jo Rr(0)mp(dO) > pr, (mx) car Tj, est bayésien. Donc supgeg Rr(0) > limsupy, pr, (7x) >
Ry (6p) pour tout 6y € © par hypothese. On en déduit que Ry > Ry-. m

Ezxemple 4.36 : Optimalité de UEMYV dans le modéle poissonien.

On considére le modele P(0)®", ou § > 0. On vérifie que c’est un modele
exponentiel dominé par la mesure de comptage sur N" de statistique exhaustive
S(X) =", X,;. Calculons Ogyy.

— SiS(z) =" 2 >0, £,(0) o< —nb + S(x)log(0), et Opppy (x) = Zy.

— Si S(x) = 0, alors £,(f) < —nf, et, avec un léger abus, on note toujours
Opnmy = Z, (quitte a se placer sur [0, 400], naturel en considérant P(0) ~ do,
et pas grave de toutes fagons car Pp(S(X) = 0) = e si 6 > 0).

Au sens du risque quadratique, on a

Q)ZE‘9<X”_@)2:M:Q_

éE]WV< n n

On en déduit

Opvv F00.

Pour éviter ces +o00, on peut considérer la fonction de perte un peu tordue

0y, 0)= WO _99)2,

et le risque L qui y est associé. Au sens de ce risque, on a

- 1

Oparv — ﬁ
_ 1
I.(0) = . O0pnv atteint donc la borne de Cramer-Rao (Théoreme 3.14), et est donc
optimal parmi les estimateurs sans biais (efficace).

On peut vérifier que l'information de Fisher de ce modele vaut 1(6) et donc

Regardons maintenant ’optimalité de Oz du point de vue minimax. Pour cela,
on se donne la loi a priori

0 ~ v(a,b),

98



avec a,b > 0. En se rappelant que S est exhaustive, on se ramene au modele X |
0 ~ P(nh). Le modele étant dominé par la mesure de comptage, la formule de Bayes
s’applique, et on a

Q;p(de) x 9(1—&—:ﬂ—16—(l7—|—n)97

pour z > 0. On en déduit que X | @ ~ v(a + X,b+n). Un peu de calcul sur les loi
v avant de poursuivre. Si a > 0, E(v(a, b)) existe et vaut

u'e M ——du = ——= = —

o) [(a) betl T(a) b

/+°° o —pu U° Fla+1) b a

Sia> 1, E(y(a,b)™") existe, et vaut

+o0 b a—1) bv° b
a—2 _—bu
du = = :
/0 SO T@™T T Tl a1
Par ailleurs, Var(y(a,b) = % Pour le risque quadratique, E(A% | X) < 400, les
estimateurs bayésiens sont donc de la forme
- ~ o a+ X

Ta(X) =E@] %) = S

Pg-p.s. Plutot que de calculer le risque a posteriori, on peut toujours minorer

no
RTb,l(Q) Z Val"e(Tb,l) Z (b+ n)QJ
ce dont on déduit
p((a,b)) > " — oo,

~ b(b+n)? =0

Et éEMV est minimax au sens quadratique (ce qui est un peu stupide).
Pour ce qui est du risque ajusté L, essayons de trouver un estimateur bayésien.
On prend @ > 1. Comme E(6~! | X)) < +o0o dans ce cas, on peut écrire, pour y > 0,

E((y,0) | X) =y*E(6" | X)) =2y + E(6 | X),
qui est minimal en
- ~ ~ -1
Tha(X) = (E(07' | X)))
uniquement, Pg-p.s.. Le risque a posteriori de T s’écrit

E ((Tho(X),0) | X) =E(@ | X) - (E@ | X))
a+X a+X-—-1

" b+n  b+n
B 1
Cb+n’
Pg-p.s.. On en déduit
1 1 -
p(7(a7b>> = b+n a)} E = LéEMV’
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et éE My est minimax au sens de la perte ajustée /.

Exemple 4.37 : Binomiale/Beta. Dans le modele (B(n,))scjo,1, dominé par la me-

sure de comptage et par ailleurs exponentiel, on a déja vu que on pouvait définir
X

QEMV =
n

quitte a sortir de © lorsque X = 0 ou X = n. Son risque quadratique s’écrit

X 0
RéEMV = Vary (n) = Wn

On peut aussi vérifier que l'information de Fisher de ce modele est donnée par
1(0) = ﬁ, et donc que Oy est efficace au sens de la borne de Cramer-Rao. Au
sens minimax, on a

_ 1

Opnvv %
Dans un cadre bayésien, considérons la loi a priori donnée par m ~ ((a,b), ou
a,b > 0. Un peu de calcul donne

el —w)t  B(a+1,b)
B0 =, Zan "

~ Tla+1)I'(b) I'(a+ b) a

Fa+b+1)T(a)T'(D) a+b
Le modele étant dominé, la formule de Bayes donne
Qu(dB) ox 91 (1 — )L,
pour z € {0,...,n}. On en déduit
0| X ~B(a+X,b+n—X).

Comme ||f(a + X,b+n — X)|o < +infty Pg-p.s., les estimateurs bayésiens (au
sens quadratique) sont donnés par

a—i—f(

T(X)=E(f|X) = ——
D=5 1%) =
Pg-p.s., ce dont on peut déduire, pour 6 €]0, 1],

(a—(a+b)0)*>  nb(1—0)
(b+mn)? (b+n+a)?

RTb (9) =

En choisissant a = b = /n/2, il vient

1
RTb(H) = m7

ce dont on déduit deux choses :

— Ty(X) = XT:;‘/\%Q est minimax, avec

= 1
A e
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— Comme RéEMV < Ry, Oppy n'est pas minimax.

On remarque que le pire des cas pour 'estimateur Oparv est 0 autour de 1 /2. Les-
timateur bayésien T}, tend a corriger le tir en intégrant une information a priori de
type "0 proche de 1/2", de maniére a contrebalancer les mauvaises performances re-
latives de Oy dans cette zone. Les zones "0 proches du bord" donnent des risques
négligeables devant la zone du milieu, donc au sens minimax on ne perd pas grand
chose a détériorer les performances sur ces zones en intégrant de l'information a
priori favorisant le milieu.

L’approche bayésienne permet donc d’évaluer les performances d’estimateurs
d’un point de vue minimax. Dans les modeles simples comme ci-dessus, les risques
bayésiens sont explicitement calculables. Dans des cas plus compliqués, diverses tech-
niques de minoration des risques minimax existent (Lecam, Assouad, Fano-Birgé,
etc.), toutes basées sur des approches bayésiennes néanmoins. Citons par exemple
le Lemme de Le Cam.

THEOREME 4.38 : LEMME DE LE CAM

Soit (X, A, (Py)gco un modéle statistique, q : © — E un paramétre da estimer
dans un espace métrique (E,d), et {(x,y) = d(z,y) la fonction de perte associée
d la métrique dans E. Soient 6y # 601 € ©. On a alors

—_

inf Ry > id(qwo), q(01))(1 — drv (Pay, Po,)-

Avant de prouver ce résultat, on remarque que le choix de 6y et 6, est libre. Pour
se ramener a la borne la plus fine possible, il convient de choisir 8y et 8; de sorte
que Py, et Py, soient les plus proches possibles en termes de distance en variation
totale, et tels que
d(q(6o),q(61)) soit le plus large possible. Par ailleurs, on peut assouplir un peu la
condition sur £ : si la condition de symétrie n’est pas vérifiée,

U(q(61),4(6:)) = ; (£(q(61), 4(02)) + £(q(f2), ¢(61))) ,

est elle symétrique, de sorte que si ¢ satisfait les inégalités triangulaires, ¢ est une
pseudo-distance. On peut en déduire une borne sur le risque minimax pour ¢ via une
borne pour celui associé a ¢ (le résultat marche encore pour les pseudo-distances).

Démonstration. Toute 1'idée est de se ramener a un probleme de test bayésien entre
les deux hypotheses Hy : 6 = 0y, Hy : 6 = 6;. On peut commencer par écrire, pour
un estimateur 7" de ¢(0),

sup Rr(0) > sup Rp(0),
[<C) 96{90,91}

de sorte que I'on peut ramener le modele & © = {6y, 6,1}, qui est toujours dominé
(par (Pg, + Py, )/2 par exemple). Prenons la loi a priori m ~ 1 (dg, + dg, ). Supposons
PO € Hy | X) > 1/2. On a alors, pour un estimateur 7', en remarquant que
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d(y, q(6o)) + d(y, q(61)) = d(q(bb),q(61)),
E (d(T(X,q(0) | X) = d(y, q(61))P (6 € H, | ) +d(y, q(60))P (6 € Hy | X)
> (A(T(X), q(0)) + d(T(X),q(6:))) P (6 € Hy | X)
+d(T(X), q(60)) (P (0 € Hy \ X) P(0 € Hy| X))
> d(q(6o,q(01)) (6 € Ho | X).
On en déduit
p(m) > d(q(6o, 9(01))E (P (6 € H | X) AP (6 € Hy | X))

Par ailleurs, E (IP’ <§ € H | X’) AP (é € Hy | X’)) étant le risque bayésien du pro-
bleme de test, on a

E(P(6cH |X)AP(6€H|X)) :irTlf;(Pgo(Tzl)—Pgl(T:O))
@—gmw@—%mmo

(1 - dTV(P907 P91))

N)\}—t N | —

]

Cette inégalité est utilisée en pratique sur des n-échantillons. Pour cela, on a
besoin de quelques outils techniques.

LEMME 4.39

Soient Py et P, dominées par i, de densités respectives py et p1. On a alors

rv (P ) = 5 [ o) = pu(a)latde) = 1= [ pola) A (e)p(ae).
On en déduit

dTv(PO®n, P1®n) S ndTV(Pa Q)

Démonstration. Sans perte de généralité on suppose que p est de proba. Pour A C A,
on peut écrire

Pu(A) = Po(A) = [ (1) = po()) La(w)u(da),

qui est maximal pour A = {p; > po}. On a alors

dry (Po, P1) = /(Pl — po)+(7)pu(dr).

1 = o) (@uldz) + [ (o = po)-(x)(dz) = [ Ip = pol (@)p(d)
J 1= po)s(@tdr) = [ (o = po)-()p(de),
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ce dont on déduit les deux égalités. L’inégalité vient de

dry (P PE") = 1= [ (pol) A pa(@)"nlde)

<1 ([ pola) Apr(e)plda))”
<1—01—=drv(Fo, P))"
S TldTv(PO,Pl).

O

On peut avoir un peu mieux que ndry (FPy, P1) comme majorant. Pour cela on va
devoir introduire une nouvelle distance, la distance de Hellinger.

DEFINITION 4.40 : DISTANCE DE HELLINGER

Soient Py et P, dominées par pu, de densités respectives pg et p;. La distance de
Hellinger dy (Fy, Py) est définie par

An(Po. P = 5 [ (V5 = Vi @futde) =1 = [ (i),

le terme

p(FPo, Pr) = /X \/pop1 () p(dz)

étant appelé affinité de Hellinger.

On a immédiatement que d%(Py, P) < dpy (Py, Py) (via v/a—+vb < v/a — b). Par
ailleurs, 'affinité de Hellinger passe bien au produit, ¢’est a dire qu'on a de maniere
évidente

p(P(;Xma P1®n) = p<P07 Pl)n'

On peut relier distance de Hellinger et en variation totale pour les lois produit
comme suit.

THEOREME 4.41
Soient Py et P, dominées par i, de densités respectives py et p1. On a alors
1 2n
dry (P, PP") <12 (1= d} (R, P)) .
On en déduit

1 n
dpy (Pg", PP") <1 — 1(1 _dTV(PmPl))Q

Démonstration. Partons de l'affinité p(Py™, PP™). En posant A = {p} > pp}, il
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vient

p(PE™, PPy = [ \ob(@)ph (@) La(e)u(de) + [ \/oi(@)pt (2) Lac () (d2)

<\ [l [ 5@+ oLt | i)

<2 [ o) At

< 21— dpy (BZ", PE™).

Par ailleurs,
p(PO®n7P1®n> = p(P(J?Pl)n = (1 - d%I(P()?Pl))nJ

ce dont on déduit la premiere inégalité. La deuxieme inégalité est immédiate via
dpy (Po, Pr) < d3(Po, P1). L

Avec ces deux ingrédients (Lemme de Le Cam et Théoreme 4.41), on peut re-
trouve beaucoup de bornes inférieures pour les risques minimax, du moins en terme
de dépendance en n (taille de I’échantillon). On peut aussi s’en servir pour montrer
la "nécessité" de se restreindre a des modeles pas trop gros (par exemple paramé-
triques) : du point de vue minimax, un modele trop gros entrainera "l'inconsistance
uniforme", c’est a dire un risque minimax ne convergeant pas vers 0 avec la taille de
I’échantillon.

PROPOSITION 4.42 : INCONSISTANCE DE L’ESTIMATION DE SUPPORT

Soit © ’ensemble des lois de probabilités sur R, et, pour § € ©, on pose Py = 0.
On s’intéresse a l'estimation du support, c’est a dire q(0) = Supp(0), en distance
de Hausdorff. On a alors

lim inf infsup Eydy (T, Supp(d)) = +o0.
0

n—+oco T

Cela traduit le principe général suivant : le risque minimax étant un risque
uniforme sur une classe, choisir une classe trop grosse ne permet pas d’avoir des
garanties uniformes convergeant vers 0 avec la taille de ’échantillon (on retrouvera
ce principe avec le No-Free Lunch Theorem).

Démonstration. On choisit Py = dg, et P, = adyg + (1 — a)dy, ou N est grand et
a > 1/2. On a du(Supp(Fp), Supp(Py)) = N. Par ailleurs, dgy (Fy, P1) = 1 — a. Du
Lemme de Le Cam on déduit

1
inf sup 53 (4 (T, Supp(0)) > N (1 = doy (P, PF™)
0
1
2 §N<1 — ndTv(Po, Pl))
1
> §N(1 —n(l —a))
en utilisant la borne sous-optimale du Lemme 4.39. En prenant 1 — a = i, on
obtient
: N
inf sup Ey (du (T, Supp(d)) > —,
T ¢ 4
d’ou le résultat en faisant tendre N vers 4o0. O]
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4.4.1 L’estimateur par moindre carrés est minimax

On a vu dans le Chapitre 2.3.1 que, dans le modele Y = X6 + ¢, avec (X X)
inversible, paramétré par § € R* et ¢ = (¢1,...,&,)7 vecteur d’erreurs i.i.d. centrés

A

et de variance o2, l'estimateur par moindre carrés g vérifie

sup 10,5 — 0> = > Tr((XTX)™1),

€1,

ol le supremum en ¢ est pris sur ’ensemble des lois d’erreurs centrées et de variances
02 (c’est donc un modele non paramétrique).

On va montrer que 'estimateur par moindre carrés est optimal sur cette classe
au sens minimax, c’est a dire

irTlfsup 1T(X) —0))* > *Tr((XTX)™1).
9

€1,

On peut se restreindre au modele Gaussien : en effet

inf sup [T(X) — 0 > inf ~ sup_[|IT(X) — ]
6

61,9 81NN(0,0’2),

Pour ce modele Y = X6 + ¢, e ~ N(0,0%1,), cherchons une statistique exhaustive.
Le modele est dominé par L£,,, de densité

Po(Y1m) X o~ llv—X0]1%/2

o (BXTY) 61272
On en déduit que XTY est exhaustive. Sous Py, on a
XTY ~ N (X7X0,0*(XTX)).

Comme X7 X est symétrique et inversible, on peut écrire X7 X = UDUT, ou U est
1
orthogonale et D diagonale strictement positive. En notant Q = D=2U7, on a

QXTY ~ N (Q70,0°1) .

En reparamétrant ce dernier modeéle par 7 = ', on se raméne au probléme
d’estimation de Q)7 pour le risque quadratique dans le modele Gaussien
N (7’, o’ k) .

Posons comme loi a priori 7 ~ N (0, vI;). On a vu précédemment que

2
%|Y~N< . lek>.

v+02 v+ o2

Comme E(||7||?) < 400, I'estimateur bayésien est

Ty(Y) = (E(q(7) | V)
= QE(7 | V)

- QY.

v+ o2
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Le risque a posteriori s’écrit

I o2v T
Tr(Var(Q7 | Y)) = U+02Tr(QQ )
O'2U
= Tr(D™!
v+ o2 it )
o2v
= Tr(XTX)™ Y.
DT o r(( )7)
On a alors
lim p(m,) = lim v Tr((XT X)) = o Tr((XT X))
'U%Jroop v vﬁ+oov_|_0-2 :

On en déduit que 0,5 est minimax optimal sur le modele Y = X0 + ¢, les ¢; étant
i.i.d. de moyenne nulle et variance o2.

Compléments : c¢6té computationnel friendly ?
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Chapitre 5

Quelques enjeux de la statistique
paramétrique moderne

Sans forcément parler de "big data', on va illustrer quelques problémes ren-
contrés lorsque la dimension et/ou la taille d’échantillon est trop grande pour que
Iestimation paramétrique classique fonctionne, et fournir quelques solutions théo-
riques. Pour rester simple, on se restreindra au cadre de la régression paramétrique,
c’est a dire aux modeles

Y = X0 +e¢,
ot # € RF ¢ = (51);[:1” i.i.d. centrés de variance o®. On s’intéressera aux pertes
en prédiction : | X (6 — )| principalement (la perte |0 — 0|2 sera appelée perte en
estimation). On peut aussi trouver appellation "Mean Squared Error" (MSE) pour

le risque en prédiction. Pour étre un peu plus précis || X (0 —0)||? correspond a l'excés

de risque en prédiction (risque en 6 moins risque en 6).

5.1 Problémes liés a la dimension

5.1.1 Estimation Ridge

En termes de prédiction, on a vu que le risque optimal pour le probléeme de
régression était

inf sup Ey|| X (6 — 0)[|*> = ko?,

b 0
dans le cas ot XTX est inversible. Si XTX n’est plus supposée inversible (par
exemple pour k£ > n, la borne inférieure ne bouge pas : on a vu qu’on pouvait

ramener ce probleme au probleme d’estimation de la moyenne d’un vecteur Gaussien
de dimension celle engendrée par les colonnes de X. On a alors immédiatement

inf sup E|| X (8 — 0)|* > ro?,
o 0
ou r est le rang de X. On peut trouver un estimateur de type moindre carrés qui

atteint cette borne. Pour cela, on prend l'inverse de Moore-Penrose de H = X7 X,
défini par

H' = QDiag(((1:) " Luz0 + 01p=0))i=1,..6Q"
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si H = QDiag((@i)i=1...x)Q" est la décomposition spectrale de H. On peut alors
définir un estimateur par moindre carrés "minimal" par

0. = HI XY,

de telle sorte que X O, soit la projection orthogonale de Y sur l'espace engen-
dré par les colonnes de X, V(X). Par ailleurs, Ors est le u de plus petite norme
vérifiant Xu = 7y (x)Y. De maniére immédiate, pour n'importe quel u vérifiant
Xu = my(x)Y, on a, pour le risque en prédiction

Ey(| X (u—0)[*) = ro?
de sorte que la borne inférieure est atteinte. Si » < k£ on a vu que vouloir estimer ¢
est chimérique.
Si on ne veut pas passer par l'inversion de Moore-Penrose, une solution (tres

utilisée en pratique) est de biaiser légerement le probléme, en introduisant un terme
de régularisation au probleme a minimiser. On va maintenant rechercher

éridge € argmin ||Y — Xul|* + \ul?,

c’est & dire un estimateur des moindres carrés pénalisés (ou régularisés). Si le terme

de régularisation est en norme 2, de type M||u||?, on parle d’estimateur ridge.
L’estimateur ridge est déterminé de maniére unique par I’annulation du gradient

du risque empirique pénalisé (maintenant strictement convexe). De fait, en notant

H(\) = H + M, on
Vo (IIY = Xu|? + A|u|l®) = 2(H + M)u — 2X7Y,
et donc
Origge = HON) ' XTY.

Remarque : En pratique, on peut éviter I'inversion de H(\) (cotteux si k >> n)
et se ramener & une inversion de matrice du type (I, + A™' X X7T)™1) (via I'identité
de Woodbury) : en effet

(XTX +AL)XT = XT(XXT + \I,),
ce dont on peut déduire
XT((XXT+ ML) H=XTH)\)!

en multipliant a droite et a gauche par les inverses. Cela justifie I'intérét des mé-
thodes ridge en grande dimension.

On peut aussi calculer explicitement son risque en prédiction. Dans toute la suite,
on décomposera H suivant

H = QDiag((1i)i1,..1)Q" - (5.1)
PROPOSITION 5.1
En notant B; = (Q*0);, pouri € {1,...,k}, on a
2 2

R k 1455
Eo(|| X (0,00 — = g _HiB + 0?2 E 7.
G(H ( 4 j=1 MJ )‘) NJ >‘)2

J=1
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Démonstration. On commence par écrire
X(Dyigge — 0) = XHON)'XT(X0 + ) — X0
= (XH\)'H—-X)0+XH\) ' XTe,

de sorte qu’on puisse décomposer

Y

Eol| X Briage — OIP = |(XHN ™ H - X0+ E | x HO) " XTe[

une décomposition biais/variance habituelle. Commengons par le terme de variance.

On a
E|XHN) X" =E ("XHN\) T HHM) ' X"e)
= o (Te(XH(\) 'HH(A) ' XT)
= *Tr((HH(N)™)?).

Or, si H = QDQT, HA)™' = QDN 'Q" (en notant D = Diag((i;)i=1..n) €t
D(X) = D + Al). On en déduit

Te((HH(A)™')?) = Te(@D*D(N) *Q")

Passons au terme de biais. On a
(XHON)'H - X)0 = X(I, = AHN) ' = )0 = AXH ()0,
et donc

[xHO T H = X6 = X" H N HH(N) 6

= A20TQDN)'DD(N) QT

O

On peut remarquer que le terme de variance est plus petit que celui associé a
celui des moindres carrés. En effet
2

k 112 r
O_QZ J QZ 7,,0_27

N]+)‘

si A > 0. La quantité >77_ s +/\) est parfois appelé degré de liberté effectif de

I'estimateur ridge (plus petlt donc que r, celui de I'estimateur moindre carrés). Le
prix a payer pour une réduction de variance est un terme de biais. On peut toutefois
montrer qu’il existe un A pour lequel on a un gain strict.

THEOREME 5.2
Il existe A > 0 tel que

Eg| X (Brigge — )| < 0.
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Démonstration. Ce X est a chercher parmi les lambda petits. On remarque que le
terme de biais est O(A\?). Le terme de variance lui peut s’écrire

j=1 (ks + A)?
" 2\
—022 (1- 2+ o)
j=1 Hj
"1
=’ r=2X[> — || +0(N\)
j=1 Mg
On a alors
. "1
Eol| X (Oriage — 0)|)* —r0? = =2X0” | Y — | + O(N*) <0
j=1 M
pour A assez petit. O

Cela ne contredit en rien le fait que 01 soit minimax : le A du Théoréme 5.2
dépend de 02, H et surtout 6. De fait, on ne sert pas de ce Théoréme en pratique
pour calibrer un A, on utilise plutot des techniques de cross-validation.

On peut interpréter ce phénomene de deux autres manieres.

Point de vue optimisation sous contrainte
On peut remarquer que, si é\ = ||0yiaqe||, alors

Oridge = arg ‘H‘lin Y — X0

De fait, résoudre un probleme ridge est équivalent a résoudre un probleme de
moindre carrés sous contrainte en norme 2, avec un rayon ¢, décroissant en .
Pour se convaincre que ce point de vue justifie la possible meilleure performance
du ridge en prédiction, plagons nous dans le cas (équivalent) ot on veut estimer la
moyenne 6 (correspond & anciennement QD%H) d’un vecteur Y € R” (anciennement

*%QTX 7Y, cf section sur la minimaxité de I’estimateur par moindre carrés), dans
le modeéle Y = 6 + ¢, les ¢; étant i.i.d. centrés de variance o2.

Si on regarde

Oy € arg m(m 1Y — ull® = 7o (Y),

on a, des lors que M > ||0]],
Eyllfar — 01> = EsllmsoanY — 01> < EollY — 0" Lygno.an + EollY — 0l*Lyenonm),

car B(0, M) est strictement convexe et § € B(0, M). On a alors que 6, a un meilleur
risque en 6 que Y si By(Y ¢ B(0,M)) > 0. Si on prend M tres grand (correspond
a A tend vers 0), on retombe sur I'estimateur par moindre carrés classique. L’idéal
est de connaitre ||#|| & I'avance pour pouvoir gagner a coup sir (réduit la variance,
pas de biais).

D’une certaine maniere, ’estimateur ridge incorpore une information a priori sur
la position de € (dans une boule) a un estimateur fréquentiste. On peut l'interpréter
comme un estimateur bayésien.
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Point de vue bayésien

Revenons au modele Y = X6 + ¢, ou cette fois-ci ¢ ~ N(0,0%I,). Prenons
maintenant la loi a priori 7(df) ~ N(0, 3). Le modele étant dominé, la formule de
Bayes s’applique et on retrouve

Q,(df) o e 3 [lv=XPEA101%] gy

On reconnait une loi normale a posteriori. Plutot que de calculer ses parameétres,
remarquons que

ém-dge € argmax p(6 | SN/),

Py presque sirement, ou p(6é | f/) représente la densité de la loi a posteriori par
rapport a L. Cette densité a posteriori étant celle d’'une Gaussienne, on en déduit
que

éridge =E (é | Yf) )

et donc que l'estimateur ridge correspond a un estimateur bayésien pour la loi a
priori N (0, %) Cela fournit une autre indication concernant l’estimateur ridge : il

sera d’autant plus efficace que ||0|| est petit (pour lequel on pourra choisir un grand
A).

Point de vue M-estimation sous contraintes

On va essayer d’illustrer quantitativement le fait qu'un petit ||6|| (information
connue a priori) améliore significativement la prédiction. On regarde un probleme
équivalent au ridge

Oy € arg min ||V — Xul?

M guEB(O,M) H H )
pour un M quelconque. On a déja vu qu’on pouvait concevoir les moindres carrés
comme un probléme de M-estimation, la fonction de risque empirique R, (u) =

|Y — Xu||* visant & approcher le risque idéal || X (u — 0)||> + no?. Pour appliquer les
recettes de M-estimation, il faut controler

A, =Ey sup R(u)— R,(u)
uweB(0,M)
=E sup [[X(0—u)|* +no” — [|X(0 = w)|* — [l]]* — 2 (e, X(0 —u))
u€B(0,M)
<E sup (—26,X(@0—u)=E [(—25, X0)+2 sup (g,Xu)
u€B(0,M) ueB(0,M)
< 2E([lmyv ) (e)l])  sup : [ Xull,

ueB(0,M
en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwartz. En utilisant I'inégalité de Jensen,

E(lmvx (@)l < VEImvx @IF < ovr.

Par ailleurs, pour v € B(0, M), on a || Xu|| < \/u1 M (en rappelant que p; est la
plus grande valeur propre de H = X7 X). Mis bout a bout, on obtient

A, < 2Mo /7.
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Il reste a dérouler le fil de la M-estimation. On note

07, € arg min
M gB(O,

R(u) =arg min || X (0 —u)|?
R0 = arg_min X0 - )]

€B(0,M
c’est & dire un des meilleur u atteignable au sens du risque en prédiction sur B(0, M ).
On peut écrire

Eo(| X (Bar — 0)|1*) = EoR(0r) — R(6) (5.2)
= Eg(Rn(Oar + (R — Ro)(0r)) — R(0)
< Ey(Rn(0))) — R(6) + Ay
< i —u)|)? . :
< einf X0 = w)l"+ 2Mo /i (5.3)
Une telle inégalité est appelée inégalité oracle : elle compare le risque d’un estimateur
au meilleur risque atteignable sur une classe (inconnu, sauf si on a un oracle sous la
main).
Le premier terme
inf ||X(0 —w)|?
ueB(0,M)
est un terme de "biais du modele", traduisant le fait que 'optimal atteignable 607},
par notre estimateur peut étre différent de la cible . On parle alors d’erreur d’ap-
proximation.
Le deuxieme terme

2Mao\/ruy

est un terme de variance (uniforme entre risque et risque empirique sur la classe
considérée). Ce terme est aussi appelé erreur d’estimation.
Pour le choix optimal M = ||0|| (inatteignable en pratique), on a

Ey(||X (O = 0)]°) < 260 /7,

ce dont on déduit que plus @ est petit, plus performante sera l’estimation sous
contrainte (et donc le ridge).

Remarque : On peut déduire de ce qui préceéde une majoration de la vitesse mini-
max sur {6 € B(0, M)} :

sup  Ey([| X (On — 0)|°) < 2Mo/rpan,
0eB(0,M)

passant en dessous de ro? pour M assez petit. Le probléme restreint est donc plus
"facile" statistiquement que le probleme non restreint dans ce cas. On peut remarquer
aussi {0 € B(0, M)} est un peu trop restrictif : on pourrait se contenter de {6* €
B(0, M)}, ou
0* € arg min ||ul?,
Xu=X6

soit le vecteur de plus petite norme donnant la méme prédiction que 6.

Remarque 2 : Le choix du M en pratique se fait par validation croisée. Théorique-
ment parlant, on pourrait utiliser une stratégie par pénalisation, comme ce qu’on va
voir juste apres.
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5.1.2 Parcimonie et sélection de modele

On se place maintenant dans le modele de régression linéaire Gaussien, c’est a
dire
e~ N(0,0%1,).

Dans le modele de régression, faire une hypothése de parcimonie consiste a supposer
que, parmi les k variables explicatives X ;, seulement s sont pertinentes, avec s < k.
En d’autre termes, cela revient a supposer

6ol < s,

pu |00 = ;?:1 lg,20 = [Supp(S)|. Comme on I'a vu pour le ridge, méme si un
"vrai' 0 ne satisfait pas une hypothese de parcimonie, il peut étre intéressant de
trouver un estimateur "biaisé" parcimonieux de risque en prédiction potentiellement
plus faible.

Si on connaissait le support S de 6, pour peu que X# soit de rang s on pourrait
utiliser une méthode par moindre carrés sur le sous-modele Y = Xg0g + ¢ (fs étant
le vecteur formé par les composantes non-nulles de 6, X la sous-matrice de X formé
des s colonnes correspondantes), et récupérer une erreur en prédiction en o?s, ainsi
quune erreur en estimation en o?Tr((XZ Xg)™!). Tout le probleme vient du fait
qu’on ne connait pas le support a priori.

Du point de vue estimation, on pourrait s’en sortir en testant successivement
X0 € VI (X),on VI(X) est le sev engendré par les X6 pour les 6 ayant une j-¢me
composante nulle. Une fois cela fait, cela fournirait un estimateur du support S (qui
vaudrait S avec forte proba), puis effectuer une régression par moindre carrés avec
contrainte de support.

Toutefois cette approche n’est pas toujours optimale en prédiction : on ne peut
pas biaiser nos estimateurs en utilisant ceci. Si on s’intéresse a I’approche en pré-
diction uniquement (ce qu’on supposera a partir de maintenant), I'idéal serait de
connaitre, pour chaque support potentiel S,

R(bs) = ||1X(6 — bs)||* +no?,

ou és est obtenu par moindre carrés sur les variables dans .S, puis de comparer ces
R(0s) pour identifier un S* optimal via

S* € arg min R(0s),

ISI<s
et Destimateur fg- correspondant. Si 6 est de support S de taille s, cela garantirait
en particulier que R(fs+) < R(6s) < R(f)+sc?, avec un potentiel gain en prédiction
induit par le biais. Dans le cadre général, on aurait

A

R(As-) — R(0) < l}q1|1<1“ R(0%) — R(9) + |S|o?,
soit un gain potentiel en prédiction en introduisant un biais (R(0%) représente ici le
risque en prédiction optimal parmi les estimateurs de support 5).
On ne dispose pas de R(fs) mais d'une approximation R,(0s) : R,(0s) = ||Y —
Xs0s|)? vérifie



ou r(S) est le rang de Xg. Le probléeme est que pour comparer différents supports,
on a plutot besoin de majorer

Ee(sgp R(0s) — R,(0s)),

d’ou I'idée de la pénalisation : on va essayer de trouver pen(S) tel que, uniformément
en S, on ait

R(ds)
R, (05)

< n(@g) + pen(95),

< R(05) + pen(S),

sur un évenement A que 'on espeére de grosse proba. En effet, si on définit
S =arg min R, (05) + pen(S),

sur I’événement A on a immédiatement, pour n’importe quel concurrent S,

R(és) < Rn(és) —i—pen(g) < Rn(és) + pen(S)
< R, (6%) + pen(S) < R(0%) + 2pen(S)
< i%f R(0%) + 2pen(S).

De fait, on peut trouver une telle pénalité, mais la preuve est un peu plus complexe
que I'heuristique décrite plus haut.

THEOREME 5.3
Dans le modeéle Gaussien homoscédastique, si on définit
S e arg I{r%m . R, (0s) + pen(S),

avec

pen(S) > 40*r(S) + 802 ((|S| + 1) log(k)) ,

on obtient, avec probabilité plus grande que 1 — 3e™7",

R(A:) — R(O) <2 min [R(8%) — R(8) + 2pen(S)] + 3207z

En particulier

E(R(6s) — R(6)) <2 _min [R(65) — R(6) + 2pen(S)] + 960°.

Démonstration. On va utiliser un lemme de concentration uniforme, pas optimal
sous bien des aspects.
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LEMME 5.4

Soit x > 0. Alors, uniformément en S C {1,...,k}, on a

levixgll < 0/2r(S) + 3(z + (S| + 1) log(k))
12(2, X (0 — 05))] < 201X (0 — 05)]1/2(x + (|S] + 1) log(k)),

avec probabilité plus grande que 1 — 3e™".

Démonstration. Pour la premiere inégalité on se base sur une inégalité de concen-
tration pour la loi du x? : si X ~ x?(p), alors

P(X >2p+32) <e ™.

On peut trouver une preuve de cette inégalité dans Estimation of a quadratic func-
tional, B. Laurent et P. Massart, inégalité 4.3. Soit S un support fixé. Comme

Hlevixll? ~ o®x*(r(5)), on a

P (Jlevieo |l = oy/20() + 3o + (5] + D log(h) ) < k~05HDee,

Notons S; = {S | |S| =7} . On a

k .
1S;| = (;) <.

P(35 € i | leviall 2 7y/2r() + 3(o + (5] + 1) og(h)

<k x kUt = 172,

On en déduit

En prenant une borne d’union en 5 = 1,..., k, on obtient

p (35 C {1k} ] levixe | = oy/2r(S) + 3z + (15| + 1) log(k:)))

< kk le® =¢e7",

Passons a la deuxieme inégalité. On se base ici sur I'inégalité de concentration Gaus-
sienne standard : si N ~ N (0,v), alors

P((|N] > V2vr) < 2¢7,

Commencons par fixer S. Comme (g, X (0 — 0%)) ~ N(0,02||X (0 — 0%)]|*), une ap-
plication de I'inégalité de concentration Gaussienne standard donne

P (|2 (e, X(0 — 03))] > 20]|X(0 — 03)|\/2(x + (1S] + 1) log(k))) < ok (SHD g,

En utilisant une borne d’union comme précédemment on en déduit le résultat. [J
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De ces inégalités, on déduit que sur un évenement A de probabilité supérieure a
1 —3e™", on a, uniformément en S, et en u de support S,

[(R— Ry)(u) — (R— Ra)(0)] = |2 (e, X (u—6)
< 2|2, X (85 — 0))] + 2| (e, X (u - 63))]
< 20]1X(6 - 03)[1y/2( + (S| + 1) log(k)) + 2| (v (xape, X (u — 63))
< 20]1X(6 - 03)[1y/2(x + (S| + 1) log(k)) + 20| X (u — 03) [ 7y (xop]

< ;(IlX(Q — 01 + | X (u — 05)[1*) + 207 (x + (|S] + 1) log(k)) + 2|7y (xg)el”
< ;(R(u) ~ R(0)) + 402 (S) + 80%(x + (|S] + 1) log(k))
< 3 (Ru) — R(6)) + pen(S) + 80

On en déduit alors, sur I’événement A,

A

R(05) — R(0) < Ry(f3) — Ra(0) + |(R — Ra)(0g) — R,)(0)]
1

(R
<3 (R(0g) — R(0)) + Ru(05) + pen(S) — R (0) + 80z,

et donc, pour n’importe quel S C {1,...,k},

;wﬁa—ma) <

2 (0) +pen( ) + 80z

) + (R = R,)(05) — (R — R,) ()| + pen(S) + 80°x
)+ 2pen( ) + 16022

On en conclut que

R(6s) — R(A) <2 min [R(A5) — R(9) + 2pen(S)] + 320°x.

O

En particulier, si ||f]|o = s > 1, le Théoreme 5.3 implique que, en choisissant les
pénalités minimales

E(R(05) — R(9)) < Co?slog(k).

L’hypothese de parcimonie permet alors de réduire 'influence de la dimension : on
passe de ra? (donc potentiellement ko? si X est de plein rang) a C'o?log(k), voire
moins si un estimateur biaisé de plus petit support fait mieux. Cette propriété est
particulierement intéressante en grande dimension.

Remarque : On a montré que si on pénalisait suffisamment fortement, on arri-
vait grosso modo a retrouver le support (voire a faire mieux) du € sous-jacent.
On peut montrer une réciproque : une sous-pénalisation (de I'ordre de r(S)o? par
exemple, correspondant aux espérances des déviations sur chaque sous-modele, non-
uniforméméent) mene a la sélection de beaucoup trop de variables avec grosse pro-
babilité, et donc a un risque en ko? (si X est de rang plein). On pourra par exemple
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se référer a la Proposition 4.3 du Concentration inequalities and Model Selection, P.
Massart.

Remarque 2 : On peut montrer que la vitesse minimax sur l’ensemble des 6 a
support de taille plus petite que s est de 'ordre de

csa®log(k/s).

On peut trouver ce résultat dans Minimaz risk for sparse regression : Ultra-High
dimensional phenomenons, N. Verzelen. A un facteur log(s) pres le Théoreme 5.3
fournit donc les bons ordres de grandeur. Evidemment les constantes de ce théo-
reme sont clairement sous-optimales, mais méme en les optimisant on ne pourrait
atteindre cette borne en toute généralité. De fait, les estimateurs optimaux sont plu-
tot obtenus par aggrégation d’estimateurs de faible dimension dans ce cas (voir par
exemple Sharp oracle inequalities for aggregation of affine estimators, A. Dalayan
et J. Salmon.

Remarque 3 : Plutot que de parler de variables, on peut aussi parler de "prédicteur
individuels'. Sion a fi,..., fi prédicteurs de base, avec des arguments X; fixés, cher-
cher la meilleure combinaison linéaire au sens des moindres carrés pour approcher

Y = (f(X1),..., f(X,)T + € parmi les
k
fo(Xa,... X Z (f;(X1), ., [i(Xa)T,
on peut réécrire le problemes des moindre carrés (éventuellement pénalisés) sous la

forme

arg min 1Y — X"0|]> + pen(d),

avec X;; = f;(X;). Dans ce domaine {fi,..., fr} est appelé un dictionnaire, et
retrouver un sous-ensemble parcimonieux de ce dictionnaire restant performant en
prédiction est le domaine du sparse dictionary learning.

Lien avec le "seuillage dur"
Regardons de plus pres les solutions "pratiques" de
argmin ||Y — X8s|* + \o?|S],
pour un A donné. Regardons le S sélectionné, de cardinal §. On a alors, pour toute
variable 7 € S,
1Y — myx ) YIIP+ A8 < IY — my(x, ) YIIP + 0°A(E — 1),
ce qui équivaut a
Iy (x )Y = mvixg ) YIP > 0%

En particulier, on doit avoir Xg de rang 3, et donc éj # 0 (on rappelle ici que par
convention quand X n’est pas inversible on prend le 6 de plus petite norme qui
donne 7y (x)Y = X0). Par ailleurs, on peut remarquer que

WV(XS)Y = XSQAS = ngjégj + X‘jéj,
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ol X7 est la j-éme colonne de X. On en déduit
vy Y — v Y IIP < G1X7)17,

et donc nécessairement
’é | > O'\/X
j T~ o1
X1
Dans le cas ou X est formée de vecteurs orthonormés, cette condition nécessaire
est suffisante, et la pénalisation ¢, est équivalente a regarder 6 l'estimateur par
moindre carrés sur V(X), et a seuiller les coefficients, c’est a dire

0 = (éjﬂ|éj|>oﬁ>j:1,...,k '

A

Concluons qu’en pratique la pénalisation ¢, est utilisée soit dans un cadre or-
thonormé o elle se raméne & un seuillage (dans un cadre fonctionnel par exemple),
soit via des approximations itératives type AIC ou BIC : on part du modéle complet
Y — X0||? est on enléve une & une les variables qui peuvent I'étre (au sens des
moindres carrés pénalisés).

Lorsque k est vraiment grand, cette approche est impraticable, et on se tourne
alors vers une relaxation convexe de ce probleme.

5.1.3 LASSO

La sélection de modele de la section précédente peut se réécrire sous la forme
0 € argmin [[Y — Xu|* + Al|ul|o,

pour un A assez grand. Comme cette fonction de € n’est pas convexe, on en est
réduit a parcourir les sous-espaces a support fixés ou éventuellement a seuiller dans
les cas favorables.

L’idée du Lasso est de prendre I'enveloppe convexe de 6 + ||0||o, qui est juste 6 —
10||1 (faire un dessin en dimension 1 pour s’en convaincre). Pour rappel, 'enveloppe
convexe de f est définie par f.(z) = sup{g(x) | g est convexe et g < f}.

On va donc chercher une solution de

argmin [|Y" — Xull? + ull:.

Cette fonction est propre et convexe, ses minimums sont donc nécessairement at-
teints. Soit # un tel minimum. On va regarder des conditions nécessaires coordonnée
par coordonnée. On note e; le vecteur (0,...,0,1,0,...,0)7, avec le 1 a la j-éme

place, et f la fonction a minimiser. Supposons éj # 0, et prenons h € R petit. On a
alors

FO+ hej) — £(0) = =2(X7,Y') h+2(X"X0);h + Ahsg(6;) + O(h?) > 0,

ou sg(x) représente le signe de x, a valeurs dans {—1,0,1}. On en déduit alors que
nécessairement

A

(XTX0); = (X7,Y) - gsg( ). (5.4)

118



Supposons maintenant que éj = 0 et prenons h positif. On a alors
PO+ hej) — £(0) = 2(X7,Y ) h + 2(XTX0);h + Ah + O(h?) > 0,
ce dont on déduit
(X7,Y) — (XTX0); <
Pour h négatif, le méme raisonnement donne
<X%Y>—(XTX®j_—;.
Les deux équations combinées donnent
KX%Y)—@@X@ASQ. (5.5)

On peut prouver (en regardant les conditions de Karusch-Kuhn-Tucker) que les
conditions nécessaires (5.4) et (5.5) sont suffisantes, et qu’elles se résument a

0e é@f,

ou 0, f représente le sous-gradient de f en x, c’est a dire 'ensemble des directions
h telles que pour tout y dans un voisinage de x,

fly) = (@) + (h, (y — x)).
Dans le cas orthonormé ott X7 X = I, pour un éj non nul, la condition (5.5) devient
~ A ~ )
Hj + §Sg(6]) = <XJ,Y> .
On en déduit que sg(6;) = sg((X7,Y)), et
. . , A
ej = Sg(<X37Y>)(‘<XJ7Y>‘ - 5)
Les coordonées ou éj = 0 vérifient
()] < 3
2

Ces conditions étant suffisantes, on déduit alors que (toujours dans le cas ortho-
normeé),

b= sl (0] - 3) =sa) (|- 3)

ot Org désigne 'estimateur par moindre carrés standard. L’estimateur Lasso dans
ce cas effectue un seuillage doux : les coefficients trop petits de frs seront mis &
0 (comme en pénalisation (), ceux suffisamment grands seront décalés vers 0 d’un
facteur \/2.

On peut aussi se représenter la parcimonie induite par la régularisation ¢; en
regardant le probleme d’optimisation sous contrainte

min ||Y — Xul?,
llull1<ex

équivalent au probleme régularisé, et en faisant un dessin (la boule en norme 1
possede des "coins").

FAIRE LES 3 DESSINS : min dans la boule 11, lignes de niveaux ellipses qui
tapent un coin, lignes de niveau 11 qui tapent un milieur de segment.
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Performances en prédiction du Lasso

L’idée a retenir est que les performances en prédiction du Lasso sont condition-
nées au fait que les colonnes de X sont a peu pres orthogonales. On va donc supposer
pour simplifier que les X7 sont normés (en pratique on peut toujours le faire), mais
surtout que

Amin(XTX) > (1 -9),
ce qui en particulier implique que
1X0]* = (1= 8)[v]?,

une condition de quasi-isométrie. Sous ces conditions, on a le résultat suivant (dans
le modele Gaussien toujours).

THEOREME 5.5

Si A > 204/2(x + log(k)), on a, avec probabilité plus grande que 1 — 2e™7,

AJJullo

X (Brasso — O)] < in [nxw — e+ 20

Démonstration. On aura besoin de deux lemmes.

LEMME 5.6

Si A > 204/2(x +log(k)), alors

A
P <HXT5HOO > 2) < 2"

Démonstration. On se sert encore de la concentration Gaussienne : comme, pour
j=1,...,k,

Zj = (X7)"e ~ N(0,0%| X7||?) = N(0,0%),
on a P(|Z;] > ov/2x) < 2e™*. Une borne d’union donne le résultat. O
LEMME 5.7

Soit f est une fonction conveze sur R¥. Alors, pour tous x,y € R* et g, € 0, f,
gy €0y f, on a

<gy_g:vay_x> ZO

Démonstration. Par définition, f(y)—f(x) > (g, (y — x)), et f(x)—f(y) > (gy, T — v).
Il suffit d’additionner. O

120



On passe a la preuve du Théoreme. Dans le cadre d’une fonction de perte géné-
rale il faudrait passer par des majorations uniformes de processus (comme pour le
Théoréme 5.3), ce cas est notamment traité dans les ouvrages de S. Van de Geer.
Pour les moindres carrés, on peut s’en sortir avec une astuce algébrique.

Soit @ 'estimateur Lasso. Les conditions d’optimalité s’écrivent alors

2XT(Y — X0) = \g,

ot § € 9; = ||.|[1. On peut alors écrire, pour un concurrent potentiel u € R,

2(X7Y,0 —u) = 2(X"X0,0 —u) = X{(3,0 —u),
soit

2(Y, X(0—u) —2(X0,X(0—u)) =A(3,0 —u).
Comme Y = X6 + ¢, on obtient

2(X(0—0), X0 -u)=2(, X(O—u) =X (3,0—u).
Le terme de gauche peut s’écrire | X (6 — 6)]2 + | X (0 — u)||? — || X (u — 0)||. Par
ailleurs, si g € 0,]|.][1, on a <§,§— u> > <g,é— u>, d’apres le Lemme 5.7. On en
déduit
X0~ 0)1 + X0~ )l < 1X(u— O = A (9,0 — ) +2 (=, X(0 ).

On explicite maintenant un choix de g € 9,/|./1. En notant J le support de u,

n’importe quel g = sg(u) + h, avec hy = 0 et ||h]l« < 1 convient. On prend h =

A

sg(0 — u) je, et alors

1-

(9,0 —u) > (10— u)slly + 16 — u) e
Cela donne
IX(0 = 0)]* + X (0 = w)lf* < |X (u—0)[* +2 (e, X(0 = w)) + A0 = w)sll = M (0 = ) ells
On travaille maintenant le terme en €. On a

2(e, X(0—u)) < 2| X ellool (0 = w)lls < A (10 = w)slls + 16 = w)sellr)
d’apres le Lemme 5.6. On en déduit
1X(0 = 0) 17 + 1X(0 = w)||* < [[X (w = 0[] + 27 (0 = )y |-
Enfin, on remarque que
10 = w)slls < /1116 = ull,

et donc

2A[(0 — )|l < PANY | T110 — ul|

N’ 52
< _ _
< (1= 0)]0 ]
A’ 5 5
< —
< A IXO - )P,
par hypothese de quasi-isométrie. On en déduit
5 A[ullo
IX@ - 0)P < |1 X(u— o)) + L.
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On remarque que si ||fy|| = s, le choix optimal A = 204/2(z + log(k)) donne

s(log(k) + x)

IX (Opasso — 0)|* < Co® s

et on retrouve 'ordre de grandeur des vitesses minimax sur cette classe. Donc, si X
est proche d’étre orthogonale, la pénalisation ¢/; donne des performances comparables
a la pénalisation ¢y, tout en étant réalisable. Le point crucial est cette condition
d’orthogonalité. Elle peut étre largement assouplie, mais ne reste pas gratuite (on
réfere au cours de C. Giraud, Introduction to High-Dimensional Statistics pour le
lecteur intéressé).

Prix a payer pour la relaxation convexe

Le premier défaut structurel du Lasso se rencontre dans les situations a forte
colinéarité entre colonnes. Prenons le cas extréme ot § = (0;,0,...,0)T et X' = X2
Pour le critére idéal || X (6 — u)||* pénalisé en norme 1, n’'importe quel u tel que
uy + uy = 0, est convenable, 1a ou la pénalisation ¢y privilégiera u; = 0 ou us = 0.
En pratique, le Lasso sélectionne non-seulement les variables supports mais aussi
les variables fortement corrélées avec, et fournit donc plutét une "borne sup" sur le
support (les conditions de corrélation entre variable garantissant de trouver le bon
support peuvent étre trouvées dans On model selection consistency of the lasso, P.
Zhao et B. Yu). Néanmoins, on peut se servir de cette premieére approximation de
support pour refaire tourner une procédure plus cotiteuse (comme du ¢p) sur les
variables sélectionnées pour pallier ce défaut).

Le deuxieéme défaut tient au rétrécissement des coefficients non-nuls vers 0. Dans
le cas orthogonal, les coefficients non nuls sont sg(éLS,j) qQALS,j‘ — %), dont les pré-
dictions en performance sont souvent moins bonnes que les moindres carrés stan-
dards sur le support sélectionné. Une pratique courante consiste alors a réajuster un
moindre carrés standard (ou ridge) sur les variables sélectionnées par le Lasso.

Terminons enfin sur le choix du parametre A. En pratique, la "trajectoire" entiere
pour A dans un intervalle peut se calculer par 'algorithme LARS, on peut alors
chercher des "sauts' dans les ensembles sélectionnés et tester plusieurs candidats
par cross-validation par exemple.

5.2 Problemes liés a la taille d’échantillon

Lorsque la taille d’échantillon n devient grande, plusieurs problemes se posent
en pratique.

— Celui de la complexité algorithmique des estimateurs proposés : pour n de
I'ordre de 10000 (situation courante), les complexité d’ordre linéaire en n sont
a privilégier.

— Celui de la mémoire a utiliser : si ’estimateur proposé nécessite le stockage en
mémoire vive de ’ensemble des données (pouvant atteindre plusieurs Go assez
facilement), vous risquez de ne pas pouvoir le calculer.

D’un point de vue pratique, les estimateurs a faible complexité, et pouvant étre
parallélisable sont privilégiés. C’est de nos jours une caractéristique cruciale a re-
chercher lorsque 1’'on congoit une méthode.
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D’un point de vue théorique, sur le principe on peut contraindre le risque mini-
max sur une classe a un risque minimax pris sur les estimateurs calculables en temps
polynomial par exemple. Peu de bornes inférieurs ont été prouvées a ce jour, a 1’ex-
ception notable de Lower bounds on the performance of polynomial-time algorithms
for sparse linear regression, Y. Zhang, M. Wainwright, M. Jordan, qui montre grosso
modo que les bornes supérieures pour le LASSO sont les bornes inférieures prises
sur ’ensemble des estimateurs calculables en temps polynomial. On rappelle que ce
n’est pas le risque minimax optimal pris sur I'’ensemble des estimateurs.

5.2.1 Exemple : régression linéaire, design aléatoire

On se place encore dans le modele
}/i = <07 XZ> + €iy

mais cette fois-ci on suppose que les (X;,Y;) sont i.i.d., et les €; le sont aussi et
indépendants de (X;,Y;) (et de moyenne nulle et variance 0. Pour simplifier un peu
les choses on suppose que E(X;) =0 et

Y =E(XX]) = I,
de sorte que le risque en prédiction s’écrive, pour u € R¢,
R(u) = E((Y1 — (X1,u))*) = E({0 — v, X1) +&1)*
=E(E (0 —u, X1)+a)? | X)) = 0> +E((0 — u, X1))”

=0+ |6 — ul®
Le risque empirique correspondant est alors
1 & 1
Fau) = - SV = (u, X)) = [V = X6,

i=1
dont un minimiseur est donné par
s = (XXT)1XTy,
c’est a dire 'estimateur par moindre carrés ordinaire. On peut vérifier que
R(61s) — R(0) = oE (Tr((X"X) ™)),

et que c’est le risque minimax sur ce modele (ou la distribution de X est fixée
toutefois). On peut remarquer que

o 1 1
Y=-XTX=-Y X;X] — X =1,
n n p.s.

i=1
par la loi des grands nombres (avec la seule hypothése E(|| X ||?) < +oc. Intuitivement
on s’attend donc & avoir E(Tr((X7X)™")) ~ £. C’est & peu prés vrai si on rajoute
des hypotheses sur la loi de X qui garantissent la bonne concentration de S vers >,
par exemple en demandant que X; soit bornée ou a une loi spécifique.

Par exemple, si on suppose que X; ~ N(0, ), alors (X7 X)™! suit une loi de
Wishart inverse de parametres (n, I;). On peut alors calculer son espérance

d
n—d—1

Bref, tout cela pour dire que pour le probleme de régression linéaire a design
aléatoire (connu) pas trop dégénéré, I'exces de risque en prédiction optimal est de
I'ordre de 02% pour le régime des grands n (par rapport a d).

E(Tr((X1X) ™)) =
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Descente de gradient sur R,

L’estimateur 0;g nécessite 'inversion d’une matrice d x d, opération dont la com-
plexité est bornée inférieurement par d? (complexité équivalente a celle du produit
matriciel). Lorsque d est grand (de 1'ordre de 10000 disons), on peut s’inquiéter de
la faisabilité en temps raisonnable de I’estimation par moindre carrés. On peut/doit
alors se tourner vers des estimateurs "algorithmiques'. Une maniere de faire est
d’essayer de minimiser R, via une descente de gradient, c’est a dire, poser

Upy1 = Up — ’VtvutRm

a partir d'un uy donné (disons 0), et en s’arrétant au bout d'un certain moment (&
déterminer).

PROPOSITION 5.8

Soz’ent Amin €6 Amax €S respectivement plus grande et plus petite valeur propre
de 3. Si on choisit le pas de gradient v, = v < 4;\1 constant, on a, pour tout
t Z 0’ max

i1 — Ors||* < (1 — 2y Ain)|Jur — O]
Par conséquent, avec ug =0, on a

Jur — O1s]1> < (1 — 29 Amin) " [|0rs 1.

Démonstration. On aura besoin d’une inégalité liée a la forte convexité de R,,. Il est
immédiat que R, est convexe. Par ailleurs, on a, pour u € R%,

V2R, =25 = 2Anla.

On en déduit que R,, est 25\min—fortement convexe, c'est a dire que u — R,(u) —
Amin|[©]|? est convexe. On en déduit alors que pour tous u,v € RY,

R, (1) > Ro(v) + (VyRp, u — 0) 4 At — v]|%,
menant a l'inéquation suivante
(VuRu,t = 01s) > Ru(u) = Ro(fs) + Aminl01s — ul” (5.6)

Un autre ingrédient de ce type de preuve est la Lipschitzianité des gradients. Dans
notre cas, comme V, R, = 23" ((u, X;) — V;)X;, on a immédiatement

ViR = VoRall < 2Amaxllu =] (5.7)
On en déduit alors que
Ro(u) < Ru(v) + (Vo R, tt — v) + 2 max ||t — v||?,
menant a une inégalité spécifique pour la descente de gradient a un pas :

Ry (upsr) < Ro(ue) = 7(1 = 2000 |V Bl |,
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soit encore

Rn(“t) - Rn(ut+1> < Rn(ut) - Rn(éLS)

IV, Ball” < ) < )
(1 = 2Amax?) (1 = 2Amax)

, (5.8)

dés lors que v < (2Amax) .
On peut alors commencer la preuve de I'inégalité de récursion. Pour ¢t > 0, on
peut écrire

|11 — éLSHZ = ||uy — YV, Ry — éLS”Q
= ||ue = Orsl® = 29 (ur — Ors, Vi, Ro ) + 7*|| Vi, Rl

Le deuxiéme terme a gauche se majore au moyen des inégalités de forte convexité
(5.6), le troisieme terme avec les inégalités de type Lipschitz (5.8). Cela donne

e — Ors|* < Jlue — Ors]*(1 = 29 Amin) + (Ra(w) — Ru(f1s)) (Y - 27) :
(1 — 2\ max?y)

On conclut en remarquant que le dernier terme est négatif lorsque v < (45\max)_1. O

On peut en déduire alors le corollaire suivant.
COROLLAIRE 5.9

Pour M, A\_ et A\ des quantités positives, notons

AAM,)\,,/\Jr = {w | 0< A S 5\min S 5\max S >\+ et ||0ALS||2 S M}

Pour le choix T' = 7), on a, sur A,

L’idée derriere ce choix de temps d’arrét est la suivante : vu que la meilleure
erreur possible du point de vue statistique est en o2d/n, il ne sert a rien d’optimiser
au-dela. Deés lors, pour ce choix de T, la sortie de ’algorithme de descente de gradient
sera quasiment optimale (& un facteur 2 pres), en termes d’ordres de grandeurs en
d/n. D’un point de vue computationnel le gain est certain : on se retrouve a calculer
log(n) itérations, chacune requérant le calcul d’un gradient (en nd opérations), donc
au total un nombre d’opérations en O(dnlog(n)), ce qui est plus raisonnable que le
calcul direct de f;g dans le régime d grand et n >> d.

Remarque 1 : On voit que la calibration du pas de gradient ainsi que le temps
d’arrét nécessitent la connaissance a priori de bornes sur Amin, Amax €t ||«§ rs|/?. D'un
point de vue théorique, on peut s’en sortir avec de la concentration entre S et
3, ainsi que de la concentration sur [|f.s| (ou de la connaissance a priori de type
6 € B(0, M), et cela donne in fine des inégalités oracles sur ur (en minorant la proba
de A). D’un point de vue pratique, en normalisant les colonnes de X on contrdle
le Xmax, mais estimer le A_ via le calcul de Xmin peut s’avérer cotiteux. Dans notre
modele ot Ay, = 1, on peut prendre les bornes inférieures en déviation (de maniére
générale, on ne pourra garantir I'optimalité que sur un modele avec un Ay, > ¢ > 0).
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Remarque 2 : On peut aussi directement travailler sur un évenement ou V,R,
et V,R sont proches (uniformément en u), et dérouler la méthode de preuve en
regardant cette fois || —u,||? et en travaillant sur la convexité de R. Cette fois-ci une
connaissance de A\, est requise. C’est cette approche qui est plutot privilégiée en
statistiques théoriques, on en donnera un exemple dans la partie suivante (gradient
stochastique).

Descente de gradient stochastique

Dans le cas ou n est vraiment tres grand (plusieurs dizaines de millions par
exemple), les algorithmes "batch" (nécessitant d’effectuer des calculs sur I’échantillon
entier, donc d’avoir les n données en mémoire vive) peuvent s’avérer infaisables,
méme s’ils sont de faible complexité (comme la descente de gradient en nlog(n).

Dans ces situations, plusieurs ruses opératoires peuvent mener a des estimateurs :
par exemple en découpant 1’échantillon en plusieurs morceaux traitables, donnant
chaque morceau a différentes unités, et en recombinant a la fin (c’est notamment
le cas des algorithmes parallélisables). On peut aussi viser des estimateurs "online',
c’est & dire prenant les données une par une a la volée et actualisant la sortie (’es-
timateur). On va donner un exemple de cette derniere stratégie via la descente de
gradient stochastique, qui, massivement utilisée en machine learning, reste néan-
moins analysable d’un point de vue statistique. Pour un panorama complet des
méthodes appropriées dans un contexte de taille de données énorme, vous pouvez
vous référer a un cours de "big data" (c’en est un des aspects).

Dans notre cadre de régression linéaire a design aléatoire, le principe de la des-
cente de gradient stochastique peut s’énoncer comme suit : on voit les données
(X, Y;)iz1,..n une par une, on part de uy = 0, et on actualise via

Ug+1 = U — VGt

ou cette fois-ci g; va étre une estimation du gradient g; = V,, R basé sur la (t+1)-eéme
observation :

gr =2 (<Xt+17 Ut> - Y2+1) Xt

Le point-clé est que les données utilisées pour évaluer le gradient doivent étre in-
dépendantes de celles utilisées pour arriver jusqu’a I’état t. On pourrait tres bien
utiliser des "mini-batchs" pour calculer ces estimations de gradient, c’est d’ailleurs
une solution préférable en pratique (pour des questions de variance). On peut tra-
duire cette propriété d’indépendance par

Et (gt) = VutR = Gt,

ou B, = E (. | Xy.) désigne I'espérance conditionnelle par rapport aux données ayant
mené jusqu’a l'état t. Reste a calibrer les pas. Dans cette partie on regardera le
modele un peu plus général ou

0 < Aminls <2 =E(XXT) < Aaxla-
On remarque que dans ce cadre I'exces de risque en prédiction s’écrit
R(u) — R(0) = E[(Y — (X, u))? = (Y — (X,0))?]
= (u—0)"S(u—0).
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On admettra que le risque minimax reste de l'ordre de o?d/n. Avec un peu plus
d’hypotheses sur X et 6, on peut prouver facilement le résultat suivant sur une
variante de SGD.

THEOREME 5.10

Supposons que E(||X||*) = k4 < +o00, et 8 € B(0, M), pour un M connu. On
pose alors

Uo = 0,
Ut4+1 = TB(0,M) (Ut - ’th?t) )

en prenant vy, = On a alors, pour toutt > 1,

S
Amin(t“l‘l) !

32M2%k, + 802Tr(Y)
N2t '

min

E ||u, — 6]° <

Quelques remarques avant de passer a la preuve :

1. D’un point de vue complexité, on a besoin de calculer n gradients en dimension
d, on fait donc au total O(nd) opérations (& peu pres comme la descente de
gradient classique). En revanche, on n’aura jamais qu’a stocker un état courant
(d valeurs) et un gradient (d autres valeurs). Le gain en mémoire est alors
appréciable.

2. Du point de vue de la vitesse de convergence, le terme en M? est sous-optimal,
et peut étre enlevé au prix d’un terme traduisant ’attache a la condition
initiale (en [|@ — up||*) qui s’écrase beaucoup plus vite que le terme en o2
La preuve est beaucoup plus technique, le lecteur intéressé la trouvera dans
Bach et Moulines 2011. En admettant que la bonne vitesse pour IE||§SG p—0|?
est de l'ordre de o?Tr(X)/(A\2;,n), on peut borner l'erreur en prédiction en
02 (Amax/Amin)2d/n, ce qui est le bon ordre de grandeur (en d et n). En ce
sens, les méthodes de gradient stochastique peuvent étre considérées comme

optimales.

3. La calibration du pas en 1/(Anin(t 4+ 1)) est critique (quoique on puisse aller
jusqu’a 1/(2Amin(t + 1)). Pour étre optimale théoriquement, cette méthode
nécessite la connaissance a priori de A\;,. D’autres méthodes, utilisant des pas
ent “ou« € [0, 1] peuvent étre utilisées, avec moyennisation finale des étapes,
qui ne nécessitent pas cette connaissance (voir l'article de Bach et Moulines
2011 et les travaux récents de F. Bach). Dans ces approches, on perd le coté
"online" (il faut connaitre la taille d’échantillon avant de lancer 'algorithme),
mais on n’a toujours pas besoin de stocker le jeu de données en entier (ni
toutes les étapes).

4. Le résultat donné est en espérance, c’est facilité par la relation E;g; = ¢;.
Pour des résultats en déviation, des conditions supplémentaires sur le bruit
doivent étre demandées. De maniere générale, la descente de gradient sto-
chastique "simple" décrite au-dessus est de variance élevée, on lui préfere sou-
vent des approches moyennisantes comme dans la remarque précédente ou par
mini-batches, plus stables en pratique (et avec des bornes en déviation plus
sympathiques).
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Démonstration. Tout est basé sur a peu pres la méme récurrence que dans la preuve
pour la descente de gradient sur R,,. Ici on tire profit de la forte convexité de R, qui
donne

(VuR,u — 0) > Auin|0 — ul|?. (5.9)
On aura aussi besoin d’une borne sur les gradients, en espérance, si u; € B(0, M),
Elgul® = 4B, |[(X1y1, ur — 0) Xy 1 — X |
<A — 0)"Ey (Xepa X7 Xen X7 ) (ur — 0) + 407 Tr ()

< dyljus — 0| + 40 Tr(%)
< 16 MKy + 402 Tr(X) = G2, (5.10)

avec G? = 16M?k4 + 40*Tr(X). Par construction on a, pour tout ¢, u; € B(0, M).
Ensuite, on peut écrire

Ellursy = 01* = Eillmsoy (ur — o) — 0|
< Eyllug — nge — 0|
= [lur = O = 27, By (uy — 6, 0) + 77 Bl e
= [Juy = OI* — 2 (we — 0, g0) + i CE i)
< (1 = 29 Amin) [Jus — 9”2 + %

On en déduit alors I’équation de récurrence suivante

2 2 2 G2
Bllurss = 01 < (1= = ) Ellu — 01 + 35 (5.11)

2t +1)%
Regardons ce qui se passe pour t = 1. On a d’une part
lgull* = 1 ELgull® < Exllg® < G,
D’autre part, 'inégalité de convexité (5.9) se réécrit dans ce cas
(g1, w1 = 0) = A |0 — w1

Une application de Cauchy-Schwarz donne alors

H9 _ u1H2 ||gl||2 G? < 2G”
- AIQTIIH - )\?nln N )\121111'1 ,

et la propriété est prouvée pour t = 1. Notons maintenant A, la quantité E(||u;—0|?),
et supposons 4, § . L’équation de récurrence donne alors

mln

A 2G? < < > N G? 2G?
TN+ T t+1 (t+1)2 X(t+1)
G2
— (2—-44+1)<0
RISV
ce dont on déduit le résultat. O
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Chapitre 6

Intro a la stat non paramétrique

Dans certaines situations, on ne peut pas modéliser les observations par une
famille paramétrée par R?, c’est notamment le cas en régression linéaire lorsque
I’on ne connait pas la loi de I'erreur. Si le parametre d’intérét de la loi générant les
observations se résume a un vecteur de dimension finie (par exemple la moyenne),
on peut s’en sortir a coup d’hypotheses supplémentaires sur P ne nécessitant pas
forcémenent I'appartenance a une famille de lois de dimension finie (par exemple
des conditions de moments, cf le chapitre Modeéle linéaire).

En revanche, si le parametre d’intérét dans la loi générant les observations est
par essence non-paramétrique (son éventuelle densité, son support, 'appartenance
a une famille de lois, etc.), on est obligés d’employer des méthodes spécifiques. On
présentera dans ce chapitre trois exemples classiques d’estimation non paramétrique
et les méthodes qui vont avec : le test d’adéquation a une loi (Kolmogorov-Smirnov),
I’estimation de densité, et I'estimation de support.

6.1 Adéquation a (une famille de) loi(s) : test de
Kolmogorov-Smirnov

Le modele sous-jacent au test de Kolmogorov-Smirnov est le suivant : on se
donne X1, ..., X, variables aléatoires sur R, i.i.d. de loi P, ou P a une densité f.
Le modele complet s’écrit alors

(R”, B(R"), (Pf") ¢ densité) -

C’est donc un modele fortement non paramétrique (paramétré par les densités pos-
sibles sur R). Le test de Kolmogorov-Smirnov vise a répondre a la question suivante :
"étant donné une densité de référence fy, les observations sont-elles générées suivant
fo?". Plus précisément, les hypotheses sont

HO . PNf()d)\
H, : P fyd).

Remarque : L’hypothese d’avoir une densité n’est nécessaire que pour 1’hypothese
nulle. On verra par la suite que le test de KS est consistant méme si la loi dans
I’alternative n’a pas de densité.

On va devoir construire un test qui satisfait les trois propriétés suivantes :

1. La statistique de test doit étre facile a calculer.
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2. La loi de la statistique de test sous Hy de doit pas dépendre de fy (pour une
calibration simple).

3. Le test doit étre asymptotiquement consistant.

6.1.1 Fonction de répartition empirique et statistique de
test

Une bonne statistique de test doit approcher ce que 1'on cherche a caractériser.
Ici, pour une loi P de densité f, on doit approcher n’importe quelle quantité caracté-
risant la loi. On a plusieurs choix possibles : essayer d’estimer la densité directement,
estimer la fonction caractéristique, ou la fonction de répartition. C’est cette derniere
stratégie qui est mise en oeuvre par le test de KS. Un estimateur de la fonction de
répartition F' est donné naturellement par la fonction de répartition emprique F,,
définie par

VteR F,(t) = "

1 n
= Loy (X5).

=1
(FAIRE DESSIN). C’est la fonction de répartition associée a la mesure empirique
P, = % L 0x,.
Remarque : La fonction de répartition empirique conserve toute l'information de
I’échantillon, excepté I'ordre. On peut montrer que, pour le modele a densité, la
statistique d’ordre (X(i,...,X(n)) est exhaustive. En ce sens, on ne perd rien (en
terme d’information sur la densité sous-jacente) a considérer F,.

La statistique du test de KS mesure juste ’écart entre la fonction de répartition

empirique et la fonction de répartition cible, au sens de la norme infinie.
DEFINITION 6.1 : STATISTIQUE DE KS

La statistique de test de Kolmogorov-Smirnov, notée D,, est définie par

D,, = v/nsup|Fy(z) — F,(x)| = V/n||Fy — Fol|so-

z€R

La normalisation en /n se comprend bien : si on fixe z, on a F,(z) ~ B(n, Fy(z))
sous Hy, et le Théoréme central limite donne alors /n(F,(x)—Fy(x)) ~ N(0, Fo(z)(1—
Fy(z)). Tout le travail théorique consiste a passer d'un théoreme central limite ponc-
tuel & un théoreme central limite "uniforme". C’est possible avec la notion générale
de "Classe de Donsker", on se contentera ici d’une version plus faible. Remarquons
enfin qu’a priori la loi de D,, dépend de Fjy. La suite montrera qu’il n’en est rien (si
Fj est continue).

6.1.2 Calculabilité et liberté de la statistique de KS

On va regarder les deux premiers points du cahier des charges, a savoir le calcul
effectif de la statistique de KS et sa non-dépendance en Fy (liberté), les deux étant
liés.

On aura besoin de quelques outils concernant la fonction de répartition dune loi
a densité (et la fonction quantile correspondante).
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LEMME 6.2

Soit P une loi sur R ayant pour fonction de répartition F'. On définit la fonction
quantile q par q(t) = inf{z | F(x) > t}, pourt €]0,1[. On a alors

1. SiU ~U(0,1[, ¢(U) ~ P.
Par ailleurs, si P admet une densité sur R, on a de plus
2. F' est continue sur R.
3. Foq=Idy,.
4. Si X ~P, F(X)~U(0,1]).

Démonstration. On commence par vérifier que pour ¢ €]0,1[, {F(x) > t} = {z >
q(t)}. En effet, si F'(z) > t, par définition de ¢ on a bien ¢(t) < x. Réciproquement,
soit > ¢(t). Comme F est continue a droite, on a F'(q(t)) > t, et par croissance de
F on a bien F(x) > t. Maintenant, si U ~ U(]0,1]) et x € R,

P(q(U) < z) = P(U < F(x)) = F(x).

Donc Q(U) ~ P.

F étant cadlag, il faut vérifier la continuité a gauche. Comme F(t) — F_(t) =
P({t)}, et que P << A, on en déduit que F est continue a gauche (et donc continue
tout court).

Soit ¢t €]0,1], et x, — ¢(t)*. On a d’une part F(z,) > t, et par continuité a
droite F'(q(t)) > t. Si F(q(t)) > t, la continuité a gauche de F' donne y < ¢(t) tel
que F(y) > t, ce qui contredit la définition de ¢(t). Donc F(q(t)) = t.

Si X ~ P, alors FI(X) ~ F(q(U)), ou U ~ U(]0,1[) d’apres le premier point. Le
troisieme point permet de conclure. O

Pour analyser la statistique de KS, on commence par le petit résultat suivant
(on rappelle que I'on se place dans le cas ou Fj est continue).

LEMME 6.3
St (X, ..., X@)) représente I’échantillon trié par ordre croissant, on a
i
D, =+/n B N e Fo(X@y)| Vv o Fo(X(itn))|
avec la convention X ) = —o0.

On remarque alors que le calcul de D,, nécessite 2n—1 calculs (& partir de I’échan-
tillon trié). Sous cette forme, on se rend aussi compte que D,, est une statistique
(la mesurabilité de la norme infinie n’étant pas garantie sur un espace de base non
dénombrable).

Démonstration. Soit t € R. Sit < X, F(t) = 0, et Fo(X(9)) = 0. Par croissance
de Fy, on en déduit

0 — Fo(X()) = Fu(t) — Fo(X)) < Fu(t) — Fo(t) < 0 — Fo(X(g)),
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donc sup,<x |Fo(t)—=Fo(t)| < [Fo(X))|VIE(Xqy)| = Fo(X()), le sup étant atteint
en prenant t — X(q) (Fj est continue car P est & densité).
Maintenant, pour ¢ € [X(, X(i41)[, on a F,(t) = %, et la croissance de Fj induit

et done

l
swp |F(0) = Faft)] = |- — FolXio)| v

1
— — Fo(X(it)|
t€[X (), X (il n

la borne étant atteinte en regardant ¢t = X(;) ou t — X(;41) (par continuité de Fj
toujours). D’ou le résultat. O

On remarque que si 'on n’a pas continuité de Fy, on peut toujours remplacer
Fo(X(i+1)) par FO(X(; +1)> dans le résultat précédent. L’avantage de supposer Fj
continue est que cela garantit que la loi de D,, ne dépend pas de Fy.

THEOREME 6.4 : LIBERTE DE LA STATISTIQUE DE KS

Si Fy est continue, alors

i
— — U
-~V

D, ~+/n  sup vt - Utiv1)
n

i=0,...,n—1

Y

ou Uy, ..., U, sont i.i.d. U(]0,1[). En particulier la loi de D,, ne dépend pas de
Fy.

Démonstration. En notant g la fonction quantile de Fy, ona (Xy,...,X,) = (¢o(U1), ..., q(Uy)),
ot les U; sont ii.d. U(]0,1[). Comme ¢q est croissante on a (Xqy,...,X@mn) =

(90(Uy), -+, 90(Uny)), et donc

Dp~+/n_ sup |=— FO(QO(U(i)))‘ V= = Fo(qo(Uisn))| = vVn  sup | = =Up|V|= = Unyy)| ,
i=0,...,n—1 1T n i=0,...n—1 17 n
en utilisant que Fy o go = Idj 1 (continuité de Fyp). H

Ce phénomene de liberté va servir a calibrer le seuil ¢, , dans le test de KS. En
effet, si on connait la loi de D,,, il suffit de prendre pour ¢, le 1 — a quantile de
D, et le test de KS s’écrit 1p, >, .. Malheureusement on ne connait pas cette loi
exactement. Plusieurs options s’offrent alors a nous :

1. Comme la loi de D,, est libre, on peut la simuler et approcher ses quantiles.
2. On peut utiliser de la concentration sur D,,.

3. On peut montrer que D,, ~ D, pour un D connu (maximum de pont Brow-
nien), et utiliser les quantiles de D pour construire un test asymptotique.

Le 3- sortant du cadre d'un cours d’introduction aux statistiques, on montrera
un peu de 2-.
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6.1.3 Comportement asymptotique et déviations de la sta-
tistique de KS

Il s’agit ici d’étudier le comportement de D, ou ||F,, — Fo||so, sous Hy et alter-
native. Une premiere étape est de montrer que ||F,, — Fyl|s — 0 lorsque n — 400,
sous Hy. Lorsque z est fixé, sous Hy, F,(z) — Fy(z) par la loi des grands nombres.
Il faut alors passer d’une loi des grands nombres ponctuelle & une loi des grands
nombres uniforme. C’est I'objet du théoreme de Glivenko-Cantelli.

THEOREME 6.5 : THEOREME DE GLIVENKO-CANTELLI
Si P a pour fonction de répartition Fy continue, alors

|Fo — Fullo — 0,
n—-+00

en probabilité.

Cela montre en particulier que D,, ne croit pas plus vite que /n (de fait, elle
converge en loi).

Démonstration. D’apres le théoreme sur la liberté de D,,, il suffit de montrer || Fy —
F,|lcoc—>0 dans le cas ou P ~ U(]0,1]) (c’est une commodité technique, on peut le
montrer directement pour une fonction de répartition Fy générale) On se donne N
un autre entier, et on subdivise ]0,1[en 0 = oy < 718 = § < Tjn = § < INN =
1.

Pour x §Z]O 1[, on a |F,(z) — Fo(z)| = 0. Maintenant, si z; v <z < ;11 n, pour
j€[0,N—1],ona

1
Fo(v) — Fo(r) < Fo(zjan) — Folzjn) = Fu(zjan) — Folrjan) + N’

Fu(e) = Fola) 2 Fulgn) = Folaorw) = Falzsn) = Foly) = 3o

On en déduit
) . 1
sup |[F,(z) — Fo(z)] < max [F,(j/N) — (j/N)| + +-
]_07"'7N N

Comme F,,(j/N) ~ B(n,(j/N)),” en utilisant Bienaymé-Cebicev et une borne d’union,
on obtient

N

P (max [FG/N) = GV 2 5) < -

=0,..,.N

En prenant N = [2], on en déduit

H

P (|~ Folle > ) < 11,

— 0.
n—-+00
[]

Remarque : L’hypothese de continuité de Fjy n’est pas nécessaire (on peut adapter
la preuve). En revanche elle est nécessaire pour avoir la "liberté" de D,,.
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COROLLAIRE 6.6 : CONSISTANCE DU TEST DE KS

Si X1, ..., X, sonti.i.d. deloi P, P ayant une fonction de répartition F' continue
différente de Fy, alors

D,, — +o0,

en P probabilité.

Remarque : La encore 'hypothése P continue peut étre relachée (méme si elle ne
'est pas, on aura quand méme ||F' — F, ||« — 0 en P proba).

Démonstration. Si Fy # F, il existe alors « € R tel que |Fy(z) — F(x)] = > 0. On
a alors

Dy, = \/ﬁstgﬂlg |Fo(t) = Fo(t)] = v/n|Fu(z) — Fo(x)| = vnd — V|| Fy = Fllo.

D’apres le théoreme 6.5, on a ||F' — F,||oc —n—+00 0 en P probabilité. On a donc

)
P (nFn Pl < 2) e L.

ce qui entraine
0
P (Dn 2 \/25> _)nﬁ+oo 17

et donc D,, =, 1 +00 en P probabilité. O

Revenons maintenant a la calibration du seuil sous Hy. Comme déja dit, on peut
calculer un seuil approché via simulations (la statistique de test étant libre). On
peut aussi baser cette calibration sur une inégalité de déviation.

THEOREME 6.7 : DEVIATIONS DE LA STATISTIQUES DE KS

Pour toutn >0 ete >0, on a

2
P(D, >e¢) <d4dexp <_8> .

On peut alors prendre comme seuil £, = /8log (%) Cette inégalité peut étre
améliorée : le 4¢="/8 peut étre ramené & un 2e2 (inégalité DKW, résultat difficile),
et la on ne peut pas faire mieux. Dans tous les cas de figure, on remarque que, d’'un

point de vue minimax,

C
)
vn
s s 1 . o ) , . . o )
c’est a dire que la vitesse d’estimation d’une fonction de répartition est une vitesse

paramétrique. Cela s’explique par le fait que les fonctions de répartitions sont une
classe fonctionnelle bien particuliere : ce sont des fonctions croissantes. En utilisant

supE||F,, — Flleo <
P
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ce point et un argument comme dans la preuve de Glivenko-Cantelli, estimer une
fonction de répartition en norme infinie revient a controler sup,cg (P — P,) fi|, ol
Ji = 1j_ao 4, ¢’est a dire des déviations sur un ensemble de fonctions unidimensionnel.
Retrouver une vitesse paramétrique est alors naturel. On verra ensuite qu’estimer
la densité (vue comme la dérivée de la fonction de répartition) est un probleme
vraiment non-paramétrique, pour lequel ce phénomene ne peut advenir.

Démonstration. On aura besoin du Lemme de symétrisation, outil classique en théo-
rie des processus empiriques. On rappelle qu’une variable de Rademacher ¢ est définie
par P(e =1)=Pe = -1) = 1/2.

LEMME 6.8 : SYMETRISATION

Soit Xi4,..., X, suite de vecteurs aléatoires indépendants a t fizé, out € T,
€1,...En une suite de variables de Rademacher indépendantes (entre elles et des
Xit), et U:R — R conveze croissante. On a alors

E [1/} (sup Z(Xi’t — E(X,Q)H)
teT ||i=1
Cette inégalité de symétrisation permet de se ramener a une borne sur
‘ X17"'7Xn>] 9

qui est souvent plus simple a étudier (dans le cas ou X;; € R, c’est un sup de sommes
de termes indépendants (les ¢;)). Cela permet aussi de majorer les espérances des
supremum de processus empirique en utilisant des notions de "dimension" de ’espace
parcouru par les (Xi 4, ..., X, )er (le cas extréme étant T < +00).

<E

Zgz i,t

P <2 sup

teT

oo o[£ .

teT

Prewve du lemme de symétrisation. On commence par se donner (Xj,,...,X] ),
copie indépendante de (Xi4,..., X, ). On peut alors remarquer que (X;; — Xj,)
est symétrique, et est donc de méme loi que &;(X;; — X;,). On éerit alors

E lw (sup Z<Xi,t — E(X”))Hﬂ =E |y (sup Z(Xi,t — E(X;Q)H)]
teT ||i=1 L teT ||i=1
<E ¢ <Sup > (Xie—X7)) ﬂ Jensen
teT i=1
S E 1/) <sup Zgi<Xi,t — X,it) >]
teT i=1
<E 1/}( <28up Zsz it|l + 2sup Zel ))]
teT teT
1) croissante et ; ~ —¢;
<E 1/1 <2 sup Zez it )1 Y convexe et X;; ~ X/ ,.
teT

]
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On retourne a la preuve du Théoreme. On a Xy, ..., X, i.i.d. de loi P, et on note
Yi: = 1x,<t, pour t € R, de sorte que

V/nD,, = sup ZY;J —E(Y;.)| :=Z.

teR i=1

Pour obtenir une inégalité de déviation sur Z, il est courant de regarder E(exp(AZ)),
pour A > 0, et d’utiliser une inégalité de Markov ensuite (c’était la méme recette
pour l'inégalité de Hoeffding). On peut alors utiliser le Lemme de symétrisation,
avec ¥ (x) = exp(Ax), ce qui donne

)>

>>.

Maintenant, on peut regarder plus précisément le terme intégré. De fait, si on réor-
donne X;,..., X, en X() < X < ... < X(y), on peut écrire

n

Z &iYit
i=1
n

Zzzt

=1

E(exp(AZ)) < E (exp(Q)\ sup

teR

=E (sup exp(2A

teR

sup exp(2A Z e:iYit|) = sup exp(2A Zgl]lX <t
teR i=1 i=1
= sup exp(2A ZgzILX( S <t
teR

)7

k
; £(i)

ot les £(;) sont réordonnés suivant l'ordre des X;. Comme les €; sont échangeables,
on a, pour toute permutation o de [1,...,n],

= max exp(2A

=1,...,n

(80(1), c. ,€U(n)) ~ (81, c. ,Sn).
On en déduit alors, les ¢; étant indépendants des X;, que

k
;%)

k

D éi

i=1

),

) ~ max exp(2\

k=1,....,n

 nax exp(2A

=1,...,n

et donc
k

D &

i=1

n

Z 51‘3/%,15 )

i=1

E lsup exp(2\

teR

‘Xl, . ,Xn] =E [kniax exp(2\

=1,...,n

)

Il s’agit maintenant de regarder les moments exponentiels de la marche aléatoire
symétrique réfléchie. On peut commencer par utiliser 1’égalité
) > U> du,

S ] :/OJFOOP(eXp(Q)\ S

i=1 i=1
valable pour toute variable aléatoire positive, et regarder la probabilité que cette
marche aléatoire dépasse un certain seuil © > 0. En notant A, ’événement

:{'“ Zu} (]Ok{28l<u}),

>,
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on a

k
>e

{kinlaxn exp(2A 2

)m}zL"JAk,

avec une union disjointe. Ensuite, a k£ fixé, on remarque que

IP’{ Xn: ejz()}:P{ z": EjSO}Z

N | —

par symétrie des ;. On en déduit alors

n

1
P <exp(2)\ > e 7
i=1

) > u\Ak> >

Maintenant, on peut écrire

k
> e

=1

P <{krzr%axn exp(2A

) > u}) = znj P(Ay)
< zn: P(Ay) [21[» (eXp(Q)\ Z:;E

)2u).

)

n

>
2e))

< 2E |exp(2A) &) + exp(—2>\25i)]
=1

L i=1

On en déduit
k

>s

i=1

< 2E |exp(2A

E L:n%ax exp(2\ )

=L..,n

< A4E |exp(2A\ ) 51)] (symétrie)
I i=1

< dexp(2n)?) (Hoeffding).

On conclut en prenant A = £/(4y/n) et en utilisant I'inégalité de Markov. O

Extension ? : famille de lois (paramétrée), test asymptotique ou astuces

6.2 Estimation de densité

Les deux exemples standards en estimation non paramétriques sont

— la régression : on suppose qu’on observe (X1,Y7),...,(X,,Y,) correspondant
a n réalisations i.i.d. du modele
YV =f(X)+e,

ou ¢ est un bruit indépendant de X et d’espérance nulle, et f est une fonc-
tion dans une classe F quelconque. On a vu dans la Section 2.3 que si F =
{(0,.) | 6 € R4}, alors ce probléme est un probléeme de régression linéaire
(paramétrique). Si F est une classe plus générale (par exemple ensemble des
fonctions continues), cela devient un probléme non-paramétrique (’ensemble
des parametres n’est plus de dimension finie).
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— L’estimation de densité : on suppose que l'on observe Xi,...,X, iid. de
densité inconnue f que l'on suppose appartenir a une classe de régularité.

Les méthodes et vitesses de convergences en régression et estimation de den-
sité sont similaires, aussi on ne traitera ici que le cas de 'estimation de densité.
Pour simplifier un peu, on prendra X7, ..., X,, des variables aléatoires sur |0, 1], (on
peut généraliser dans R?), et on regardera, pour un estimateur f de f, le risque
quadratique intégré (MISE), c’est a dire la fonction de perte

Pour que cette perte soit bien définie, on suppose que la densité sous-jacente f €
L*(]o, 1).

6.2.1 Histogrammes, noyaux et consistance

D’apres le paragraphe précédent on sait que F, tend vers la bonne fonction de
répartition, pour la norme infinie en probabilité. On peut alors étre tenté de dériver
F,, ce qui donnerait £ "7, dx, (soit la distribution empirique). Bien que cette dé-
rivation ait un sens en termes de distributions, on ne peut pas espérer approcher f
dans L? par ce biais.

Estimateur par histogrammes

Une premiere approche pour essayer de "lisser" P, = % 1 0x, peut étre de dé-
couper |0, 1[ en N cases (A;);=1,..n de longueur 1/N, et de prendre pour estimateur
de f l'estimateur par histogrammes correspondant

R N P A N T’_l]l Xz

Funte) = 2 GG @) = 3 E S o

o~ (Fnli/N) = Fu((G = D/N)) (2)
Vol(4;) A

Jj=1

Cela donne un estimateur de densité constant par morceaux. En notant F, l'en-
semble des fonctions L? constantes sur les (A;)j=1...n, ON peut remarquer que a
partition fixe, on aura

fn,N(x) —n—4o00 f_N(x) = 7T.7-—A(f)7

presque stirement, ol fy est la projection de f au sens L? sur F4 s'écrivant

x):é\iiﬁ Z(vol /f d“>1f‘()

Des lors, pour N grand fy devrait étre proche de f, et, lorsque n grandit, f, n
devrait converger vers fy. Il reste a déterminer les régimes de croissance respectifs
pour prouver la consistance de I'estimateur.
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PROPOSITION 6.9

Consistance des estimateurs par histogramme Supposons que [ € L2(]0, 1)), et
notons h, = 1/(N,) (N, représentant un choiz de nombre de cases dépendant
den). Si h, — 0 et nh, — +oo, alors

||fn - f”L2 — 07

en probabilité.

Avant de passer a la preuve, quelques commentaires sur les hypothéses de consis-
tance. L’hypothese h,, — 0 est 1a pour que le biais || fx, — f|| tende vers 0. L’hypo-
these nh, — +00 y est pour que le terme de variance || fy, — an tende vers 0 : elle
prescrit que le nombre moyen de points dans une case (nh,) doit tendre vers +oo
pour pouvoir estimer efficacement le coefficient de chaque case. Cette heuristique
se retrouvera pour quasiment tous les estimateurs non paramétriques, notamment
ceux 4 noyaux. En dimension d, le nombre moyen de points par case devient nh?,
et I'hypothese correspondante devient alors naturellement nh? — +ooc.

Démonstration. Commencons par regarder le terme de biais.

Analyse du terme de biais.
On aura besoin d’un résultat standard en analyse fonctionnelle.

LEMME 6.10 : DENSITE DES C° DANS L

Si Q est un ouwvert de R?, alors les fonctions C™ a support compact inclus dans
Q sont denses dans LP(Q2), pour tout p > 1.

Maintenant, si f est C*° & support compact, notons L = || f'||oc sa constante de
Lipschitz. On a alors, pour tout z € A,

o) = 101 = gy |, (00 = i
< @A'Lm—ﬂdu < Lh,.

On en déduit alors

I fx, = fllze < Lhn,.

Maintenant, si f € L? et g € C° sont telles que ||f — g||z2 <&, on a

1f = faallee < llg = gnallee + 1(f = 9) — 77, (f = 9) |2
<2[[f —glle> + llg — gn. |22
<2+ |lg = gn, |2

Comme h,, — 0, on en déduit que pour tout € > 0, limsup,, || f — f, |12 < 2¢, soit
If = vl = 0.
Analyse du terme de variance
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On remarque que si z € Aj,

A 1

fulz) ~ Wg(n’pj)7
ot p; = P(A;). On peut alors en déduire que
B((Fal) = o (1)) = e Var(B(np) < —H—.
n?Vol~(4;) nVol~(4;)
En intégrant on obtient
n Nn
[ B = B < 3 i < Bt

Par Fubini on en déduit que E(||f, — fn,||22) — 0 dés lors que nh,, — +o00, et donc
la convergence en proba vers 0. O

Concluons cette partie sur la remarque suivante : a choix de cellules fixées A,
estimer une densité par histogramme est en fait un probleme d’estimation paramé-
trique. En effet, cela revient a vouloir estimer 7z, (f), qui peut étre décrit par un
parameétre 6 € RV (avec 6; = p;/Vol(A;)). De fait, 'estimateur par histogramme
est un M-estimateur : pour # € RY" notons fy = Z;yz”l 0;14,. Le critere théorique
est

1
0

:/01 f2(u)du—2/02f(u)f9(u)du+/01 F2(u)du,

M) = [ (f = fo)*(w)du

et f, correspond bien & arg ming M (f). Comme le premier terme ne dépend pas de
6 on peut choisir M de maniere équivalente via

M(0) = -2 /01 f(u)fo(u)du + /01 £ (u)du.

Le critere empirique associé est alors

n

M,(0) = —i Zfa(Xz') + iVOI(Aj)QJQ'

N Z?: 1 i€A; Nn
— 9 (Zl ej( 1nX - )) + ZIVOI(Aj)HJQ.
J= J=

= =240, (Pu(A)))j=1,..N,) + % Vol(A;)63.

=1

On peut alors vérifier que le M-estimateur associé est bien fn Cette approche peut
étre utilisée pour donner des vitesses de convergence.

Estimateur par fenétres glissantes

L’estimateur par fenétres glissantes (ou estimateur de Rosenblatt) se base encore
sur 'idée que 1'on essaye plutdt d’estimer, pour un z €]0, 1], la valeur moyenne de
f(z) sur une petite case autour de x, mais cette fois-ci la case n’est pas fixe, elle
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bouge contintiment avec x. Plus précisément, pour une largeur de bande h, on définit
I'estimateur par fenétre glissante via

LX.co—hatn] Fulx +h)— F,(x —h)

7 o ?:1 i , _
Inlz) = onh 2h

Cet estimateur est un estimateur a noyau : en notant K = %IL[_M] (appelé noyau)

et Kp:u— %K (%) le noyau rescalé, 'estimateur par fenétre glissante s’écrit

A

fn( ) (Pn*Kh / Kp(x —u) (du)

= z l[(}L(‘”L' — X
i=1"

1
- —1x, z—h,z

2h(F (x 4+ h) — F,(x — h)).

FAIRE DESSIN. Comme pour les histogrammes, le principe est de "lisser" la distri-
bution empirique P, en la convolant avec un noyau de maniere a obtenir une densité.
De ce fait on biaise le probleme : a h fixé la limite de f,, sera f, = (P * K}) et non
pas f. La encore, comme

Fx+h)—F(x—h) 1 /l”rh
xr) = = — w)du,
fn() 5T ) f(w)
pour h assez petit tel que [z — h, x + h| C]0, 1], on aura bien f;, — f (sur I'ensemble
des points de Lebesgue, donc presque partout) lorsque h — 0. Sous les mémes
conditions que pour les histogrammes (taille de fenétre qui tend vers 0, assez de
points en moyenne dans chaque fenétre), on a les mémes garanties de convergence.

PROPOSITION 6.11 : CONSISTANCE DE L’ESTIMATION PAR NOYAUX

Si f € L*(]0,1]) et h, est une suite de fenétres vérifiant h, — 0 et nh, — +o0,
alors l'estimateur a noyau f,, associé vérifie

1. f, est une densité,
2. B(| fo = f12:) —nste0 0.

Démonstration. Commengons par le premier point. fn est bien mesurable et positive,
il suffit donc de vérifier que fol fn(z)dx = 1. Pour ce faire, on écrit

/01 fo(x)dz = /1 dx /1 Kp(x — u)P,(du)
- / (du) / Kn(z — h)dz  (Fubini)

_/ (du)l =1,

N “1e s 1 s . . .
ot on a utilisé [y Kp(x —u)dr = 1 (c’était le but du rescaling). On passe maintenant
a la consistance, en se basant sur la décomposition biais/ variance suivante :

E(|l /o = flI72) = If = fuullie + E(lfo = frl72).
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Anayse du terme de biais : Comme dans le cas par histogrammes on commence
par supposer que f est C* a support compact inclus dans ]0, 1], et on note L sa
constante de Lipschitz. L’inégalité fondamentale est la suivante : pour z €]0, 1], on
a

i) = £ = | [ Ky (o = ) f )~ f(2)
[ Ko = 0 )~ ()

(n assez grand, support de Kj,)

— /’:; K, (v)(f(x —v) — f(z))dv (chgt var et [ K, =1)

hn
< [ K @)f@—0) = f@)lde
—hn,
< Lh, /_’: Ky, (v)dv = Lh,, — 0 (f Lipschitz).

On en déduit || fn,, — f|lz2 < Lh, — 0. Pour passer au cas général, on utilise I'inégalité
d’Young, se traduisant ici par

1(f = 9)*x Kn, |2 < |If — gl 2|1 En, |0 = [1f — gl 2

Soit maintenant f € L? et ¢ > 0. Il existe alors ¢ fonction C* & support compact
inclus dans |0, 1] telle que ||f — g||z2 < . On peut alors écrire

1f = frllzz < g = gnallze +11f = gl + | fo, — gnall 2
<lg = gn,llz2 + e+ |(f — g) * Kn, |2l
< g = gn, |2 + 2,

d’ott on déduit que limsup,, ||f — fu, |2 < 2e, et enfin ||f — fu, |2 — 0.

Analyse du terme de variance : On commence par remarquer que, pour z €]0, 1,

Fula) = o) =

3

(0 (o= X,) — E(Ki = X)),

de sorte que

E(fu(@) — fu (2))? = L2 Em(z = X1)

n

ce qui mene, via une application de Fubini, a

/fn ) dx</1VarK (x_X1>dx.

n
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Par ailleurs, on peut majorer brutalement f, Var(Kj,, (z — X;)dz via

/1 Var(Kp, (¢ — X1)dz < /1 E(K2 (z — X,))dx
0 0
[ ()
:/0 dac/o duhi%hf(u)

— hln /01 f(u)du /1 ) }(Z:h"u) dx

— o [ s [ Ky

e
hp,

d’ou on déduit
K72
nhy,

— 0.

E (I — full?) <

]

De cette preuve on peut tirer quelques enseignements. Premierement on peut
avoir une borne pour une taille de n fixé pour E(||f, — f||*) si f est Lipschitz. On
détaillera la vitesse de convergence minimax associée dans la section qui suit. Dans
un deuxieme temps, on se rend compte que cette proposition reste valide si on prend
pour noyau K une fonction qui vérifie

1. [K=1,

2. [ K? < 400,

3. K est a support compact.

On peut légerement relacher la derniere contrainte : il suffit que K décroisse suffi-

samment vite. En pratique, beaucoup d’autres noyaux peuvent étre utilisés. Citons
les exemples les plus célebres. DESSINS

— Rectangulaire, 1<

— Triangulaire, (1 — |z])1Ljz<1-

— Parabolique (Epanechnikov), 3(1 — 2%)1 <.
— Biweight, 2(1 — 2%)?Lj;<1.

— Gaussien, ﬁexp(—aﬂ/@a?)).

En pratique, le choix du noyau se fait souvent au doigt mouillé apres quelques es-
sais. D’un point de vue théorique on montrera plus loins que des noyaux particuliers
sont préférables lorsque 1'on sait que la densité cible est suffisamment réguliere.

6.2.2 Vitesses de convergence sur des classes de régularité

Commencons par un résultat pessimiste : bien que les estimateurs a noyaux
soient consistant sur 'ensemble des densités dans L?(]0, 1[), on ne peut pas espérer
que cette consistance soit uniforme.
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THEOREME 6.12 : INDECIDABILITE MINIMAX DU PROBLEME D’ESTIMATION DE DENSITE

Pour toutn > 1, on a

inf sup  E(|[fn— fII?) > 1
Jfn feL2(]0,1])

ot l'infimum est pris sur l’ensemble des estimateurs possibles basés sur n réali-
sations i.i.d. de f.

Avant de passer a la preuve, quelques commentaires. Comparé au cadre paramé-
trique ou on peut espérer des vitesses en d/n, le cadre non-paramétrique correpond
au cas d = +00, en ce sens cette borne est cohérente avec 'intuition que I'espace des
densité L? est trop gros pour espérer avoir une vitesse de convergence uniforme ten-
dant vers 0. On verra par la suite que ce n’est pas forcément la dimension "linéaire"
de I'espace considéré qui est en jeu : des vitesses de convergences peuvent étre obte-
nues sur des espaces de dimension infinies sous certaines conditions. Techniquement
parlant, cette borne inférieure est assez proche du "No-free Lunch Theorem" en clas-
sification : il s’agira de construire un gros sous-ensemble paramétrique de L? pour
lequel aucun classifieur ne pourra étre uniformément bon. La construction exacte
pourra étre réutilisée par la suite dans le cadre des densités régulieres.

Démonstration. On commence par découper |0, 1] en m intervalles A; = [%, %[,
j=0,...,m— 1. Maintenant, on définit deux motifs de base sur |0, 1[ par

fg (U) 2]1 ,

filu) =2 — f (u),

de telle sorte que [ fo= [ fi =1, et [(fi — fo)> = 4. Pour € € {0,1}™, on définit la
densité f. par

0= 32 o (= G/m) L,

FAIRE DESSIN. On se donne maintenant une loi a priori uniforme sur {0, 1} via
E~ QL B(1/2), et Xy = (X1,..., Xy) tel que Xy, | € ~ (fe(u)du)®". Comme en
Bayésien classique, pour un estimateur f , on aura toujours
sup E|f — fllz2 > sup E|f - folZ2
feL2(]0,1]) ee{0,1}m
> E(|lf(X1n) = fellZ2).
Il s’agit maintenant de minorer un risque Bayésien. Regardons un peu la loi a pos-

teriori. Le modele étant dominé par L,, on peut écrire, pour x = z, €J0,1["
varepsilon € {0, 1}™,

Q:({e}) O<HZfs] = (3/m)) Laea,

I1 ( IT /. (m(zi - (J'/m))>,
jeS(z) \zi€A;
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ou S(z) ={j € [0,m—1] | xNA; # 0} (I'ensemble des cases visitées). On en dedult
alors que les ¢; | X sont 1ndependantes et que, si j & S(X), ¢; | X ~B(0,1/2). S

f est un estimateur de f, on peut alors minorer son risque a posteriori par

E(If - f3: 1 %) 2 X / — f, (mlu = (j/m)))* | Xdu

J¢S(X
> 3 / Var(2B(1/2))du
jgsx) "

> (1- 150
m
> (1 . n) .
m
On en déduit alors que, pour tout m > 1 et estimateur f ,

A n
sup EHf - f”%? > (1 - ) —Fm—too 1,
fer2(jo,1)) m

d’ou le résultat. ]

Il est donc illusoire d’espérer des performances uniformes sur L? tout entier.
En revanche, si 'on suppose que f est suffisamment réguliere, on peut espérer des
bornes uniformes.

PROPOSITION 6.13 : VITESSE SUR LES DENSITES LIPSCHITZ

Soit Lip; l'ensemble des fonctions L-Lipschitz de |0,1[. Si on note fn Uestima-
teur a noyau (rectangulaire) pour une fenétre h,, on a

1
sup El|f, — fII* < L*h; + ——
feLipy, hn
Par conséquent, en choisissant h, = (2nL?)73, on a

sup E|f, — f]* < 3L**n 5.

feLipy,

Cette vitesse bizarre est typique du non-paramétrique : elle est plus lente que
le "paramétrique’ n~/2 et fait jouer pleinement la régularité de f. On verra par la
suite que c’est un cas particulier d'une vitesse générale (dépendant de la régularité
et de la dimension de l'espace de départ). La preuve est simple.

Démonstration. On reprend la preuve de la consistance. On commence par remar-
quer que

||fhn - f||L2 < Lhna

2 I
puis que E(||fn — fn,|]?) < —2E& — ﬁ L’inégalité biais/variance permet de

nhyn
conclure. En choisissant h,, = (2nL?)~'/3, on arrive a

E|f. — fII? < L?h2 + n; — [P 3413 913y < 31235

n
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On verra par la suite que cette vitesse est optimale. L’estimateur a noyau rec-
tangulaire n’est pas le seul a atteindre cette borne. On peut par exemple définir un
estimateur par projection comme suit. On se donne ¢y, ..., ¢,, ... la base de Fourier
e? e et pour f € Lip,, a;(f) = (f, ¢;) ses coefficients de Fourier. On peut alors
étre tenté d’estimer ces coefficients via

1 n
- 5;%‘(}(

. 7’ ] . ~ _ m A . . .
et de considérer U'estimateur f,,(r) = X7, &;¢;(z), pour un m bien choisi. La
question est : comment choisir ce m? La encore c’est une histoire de décomposition
biais/variance. On peut écrire, a m fixé,

Ellfr — flI2: = Y E(la; — o) + Y ol
j=1

j>m—+1
Pour un j fixé, on a

n 2

E(|a; _O‘J| Z E(¢;(X3)))

=1

< B

1
n n’

| /\

et donc le terme de variance est majoré par m/n. Pour le terme de biais, comme f
est L-Lipschitz, ses coefficients vérifient

Zj2|04]"2 < L27

>0

ce dont on peut déduire

En choisissant m ~ n3, on retrouve une vitesse en n~2/3, qui est la vitesse opti-
male sur cette classe. Cet exemple montre que la frontiere entre paramétrique et
non-paramétrique ne doit pas étre considérée comme "stricte". Les estimateurs par
projection fournissent une des passerelles entre ces deux mondes.

On peut aller plus loin dans les vitesses pour des fonctions plus régulieres. Pour

B, L > 0, on note (3, L) I'ensemble des fonctions f telles que

— f est ¢ = [[]-différentiable sur ]0, 1],

— pour tout x,y €]0, 1[, |f*(z) — f(y)| < Llx —y|"".
On appelle cette classe une classe f-Holder. Associée a une classe S-Holder, on peut
introduire une classe de noyaux d’odre £. Un noyau K est d’odre ¢ si, en plus d’étre
un noyau, il vérifie

— Jgw K(u)du = 0 (et est bien définie), pour tout j < /.
On peut prouver que de tels noyaux existent, pour tout ordre. En revanche ils ne

seront pas forcément positifs (au dela de I'ordre 1 ¢’est méme impossible). On peut
alors prouver le résultat suivant.
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THEOREME 6.14 : VITESSES DE CONVERGENCE POUR DES DENSITES REGULIERES

Supposons f € X(B,L), et soit K un noyau d’ordre { = [(], vérifiant par
ailleurs [g |[u|?|K (u)|du < +o0. Soit f, Uestimateur de noyau K, avec pour

__1
fenétre h, ~n~ 21, On a alors
28

Sup E(an - f”%z) < C(L,B)n_wﬂ’
fex(s,L)

ot C(L,[3) est une constante ne dépendant que de B et de L. Par ailleurs, la

X __2B . ..
vitesse n~ 2811 est la vitesse minimazx sur cette classe.

Démonstration. La borne inférieure est trop technique pour étre enseignée a ce ni-
veau (bien que cela reste du Bayésien, en un peu plus évolué). Le lecteur intéressé
est renvoyé au Tsybakov. La borne supérieure en revanche est plutét facile. On
décompose encore notre risque en un biais et une variance :

E(|lfo = fliz2) = If = FllZ2 + E(If = fall?).

avec f = K x f. Le terme de variance se traite de la méme maniere que précédem-
ment :

F_ 7 ! Ky, (r — X K|?
B - fp) < [ e =) g, o B

n nh,

Le terme de biais se base sur la décomposition suivante : pour un x fixé dans ]0, 1|
et un y tel que |z —y| < hy,, on a

-1

o) = 1a) + @)y o)+ 3 O BT 0oty

pour un 7 €] — 1, 1[. On peut alors écrire

f@) = fl@) = [ Kale = 2)(f() = fla)dz
zt+h 1 T —z
- [k (57 U - s

- /_11 K(u)(f(z + hu) — f(z))du

= [ RO S 90+ e ) — £

S|
- ]Z [ K wu (1O + whu) = £O(z)du

otl on a retranché artificiellement f()(x)) & 'avant derniére ligne. On en déduit alors,
comme f € X(8, L),

Fw) — F) < [ 1)l n
< C(BN’L.
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On conclut en remarquant que
If = fliZ < C(B)°L?h*,

1
et en prenant h, =n " 25+1, O

On remarque alors que, le cas Lipschitz correspondant au cas § = 1, la borne
donnée précédemment est cohérente. Pour conclure, mentionnons que ce résultat
peut s’étendre en dimension quelconque (pour des densités réguliéres définies sur
un ouvert inclus dans R?). La vitesse non-paramétrique standard pour I'estimation
d’une densité en norme p étant dans ce cas le fameux

__B
n 2,B+d’

qui est la vitesse minimax sur les classes de régularité 5. On a donné les bornes pour
la norme au carré précédemment, cela revient a remplacer § par 25 au numérateur.
On peut remarquer que lorsque la régularité tend vers +oo, a la limite on retrouve
une vitesse paramétrique en 1/4/n. D’un point de vue estimation par projection, plus
la régularité augmente moins on a besoin d’estimer de coefficient, la limite étant
un nombre constant de coefficient, ce qui nous remet dans un cadre d’estimation
paramétrique. La boucle est bouclée!

6.3 Estimation de support
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Chapitre 7
Classif

7.1 Probléme de classif

Def, fction de régression, classifieur de Bayes.

7.2 Apprentissage

Ppe, consistance, UC, no-free lunch, vitesses sur une classe. Biais Variance. Vi-
tesses paramétriques et non-paramétriques

7.3 Ex paramétriques : classes de Vapnik

7.4 Ex non paramétrique

consistance kppv, vitesse histogrammes.
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