Apprentissage Statistique Université de Rennes — M2

Partiel 2025/2026 — Durée 1h30

Vous serez évalués sur la démarche et la maitrise des concepts utilisés. Par conséquent, peu
d’'importance sera accordée aux constantes numeériques.

REGRESSION QUANTILE

On se donne D,, = ((X3,Y1),...,(X,,Y,)) un échantillon i.i.d., de loi commune (X,Y)
sur |0, 1[xRR, déterminée par les éléments suivants

— X admet une densité 0 < cx < px < Cx < +oo sur |0, 1].

— Y = p*X + E, ou E est indépendante de X, symétrique, de densité f.
On suppose par ailleurs que la variable E vérifie :

— E(|E]) <1,

— P(|E| <t) < Cgt, pour tout ¢ > 0,

— pourtout 0 < ¢t < 1, P(|E| < t) > cgt.

GENERALITES

1. Soit Z variable aléatoire réelle vérifiant E(|Z|) < +o0o0. On définit Med(Z) = {z |
P(Z > 2)>1/2,P(Z < z) > 1/2}. Montrer que

m € argmiﬂgE(]Z —z]) & me Med(Z).
zE

2. On cherche a prédire Y a partir de X. De quel type de probleme (classification/régression)
s'agit-il? Pour f : x — (Ljz<1 + || *1},>1)/3, montrer que E vérifie les hypotheses
de I'énoncé.

3. Montrer que pour la fonction de colit quadratique, et pour le £ de la question du
dessus, le risque de Bayes vaut +oo.

4. On se donne la fonction de cofit ¢(y,y’) = |y — ¢/| (et on note R le risque associé).
Montrer que g est un prédicteur de Bayes si et seulement si g(X) € Med(Y'|X), Px
presque slirement. Dans toute la suite on notera ¢*(.X) un prédicteur de Bayes.

5. Que vaut ¢*(X) si Y = 8*X 4+ E (modele de I'énoncé) ? En déduire une classe de
prédicteur pertinente (au vu de ce modele), on la notera G.

6. Donner I'expression d’'un minimiseur g, de risque empirique sur G. Dans le cas ou
(X,Y) ne suit pas forcément le modeéle de I'’énoncé, décomposer I'excés de risque
de g, en termes d’erreur d’approximation et d’estimation. Dans toute la suite on
supposera que (X, Y') suit le modele de ’énoncé.



APPROCHE DIRECTE (ET PEU SUBTILE)

Dans cette partie on supposera de plus la connaissance de |5*| < M, pour un M
connu, et on ajustera la classe G en fonction.

7. Montrer que

n

1 *
; E €i<|Y;—5Xz‘|_|Yz‘—5 X1|)
i=1

E(R(gn,) — R")) < 2Ep,E. sup
1B1<M

Y

ol les ¢; sont des variables de Rademacher i.i.d..
8. En déduire que

E(R(gn) — R")) < 8MEp, E.

1 n

9. En déduire que

E(R(gn) — R")) <

BlE

Quelle vitesse 'maximale’ pouviez-vous espérer ?

APPROCHE PLUS SUBTILE

Dans cette partie on ne suppose plus la connaissance de |3*| < M.

10. Montrer que 3, (celui qui correspond & 'ERM g,) est une médiane pour la loi P,
définie sur {(Y;/X,)i=1,.,)} par

X

P, ({Yi/X;}) = Zn—;)(z

11. En déduire que, pour tout € > 0,

P(B, <p —¢) SP(XH:ZZ-ZO),
i=1

avec Zz = Xz (I]'Yiﬁ(ﬁ*—E)Xi — ]_/2)
12. En déduire une majoration de E(|3, — 5*|).

13. En utilisant ce qui précede, construire une majoration de E(R(g,) — R*), plus fine
que la précédente.

14. Essayer de commenter les mérites respectifs des deux approches (en termes d’hypo-
theses nécessaires, extensions possibles, vitesses d’apprentissage, etc.).



SOLUTION

1. Notons G : u — E(]Z — u|). G étant convexe (moyenne de fonctions convexes),
propre (G(u) — +oco lorsque |u| — 400, en utilisant I'inégalité triangulaire), on a
m € argmin G si et seulement si G’_(m) > 0 et G'_(m) < 0 (dérivées & gauche et a
droite).

Pour un m quelconque, on a

G(m) =E((m — Z)1z<pn) + E(Z — m)Lin<z)
m —E(Z) + 2E((Z — m)1zer).

Pour 6 > 0, on a alors

G(m+0) —G(m) =86+ 2E((Z — m)Lyezemss) — 20P(Z > m + 6)
=0+ 0(d) —20P(Z > m) + o(9).

On en déduit
G (m)=1-2P(Z >m) =2(P(Z <m)—1/2).
Similairement, on a
G (m)=2(1/2—=P(Z > m)).

2. Y étant a valeurs non discretes, il s’agit d'un probleme de régression. La fonction
fa— (L<1 + || ?1>1)/3 est bien une densité (mesurable, positive, intégre a
1). Elle est par ailleurs symétrique. On vérifie ensuite

— E(B) = (2/3) ( [ ada + [ m_2dx) = (2/3)(3/2) = 1,
— pourt >0, P(|E| <t) < (2/3)t.
— pourt <1, P(|E| <t) =2/3t.

3. Pour le E de la question du dessus, on a E(E?) = +oco. Si g est un prédicteur, on a

E((9(X)-Y)* | X) = %E(Ez | X) = 2(g(X) = B"X)* = +o0.

On en déduit donc que E((g(X) — Y)?) = 4o0.
4. Soit g un prédicteur. On a

E(c(g9(X),Y)) = E(E()Y —g(X)| | X))
>E((E(Y —g¢"(X)] | X)) (d’apres la Q1, en prenant ¢g*(X) € Med(Y | X)),

avec égalité si et seulement si g(X) € Med(Y | X) Px presque slirement.



5.81Y =p*X + FE, avec E 1l X et FE symétrique, on a Med(Y | X) = 8*X + Med(FE)
(au sens ensembles).
Poure > 0,P(E > ¢) <P(E >eAl) <1/2(1 —cgleAl)) < 1/2, en utilisant la
symétrie de F et la minoration de sa masse autour de 0. Pareillement, si e < 0, on
aP(E < e) < 1/2. On en déduit que Med(E) = {0}, et donc que ¢*(X) = *X Px
p.s.. La classe G correspondante est naturellement G = {x — Sz}, pour 5 € R.

6. Par définition, on a
o € argmin 2 " e(g(X,), Y0
n arg min — C i)y Xi
gn € argipin T ) ey

1 n
€ argmin =3 |V; — g(X;)|.
argr;lel_gn;\ 9(X))|

En assimilant ¢ = x — Sz a 5, on a

n

1
i in—S Y, — X;| .= R,(8).
g Gargrﬁnel;{gni Y; — BXi| == R,(B)

=1

Dans un modele général, on aurait
BB ~ = | B3 - it BOY = X)) + it BQY - 6] - B(Y = m(0))|.

avecm(X) € Med(Y | X) Px p.s.. Dans le cadre du modéle de I'’énoncé, le deuxiéme
terme (approximation) est nul.

7. On a

~

R(g,) — R = (R— R.)(B, — B7) + Ru(By) — Ru(8")
< (R—R,)(B.— ")
1

= =3 (1% = B Xl = i = X4 = By (IY = BaX| = [V = 3°X]) )
i=1

< sup ~ 3 (Vi = BXi| — |V — B X| — Exy ([Y — BX] = |Y — °X]))

n
[BlI<Mm TV

Le Lemme de symétrisation donne alors

S elY - B~ 1Y - 5X)

=1

E(R(gn) — R*) < 2Ep,E. sup
Bl<M

8. Comme

|Y; = BX;| — |Yi — 87 Xi|| < |8 — 87| Xil,

4



le Lemme de contraction donne

n

1
Ee sup |= > &(|Y; — BXi| — Vi — 87 Xi|)| < 2E. sup E;
|Bl<M | TV ZZI Bl<M | T Z
Or
1 < 1 <
E. sup |— Zeiw — | Xi|| < 2ME, |— Z&‘X (on rappelle que X; €]0,1]),
Bl<M |7 i

d’ou le résultat.
9. L’inégalité de Jensen donne

1 n
Ezzlng

IN

1 n 2
)

S%\ZXZQST

ce qui permet de conclure. On pourrait espérer du d/n, avec ici d = 1. Pour ce genre
de résultat, la convexité de R en 3* est souvent requise, on la vérifiera par la suite.

10. On peut réécrire, pour un 3 quelconque

1 n
—EZZIIYZ-—BXA

On en déduit que 3, € argmin Rn(ﬁ) minimise [ P,(du)|lu — A, et est donc une
médiane de P, (cf Q1).
11. Soite >0.0na

P(fn<p —c) sp(ﬁn(] — o0, 8" <)) 2 1/2)

—P ZZZ lel(y/XKB*EZl/Q)
=P ZXﬂyqﬁ* g (ZX>/2>
=P Zzizo).

S




12. On remarque que les Z; sont i.i.d., et comprises dans [—1/2;1/2]. On va donc pou-
voir régler la concentration en utilisant I'inégalité de Hoeffding. Reste a regarder

I'espérance. On a

E(Z;) = E (X (Igx1p<8—o)x — (1/2)))
_E(X (P(E < —eX | X) — (1/2))).

Comme F 1l X,0ona

P(E < —eX | X) = -P(|E| > eX)  (symétrie)

l\DI»—t[\JI»—t

1
(1 —cpeX)lexa + 5(1 —cg)lox>

(propriété de F, en remarquant au passage que nécessairement cp < 1)

1
On en déduit

E(Z) < E(X%(l —epeX A1) = (1/2)E(X)

- —%E]E(X(gX/\ 1)).

/

> 5
- 3

Or,

E(X(eX A 1)) EU ]1gu<1 + Uﬂsu>1) px(u)du

(
{ % <1+ (5—3 + %) ]15>1:|

On en déduit E(Z;) < —£==, et il S'ensuit

P <Bn <pB" - &?) <P (zil 7, —E(Z) > ncE6cX5>

< exp (—2n(cpexe/6)?) = exp (—n(cpex)’e?/18)  (Hoeffding).

De la méme maniére, on montre que

P (Bn > [+ 5) < exp (_n(CECX)252/18) .



On en déduit enfin que
A~ +OO A~
B~ 8" = [ PG~ 57| > )i
0

400
< 2/ exp (—n(cEcX)2t2/18)
0
3V 2w
CECX\/E‘

13. Pour conclure, il faut relier exces de risque et écart entre parametres. Notons § =
(B — B*), et supposons § > 0. On a, en jouant avec la symétrie de f

R(B) - R(5") = / px (2)da / F(e)de(] — bz + | — Je])

<CX(/ da:/ fle)de((6z — €) +¢)) /dx/&vf )de(( 5x—e)—e))>
+oX/ dx/5 —5xf(e)

= Cx (/ dz(5x) def(e)de%—/ld:r/oh(éx—26)f(e)de)
—2C’X/dm/6m5x—e

=2C% ; f( ) //6(533 - €)dx

_ooy [ feyp1 Y _26)2

0
< %HDW <)

< CxCpd?

- 2
Par symétrie de E, E(|(5* — 3)X + E|) = E(|(8— %)X + E|), on en déduit alors que,
pour tout 3 € R,

ﬂeg(gde

(propriété de F).

CxCp(B — ()
5 :

Pour conclure, il faut repasser par les déviations. On montre comme en question
précédente que, pour tout ¢ > 0,

R(p) = R(5") <

P(R(8) ~ R(8") > 1) <P (13, — 8 > V/2t/(CxC)
< 2exp (—n(cpex)?t/(9CECx))) -
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14.

Comme précédemment, on en déduit que

+o0 ~
E(R(3,) — R(6")) = / P(R(B.) - R(5") > t)dt
< 18CxCg

~ n(cpex)?

La méthode ’brute force’ (premiére) a un gros avantage : aucune structure sur X
n’est requise (notamment la majoration/minoration de la densité). En ce sens, la
vitesse en 1/4/n est uniforme sur 'ensemble des lois qui s’écrivent sous la forme
Y = 5*X + E, avec Med(E|X) = 0. La restriction |5*| < M est artificielle, on
aurait pu s'en débarasser techniquement en découpant suivant |3, — 5*| > M, et
|8, — B*| < My, pour un M, bien choisi.

La deuxieme méthode donne des vitesses plus rapides, mais requiert des hypotheses
structurelles supplémentaires sur (X, E) (quasi-uniformité de X, suffisamment de
masse autour de 0 pour £, indépendance des 2). On pourrait se passer de la symétrie
et de l'indépendance de F, ainsi que de la quasi-uniformité de X en travaillant
conditionnellement a X, avec des hypothéses portant sur le remplissage de F | X
autour de 0 qui elles sont cruciales. Sous ces hypotheses, la vitesse d’apprentissage
est en 1/n. Pour se convaincre qu’on ne peut pas étendre cette vitesse rapide a
I’ensemble des lois pour lesquelles la premiere approche est valide, on peut regarder
I'ensemble de lois suivantes : 5* = 0, X =0, E_; = (1/2 + ¢//n)d_1 + (1/2 —
c/\/n)dy1, et By ~ —E_; et faire un peu de Bayésien comme d’habitude.



