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TD no5 : équation des ondes
Pour tout ce TD, on définit l’ensemble

Γ+ := {(t, x) ∈ R+ × Rn , |x| ≤ t}.

Exercice 1 : propriétés de base de l’équation des ondes
On considère f et g deux fonctions C∞

c (R3). Soit u ∈ C2(R+
∗ × R3) solution de{

∂2
t u(t, x) − ∆u(t, x) = 0 sur R+

∗ × R3

(u(x), ∂tu(x))|t=0 = (f(x), g(x)) sur R3.

1. Montrer que si t ≥ 1, on a :

|u(t, x)| ≤ 1
4πt

 3∑
i=1

∥∂xig∥L1(R3) +
∑

1≤|α|≤2
∥∂αf∥L1(R3)

 .

2. On suppose que supp(f) ⊂ B(0, R) et de même pour supp(g). Montrer que pour tout t > 0,
supp(u(t, ·)) ⊂ B(0, R+ t).
3. On suppose encore que supp(f) ⊂ B(0, R) et de même pour supp(g). Montrer que u est nulle
dans l’ensemble {(t, x) : t > R, |x| < t−R}.
4. Soit (t0, x0) ∈ R+ × R3. On définit le cône C(t0, x0) par :

C(t0, x0) = {(t, x) : |x− x0| < t0 − t, t < t0}.

Montrer que si f et g sont nulles sur l’intersection de l’hyperplan t = 0 avec le cône C(t0, x0)
alors on a u(t0, x0) = 0.

Exercice 2 : unicité de la solution fondamentale
Montrer que si S et S̃ sont deux solutions fondamentales de l’équation des ondes avec

Supp(S) ⊂ Γ+ et Supp(S̃) ⊂ R+ × Rn,

alors S = S̃.

Exercice 3 : résolution en dimension 1
Montrer que la seule solution fondamentale de l’équation des ondes à support dans Γ+ avec n = 1
est

S1(t, x) = 1
21t≥|x| .

Exercice 4 : résolution en dimension 3
Montrer que la seule solution fondamentale de l’équation des ondes à support dans Γ+ avec n = 3
est

S3(t, x) = 1
4π|x|

δ0(t− |x|) ,

au sens où
∀φ ∈ D(R4) , ⟨S3, φ⟩ =

∫
R3

1
4π|x|

φ(|x|, x) dx .

On montrera que

∀φ ∈ D(R4) , ∀λ > 0 , ⟨S3, φ ◦Mλ⟩ = λ−2⟨S3, φ⟩

avec Mλx := λx, et que □S3 est à support en 0.
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Exercice 5 : Résolution en dimension 2
1. Soit n un entier et Sn+1 solution fondamentale de l’équation des ondes à support dans Γ+
dans R × Rn+1. On suppose que la distribution Sn+1(t) est à support compact. Montrer que
pour tout φ ∈ D(Rn)

⟨Sn(t), φ⟩ = ⟨Sn+1(t), φ⊗ 1⟩ .

2. En utilisant l’exercice précédent, montrer que la seule solution fondamentale de l’équation des
ondes à support dans Γ+ avec n = 2 est

S2(t, x) = 1
2π

1√
t2 − |x|2

1t≥|x| .

Exercice 6 : propagation des singularités pour l’équation des ondes

1. Résoudre l’équation des ondes sur R⋆
+ × Rn :{
∂2

t u− ∆u = 0
(u, ∂tu)|t=0 = (0, f)

où f ∈ L2(Rn) est à support compact et u ∈ C2(R, H2(Rn)). Montrer que si f ∈ C∞(Rn), alors
u ∈ C∞(R × Rn).

Définitions. On considère f ∈ L2(Rn).
(i) On dit que f est C∞ au voisinage d’un point x0 ∈ Rn s’il existe un voisinage ω de x0 tel

que pour toute ϕ ∈ C∞
c (ω), on a ϕf ∈ C∞(Rn). On définit alors le support singulier de

f par son complémentaire : x /∈ singsupp(f) s’il existe un voisinage de x sur lequel f est
C∞.

(ii) On définit également Σ(f) par son complémentaire : on dira que ξ /∈ Σ(f) si f̂ est à
décroissance rapide sur un voisinage conique de u.

(iii) On dit que f est microlocalement C∞ en un point (x0, ξ0) ∈ Rn × Rn \ {0} s’il existe un
ouvert ω de Rn contenant x0 et un cône ouvert de Rn \ {0} contenant ξ0 tels que :

∀ϕ ∈ C∞
c (ω), ∀N ∈ N, ∃CN > 0 : ∀ ξ ∈ Γ,

∣∣∣ϕ̂f ∣∣∣ ≤ CN (1 + |ξ|)−N .

(iv) L’ensemble des points (x0, ξ0) où f n’est pas microlocalement C∞ est appelé le front d’onde
de f et est noté WF(f).

2. On considère une solution u. Soit χ ∈ C∞(Rn) telle que χ(ξ) = 1 pour |ξ| ≥ 1 et χ = 0 au
voisinage de 0. Vérifier que :

u(t, x) = 1
(2π)n

1
2i(u+ − u−) + 1

(2π)n

∫
(1 − χ(ξ))sin(t|ξ|)

|ξ|
eix.ξ f̂(ξ)dξ

où on a noté :
u±(t, x) =

∫
χ(ξ)
|ξ|

ei(x.ξ±t|ξ|)f̂(ξ)dξ.

3. Montrer que WF(u(t)) ⊂ WF(u+(t)) ∪ WF(u−(t)).
4. On suppose fixé t ∈ R et x0 /∈ Supp(f) − tΣ1(f), où Σ1(f) = Σ(f) ∩ {|ξ| = 1}. Soit U un
voisinage de x0 et Γ un voisinage conique de Σ(f) tels que :

U ∩ (Supp(f) − tΓ1) = ∅
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où on a noté Γ1 = Γ ∩ {|ξ| = 1}. On introduit ψ homogène de degré 0 telle que ψ = 1 sur un
voisinage conique de Σ(f) et ψ(ξ) = 0 pour ξ /∈ Γ. On écrit u+ = u1

+ + u2
+ où :

u1
+(t, x) =

∫
ψ(ξ)χ(ξ)

|ξ|
ei(x.ξ+t|ξ|)f̂(ξ) dξ,

u2
+(t, x) =

∫ (1 − ψ(ξ))χ(ξ)
|ξ|

ei(x.ξ+t|ξ|)f̂(ξ) dξ.

Montrer que singsupp(u+) = singsupp(u1
+).

5. En utilisant la relation

n∑
j=1

xj − yj + t
ξj

|ξ|

i
∣∣∣x− y + t ξ

|ξ|

∣∣∣2 ∂je
i((x−y).ξ+t|ξ|) = ei((x−y).ξ+t|ξ|),

montrer que u1
+ ∈ C∞(U). En déduire x0 /∈ singsupp(u+(t)).

6. En déduire le « théorème de propagation des singularités » suivant :

singsupp(u(t)) ⊂ ∪(x,ξ)∈WF(f)

(
x± t

ξ

|ξ|

)
.
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