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TD N°5 : EQUATION DES ONDES
Pour tout ce TD, on définit I’ensemble

Iy ={(t,z) e Ry xR", |z| < t}.

Exercice 1 % % : propriétés de base de 1’équation des ondes
On considere f et g deux fonctions C2°(R3). Soit u € C?(R} x R?) solution de

{ OPu(t,z) — Au(t,z) =0 sur RE x R3
(u(2), () lmo = (f(2), 9(2) sur RO,

1. Montrer que sit > 1, on a :

1
lu(t, x)| 4— (Z 102,91l 11 (R3) + Z |0~ f||L1(R3 ) .

i=1 1<]|a|<2

2. On suppose que supp(f) C B(0, R) et de méme pour supp(g). Montrer que pour tout ¢ > 0,
supp(u(t,-)) C B(0, R+ ).

3. On suppose encore que supp(f) C B(0, R) et de méme pour supp(g). Montrer que u est nulle
dans l'ensemble {(¢,x): t > R, |z| <t — R}.

4. Soit (tg,r9) € RT x R3. On définit le cone C(tg,xo) par :

C(to,l'o) = {(t,l’) : ’CL’ — "Eo‘ <ty—t, t< to}.

Montrer que si f et g sont nulles sur U'intersection de 'hyperplan ¢ = 0 avec le cone C(tg, z)
alors on a u(tg, o) = 0.

Exercice 2 % : unicité de la solution fondamentale
Montrer que si S et S sont deux solutions fondamentales de ’équation des ondes avec

Supp(S) c Ty et Supp(S) C Ry x R™,
alors S = S.

Exercice 3 % : résolution en dimension 1

Montrer que la seule solution fondamentale de I’équation des ondes a support dans I'y avecn = 1
est

1
Sl(t,ﬂ?) = i]]'tZ‘ml .

Exercice 4 % % : résolution en dimension 3
Montrer que la seule solution fondamentale de I’équation des ondes & support dans I'y avecn = 3
est

Sa(t,z) = do(t — |zl),

1
47|z
au sens ou

1
D(R* = / — .
Ve €D, (500 = | e eliehe)de
On montrera que
Yo € DRY), VYA>0, (S3,00M) =A"%(Ss¢)

avec Myx := Az, et que (1S3 est a support en 0.



Exercice 5 % % : Résolution en dimension 2

1. Soit n un entier et S, 11 solution fondamentale de I’équation des ondes a support dans I'}
dans R x R™"!. On suppose que la distribution S,1(t) est & support compact. Montrer que
pour tout ¢ € D(R")

<Sn(t)7 90> - <Sn+1(t)7 P 1) :

2. En utilisant ’exercice précédent, montrer que la seule solution fondamentale de 1’équation des
ondes a support dans I'y avec n = 2 est

St z) = ——

- g /tQ — |x|21t2|$| :

Exercice 6 % % % : propagation des singularités pour 1’équation des ondes

1. Résoudre I'équation des ondes sur R*} x R" :

Pu—Au =0
(ua 815“)‘15:0 = (07 f)

ott f € L?(R™) est a support compact et u € C3(R, H*(R")). Montrer que si f € C®°(R"), alors
u € C*(R x R").

Définitions. On considére f € L?(R™).
(i) On dit que f est C* au voisinage d’un point xg € R™ sl existe un voisinage w de xq tel
que pour toute ¢ € CP(w), on a ¢f € C(R™). On définit alors le support singulier de
f par son complémentaire : x ¢ singsupp(f) s’il existe un voisinage de x sur lequel f est
C™.
(ii) On définit également S(f) par son complémentaire : on dira que & & S(f) si f est a
décroissance rapide sur un voisinage conique de u.

(iii) On dit que f est microlocalement C*° en un point (zg,&) € R™ x R™\ {0} sl existe un
ouvert w de R™ contenant xo et un cone ouvert de R™ \ {0} contenant & tels que :

Ve (CP(w), VNeN, IJCOy>0:VEel,

@c‘ < Cn(+ )N

(iv) L’ensemble des points (xo,&y) ot f n’est pas microlocalement C™ est appelé le front d’onde
de f et est noté WF(f).

2. On consideére une solution u. Soit x € C*(R™) telle que x(§) = 1 pour || > 1 et x =0 au
voisinage de 0. Vérifier que :

L L b [ ey SED e
) = g~ 1)+ g [ (L= X(@) T o (e)ae

ou on a noté :

wsltyr) = [t fpae

3. Montrer que WF (u(t)) € WF(u(t)) UWF(u_(t)).

4. On suppose fixé t € R et ¢ ¢ Supp(f) — tX1(f), ou X1(f) = X(f) N {|¢| = 1}. Soit U un
voisinage de xg et I' un voisinage conique de X(f) tels que :

U N (Supp(f) —tI') =0



ou on a noté I'y = I'N {|¢| = 1}. On introduit ¥ homogene de degré 0 telle que ¢ = 1 sur un
voisinage conique de Z(f) et ¢(¢) = 0 pour £ ¢ I'. On écrit uy = ul +u? o :

() / EX(E) i(aertiel) 7o) de,

) = [ CEEENE e i g
Montrer que singsupp(u.4) = singsupp(ul ).
5. En utilisant la relation
n tﬁJ
Z €] 5 0 ez=) &+lE]) — pil(z—y) E+1IE])
F”’ y“m‘

montrer que u} € C>°(U). En déduire z( ¢ singsupp(u.(t)).

6. En déduire le « théoreme de propagation des singularités » suivant :

singsupp(u(t)) C U(g,e)ewr(s) (a; + t|§|>



