
Phénomènes de condensation dans les
abres aléatoires S

Qvestion: une population se reproduitde manière asexe et
homogène dans le temps, partantd'en individu, ets'éteignant<

apreavoir produit n individes.
Quel est l'orche de grandeur de nombre maxd'enfants

d'en individus lorsque nto?

Historique rapide (étoffé Mustand
· 19eside:Bienayme, GaltonWatson:étude de l'extinction
de noms nobles ↳proba d'extinction d'en processus de branchement)

. Aldors amén 90: étude de la forme de l'arbre généalogique,
lien avec le mouvement brownien.

.Jonsson -Stefansson '11:identification d'un régine area
phénomène de condensation

· Nagan, Doney, Denisou-Dieken-Schneer'07: estimen
sur des marches aléatoires dans le régime "ovebig jump"

. Armendariz-Loulabis 1:Horênlimite pour la trajectoire
d'une marche aléatoire dans le regime
"One big jump"



Plan: I) Arbres de Bienayme-Galton -Watson et le
codage
#) be "one-big jump principle"par des marches

aléatoires
#)(II) Applications aux ambres alatoires

I)Arbres de BEN, codage
a) Arbres

Lesabres serontplanaires enracinesfinis
U21 22My +1 =30,1,2,21,223

~seI* +2 =39,1,2,4,n3
id

0 Tz

On les voit comme un ensemble d'étiquettes, qui
sont des suites d'entre strictementpositifs

Attions;:Ruct)=ib d'enfants du sommeta dans t
. IM:taille de l'arbre (nombre de somets)
. ACT) =max RuCt

uCT



Définition SoitTun arbre avec un sommets. On les
ordonne enutilisantl'orche lexicograpbique:
Mo<u,... [Mn-,. Go marche delukasienig de T,
vit =(ICH, ..,(+1) estdéfinie par:

·(t) =0

.Wir,CT) =iCT) +bu,t)-1 pon oxien-

eWis
N

Exemple:
us

do 8 .

& ⑳

misee · iis'iss S
i

Position L'application
Sabren avec somets] -> In

T 1-(Ra,) +; 0<i<n-1)

estun bijection, où

Jn ={ (x..,en)- 1,01...:Cit--An = - 1

C, t.. +bi-1

pour 1i
=3

On peutle démontien
par rérence.



-

b)Arbres de Bienayme
Soit(=(Mil), une mesure de proba sun .
Pou un arbre finit on pose

Py(H) =M(kuCt) (x)

↳rene(Bienayme 1849, Galtor-Watson 1875, Steffensen 1930)
On suppose ploltplis) (torjams supposeimplicitement
dans la suite. Alors

Zipli)E) Pr est une mesure de probabilitei40

sa les arbres finis

(bM-pras de branchements'éteintps Zilitz)

Prame en étudiantdes points fixes de fonction génératries
Un B abre etun arbre aléatoire de loiPm.
Pour faire le lien avec la marche de Lakesiewing on

introduit la marche aléatoire (Wilns:
Soit (Xi), iid del:D(X, =k) =4(k+) powk>, -1
On pose Nu= X, +.. +Xu



On pose 3=inf5kb1:Wp
= -1 3 E NUS +03.

Proposition Soit Nun B aubre. Alors

CNCY), ...,Wr,(H) (Wo,W....,W3)
La preuve estassez directe par (x)

Dans la suite on note in est en Br aubre conditionne
tsàavoir some consenestreinttajours implicitementaux tels

que (IN=n)>0)

Gaine. IN13
· (2(T), ...,Wr(TullE (Wo..., Wul Sors 1.13=n)

difficulte:conditionnement"non local". Par le rendre" local"

) Lene cycliquailisa
clae cyclique.

Soit Sn =5 (1...,n) - 5-1,0,1...3: , -. +(n=- 13
On rappelle que
Jn ={ (x..,en)- 1,01...:Cit--An = - 1

C, t.. +bi-1

pour 1i
=3



On identifie 2/n7 avec 50, 1, .., n-13.

Pour =1..., n) -Sn, it /z, on définit

i) =(it,itn,..., Kitz) ales addition modulon.

Exemple I
I

2 =(1, - 1 -1,1, - 1,2, -1, - 1)
-â?

8
(4
=(2, - 1, - 1,1, - , -1,1, - 1)↳I .e(5)

=
...

Theoreme(lunecycique) Pom tout etSm, on pose
I(={izIn:"E5n]. Alors (ad)I(11)= 1

etIl est constitue des ter instant onla marche de sant

&touche son infimum pour le première fois

ex:[() ={3}

Preue:
pas trop complique.

Matt-I(x)



a) Application
SoitF:2une fonction invariante sors permutations
cycliques (i.e. Xcz Z, FitzInZ, F(2) =F(sil)(

Exemples:FCC, . ..,(n) =(it --- ten
=e,..--xu

Imaxe (1), . ..,(n)

Proposition Soit F:-une fonction invariante sous
permutation cycliques. On utilise lamarche alertoire Wr=x,+--vn
proidementintroduite. Alors

1) Et FIX,
..., xn) Ry=n] =1[F(X,..., xn) RN=-1]

2) D(3 =n) =1b(Wn =- 1)
3)La loi de FCX...,Xu) sachatque s=n ert= loi de de FIX,-,)

sachv=
Rame 2 provientde 12 (pendrs FEIl

3) parvientde flet1)
1) Quelques rotations:Xn=(X...., Xul. Alors
. 53 =n3

=[XnE 5n3

· {Wn = -13 =4 XnESn}
· Kitz/nZ, XaXu



#[F(X)4xE5] =1FX1x5)
= IF(Xn) 1x =5n]
=I EIF(Xn)e5]

=>RXnesn (lune cyclique)
doi le résultat.

-

Ainsi, ACTr)?"max(X, , -, Xn) H Sows BC. IWn=-1)

Diction (tranfanée deVerraat) Soit ESn On pose
W(E)

=

a(())
a =(1, -, -1 - 1

M v(z)Exemple:fat Looa &

⑳

Théorème

1) Sous BCo(Wn=-1), WCX...., Xn) a la loi de

(X, . . .

, Xn) sors B).15=n)

2) Sous P(./Wn=-1), WCX,..., Xn) etICIX..., Xull



sont 1 etla loi de IX..., xull Sows &(0(Wn=-1)

estemiforme see 20, .., n-13
P-Or pose Xu=(X,..., Xn). Soitreme

2-5n it ok -n-1.

B(U(Xn) ==, I(Xn) =k, Wn=-1)
((Xn)

=P(Xn =, I(Xu) =k,Wn = - 1)

=P(X=,I(Xn) =k,Nn =- 1)

Main {X=, I(Xn) =k, Wn=-13I = {XP =, Wn = - 1) (anx5n

--D(X, =,w =

- 1)
=B(Xn =22,Wn = - 1)

=P(Xn ==,3 =n) ca En

On divise par B(Wn=-11 =nP(3 =n):

P(U(Xu) =22, I(Xu) =k(Wn =- 1) =1P(Xn=2/3=n)

ce quimonte) et1) (en sommentsack)
-



Interlude
-

objectif d'aujourd'hui: étudier In, un Bu arbre conditione
àavoir sommetslorsquen-y dans le regime:

· m=Zipli)<
· M(i),ins avec 32 (Van(p) <0)

Remaque:[X13 =2, initi) =iplis - 1 =m-

Aini [X1] =0 E) uitique (Zipsi) = 1)
Si tu n'estpas vitique, le conditionnentpar Wn=-1

et donc un conditionenestdans un régime de grandes

déviations (Wn=-E)We= (1-m(n)

Position Notom Gpk) Mli)". On suppose que
↑(i) =a.b"4(i) pau a,bso Conditque entretillage exposeliel

de M

SitFr emBabiesavoir sousen

N

Alors i TU



Reme Soittir-Sambre au sommets] etTET
kuCT

BrCT) =i MCkCr):i ab M(kCT)
UET att

=a""CT)
Ensommenton a done

Py(4) =eb"u(Tu)
Don

*Br(Tn)
-

Remue:i peutêtre exponentiellentfiltésen une
mescue uilique si, en notat le rayon de convergence
de t on

abim selet
Avant de pansaire, quelques éléments historique
et de contexte concernentl'étude des limites de

grands arbres aléatoires.



1)Estiméessur les marches aléatoires

On suppose icique X
entre va àvoteda E-1,0,45...3ty:

· B(X>0)>0
· E[X] =0 (Xilis, sid de loi X
· Yau(X) <D Sn =x,t .... +Xn

a) Une inégalitémaximale

Proposition (Fuk-Nagaeu'7), Denisor-Dieben-Shreu 08)
70 to Fnx, ax0 etc, 1:

1(S)m, X, cm, - .., Xnx) [ (expl-)
aue idée estdintroduire lamarche alatoire tranquie

=XiRx,car on a
*(Sutc, X,..., Xux(n) D) 5xxn),qu'on

majore" à la cherroff":en posant-



&(J,xi)=Blee)sé le] avec

*
=x 1

x ccm
On saitensuite

*

#t] =1 +Et]+ete-

mi

Se

On montre que mn=0(t) etSa= 0(H).
⑧ Mn= 1x 1x-xm] =- i EIx1xxcr]C

Alors nmn: - txRxscon] car [X] =0

Or tEIXRxx] EI*1xx) Etpar

convergence dominer

· une estbonneun t-lin], don

en =0CEE)
Mais ET) =i #IX Rxscon3 =o(t).

Can #IX2] <0
N



b)The estimée locale
On suppose de plus que
· D(x =n) ~p avec >2

Théorème (Doney 189, Nagoev'st)
Soit so. Informémenten m, en:(Sn =m) en (X, =m)

1 =24

Re:on poselm =. On dit mI
Aum, 3

un <B(Sn =m) (nPM +DM+PM avec

=DCSn =m, Xn], Im, mose Xa<lm)
1 kh- 1

pr=B(Sn=m, en XR
< (a)

Min=(Sn =

M, nak.Xi, Im, Xa, (3)
On montre que **BIY, =m) et2

=

0 (n IX, =mil,
Pz4n =0 (n5(X,=ml) (tajors uniformémenten m,n)
. Pour borne :

PM (2) B(Sn =m, X, lm, Xes, (m)

<n2 (X), (m) B(Xz, (m)



I 2

I c
p =cMm =0(*)em M

ca faim=lacons to can >2

For borne p
"
on ublic es:

pieB(Sam,en Xa<(n) =(exp)
-)

=(expl-en(ms3)
=(m+B)

· Por borne * catplas délicat,il fautre-tronquen em
gonetion de Su-1

Toutd'abord, a comme en
loi TCI done

* o. Or eit
pi, n

M, n

+** s avec

men- a*. =5(Sn=m, xn>, lm,
1IREny

Xa<em, Sn-1 ents)
·= 5(Sn=m, Xn>,m, man

icken
XRCm, Sn--n I

~9Y =5(Sn=m, Xn], lm,en Xa<em, -n< Sn-m)
Poura par inégalitémaximale:

mas Xa<m) -> (expl-lum2)gi (Sn-eme renc
=o(4+3)



Fou q"":

aZ<-ly((Sn-i
=

j, Xn =m - j)
3/4

=DCSn-, c -n C su D(X, =m+j)
&i
·(1) ~(B(X, =mil

M.Pour Es on cuit

GY =5(X=ms..., Xn],tu,En XRlm, - Sn-m)
Moim-Im et(Xn =m-j (~B(X, =m)

uniformementen -n;<Am. Donc
eum

~DJ man Xesle, -n*Snm)P(x, =m)
1RCh-

Mai B) -n*Sn-E) ->I
et (man Xx<em) -> 1 ce n(X,2, (m)

1Ra 4-x

~- so
&

Remaque de reschtat nete vrai por x(plane
-

adapter légèrement



c) Un one-big jemp principle
On suppose icique X

entre va àvoteda E-1,0,45...3ty:

· B(X>0)>0 (Xilis, sid de loi X
· E[X] =0 Sn =x,t .... +Xn
· D(x =n) ~p avec >2

On fixesure suite can ty liming so
n to

Alious:=in8{eisn: Xi=mak{ Xi:<i=n3}

. Soit (X"!--, X) ene va dontla loi estalle

de CX...., XVn-, Xun+1. --, Xn) sous BC. ISn=cn)

Théorème(Armendarig-Loolabis'Il)

I Ona dur((Y"..., x,!), (X..., ll -> 0n
-

b
i.2

sep IB((XY .. , x) - A) - B(CX. .., xn-1) EA) I ->0
AtB(R") n+3

Domos foutde suite en corollaire quiexplique le
nom" one-big jump principle":

↳laineSaitAnteMasgrandelement de IX,.. Yul sacheet



Alors

(1)1
(2) D , N10, oùo=Yau (X, 1.

(3) BC" (u) expl-1)s Bu
n

Re: (3) Paulethn itsuffitde ma

B(mXu)e) - expl-i)2-z

Cetteperba vont (1-B(X,3un()

Come B(X3n) - is, acier expl-ca inpp)
cetcy Pal3) aux gende probaI An =xn-cx+-. +x)
On en déduitle résultat can

Xi gNa
~

au.
Suctation in

IImage:Surs B). (Sn=cn):Fic



Preme de An

Soitpu
la loi de (X..., d

Soit un la loi de CX, --- Xn-il

Pour moutien
que se /MuCAl-Mu(All to elidesestescalient

de trouen een evenementEntq

① M(En) -1

② sup (un(Al-Mn(All-o en effet, on a
n -0

I SAcEn alors Mn(En) tO

3/4
etMr (En to

Posom En=14: (anamn): (Qtrtchn-il = N

et max ori < on3
1iSn-1

Sia:Ca,...,Quel tEn, on a

3 (X, - , x) =a, Sn=xn3

=E, ESX,..., Xit, Xitur Xn) =,
Xi =xn-a,....

- an-13

Donc Mulal
=Mula) xNA...- an-1)

↳(en)
1 En(a) duec Encalto

eifen a En



Aimi sup (MCA)-fünCA)1=1+ 011).
ACEn

Or un(En) [((Sn-1) >4) +Ble*:ban-n)
leeme=0c1

Leter= 1- 11-Pm) ( -> 0-

~ ca -> 0
-



⑪) Application:condensation dans les
aubres de Bienagmé sous-vitiques

Soitune loi de de production to

(1) n = ip() <1
(2) Mall- avec B>2.

Soit Yu um Bu arbre conditionné à avoir somets.
Notons A(Tr) le plus grand degre deTr
Jansson Stefansson's 1

There(k115)
(1) --min -> N101) o =Ya(p)

oi

(2) Si "Kin désigne le Tause pas grand degre,
B(e)s ex)-)

ides: one-big jeep principle pour la marche de Lukasiewing



Soit (Xilizien ind de loi B(X,= i) =plit) is, -1.

Wy =X,t..+Xu
On a EtX,]=m-1 etYou(x) =You(p)

Prene b + ground sontet 28 plus grand sont-

dans suite sont invariats
par permutation cyclique.

Duns (Actu), (Tull (tgdsaut,et grand sauf
de (X..., Xul Sous DC.1Wn=-1)

En posantXi =xi+1-m, n =Wn+nc-m) on a

the mouche centrée:Nn=-En =nce-mi-1:

on peutappliquer le one big jump principle
et son corollaire

-

Enfaitle one-bigjump permetde controler en fait
toute la mouche de hakasienicy?



On saitque 2 (M)?UCX,, Xu) sous B). (Wn=-1)

Proposition
du (WCT), WCXa, . . . .Xx-1)) ->o

n-0

M M

Mi
Cecipermet par exemple de montrer que

↳() etenen (1(m)
of
que

in "rememble"i eme spire finie son laquelle
se branchentdes Bi aubren 1, aues en nombre infini

brancheen hautde l'épine.


