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X 1* Soit g une fonction continue de R* dans R. -
Montrer que V¢ =0, Vn entler stnctement positif -

Jg(u){j g(u)du} d.s'—-

(On, pourra dériver chacun des
fonction de la variable ¢.)

+1{-L g(S)ds} ;l';

deux membres considéré comme

b,

2° Soit f, g, u trois fonctions contmues, deflmes sur R* a valeurs

réelles verlflant

iy

On désigne par v (t) la fonctmn déflme sur IR"' par

Ve=0, u(t)<f(:)+g(t)j (5)ds.

o(t) f u (s) ds,
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et par w la fonction définie sur R+ par

w(t) = v(t)exp [ -~ ";tg(S)ds].‘

* ia) Montrer que v'(t)< f(t) + v(t)g(1). .

xb) On Suppose que V¢ =(, g(f)=gq.
Montrer que w'(¢) < e " “f(¢t). En déduire

w(t)ﬁjte"‘"f(s)ds et v(t)ﬂf{f(s)e“'("") ds.
0 : ‘o |
¢) g étant quelconque, montrer que |
)< : ___ y d
v'O<IOew| - [ g(s)ds]
v(t)ﬂfn f(s){expf g(x)d:‘c} ds.

d ) Trouver les fonctions g,
positives ou nulles telles que

puis que

continues, ne-prenant que des valeurs

V=0, u@)< g(t)f‘u(s)ds.
, 0

3° Soit u et ® deux fonctions continues sur R*.
On considére la fonction U définje sur R* par

{U(t) = ftu(t —$)D(s)ds, V¢ >6
o |
u(0) =-"__0.:

- a) On suppose que u et P sont a valeurs

n : positives ou nulles.
En' écrivant,-pour ¢ > t,

tJ(t’) - U(t) = f{u (t'—s)— t{(t, - s)}"I)(s) ds +‘J.‘ u(t' —s) @(s) ds

montrer ‘que si u est une fonction croissante sur R*, alors U est une
fonction croissante sur R*,
b) Montrei* Ia. continuité de U au point ¢ =0,
Soit £>0 et t & [%0, 2¢6]. On: pose -
M=Supi|u(®)]; te€[o, 2]}
M* =Sup{|®(t)[; o, 24,]).
- Montrer que Ve >0, da >0 tel que o
lt—tl<a = U(t) - Ulto)| < eteM™* + (¢ — ¢,) MM,
(On pourra utiliser Puniforme continuité de u.)

En déduire que U est continue 3 droite an point ¢,.
Montrer la continuité de U sur R*.
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Notations = B
Dans tout le probléme, f dés; fonnt . S
esigne une fonctio + e
. VE=0, |f()|<c;
P est une fonction continue de R* dans R.
Qn note g une fonction continue de R* dans R* telle que

| Ve=0, Vs<t,  |O(s)| <go). :
On consideére l’équal;i(_)n. (E) | %_,
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(B) u() = f(t)+'f u(t —5)®(s)ds, V=0,

el
Py

LR e
PRy =y
g

Verifier que (E) peut s’écrire g
e

et h
ey " .
"*_’:7."%35 &E‘:ﬁb

u(O)=FO+ | u)B( ~5)ds,; ve=0,
0

*
e

Résoudre le probléme (E) consiste i trouver : S

I i , : Lrouver | + RICLN 7

dans R telle que ¢ 4 lrouver une fo}}qtlon ¥ de R* 25
(1) u est continue;
(2) u vérifie (E).
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Etude de -quelques exemples

1° Soit I’équation (E,) correspondant a (E) avec f(¢) =5 cos ¢ et
-(D(s) = s. .

a) Montrer que Ssi u contmue verlfle (El), U ‘, est: deux fois
différentiable et vérifie upe équation dlfferentlelle linéaire du second
ordre avec second . membre. | "

b) Soit u continue verlflant (El) Calculer u\(é) et u’(0).
c) Resoudre le probléme (El) | |

2° a) Soit: (E}) corne_spondant,ﬁ (E),.aye(; F(#)=1et ®(s)=ae* on
Résoudre le probléme (Ez)

Quel est le mmportement de la solutlon continue de (E;) au
vmsmage de +o? |

.b) Sont (E;) correspondant a (E) avec f(t) = fe "“ et D(s) = e'S
‘Résoudre le probléme (Ez) |

3° Soit ‘-(Eg) co_rrespondant a (E) avec f (E) 0 et lI’(s).- sin s.
Résoudre le ‘-.probleme Es).

. , Funicité des solutions continues
73 de ® . '

1“-Solt-” I, et U, 'deux~'solgﬁons- continues de (E).
Montrer que

Vit = 0, u1(t) l‘z(t)
-,_f_ Retrouver ainsi la solutmn continue de (E;..,)

2“ On constrmt la suite de fonctions (u,,)n}o par

| i *  ul)=F1(e) .
. ) =0+ f (1= 5)0(s) d:

i?? a) Montrer que les fonctwns u, sont continues.

57Soit f monotone: croissante positive-et @ positive; ‘montrer que u,
%&est une fonctmn monotone croissante, ceci pour tout entier n.
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12 Verlfler que w €10, 4, |y () = uo(8)| < cg(t) to.

#%E?wh Nt=0 l U, +1(t) —Uu (t)l = g(t)f l "n (3) m—-l(S)J ds

VtE[O to], [ u,,.,.l(t) u, (t)] cto g(t){ j g(s)ds'}

I .J - ¥ _'f"""
H)

e (On utilisera la question 1 des prehmmalres )

;’“ c) Soit v, (¢) = um(t)-— Uy (£).;. -
%t Montrer que la série de terme genéral v, (t) converge absolument,
%‘iﬁour tout =0,

Montrer que la suite de terme général u,(¢) converge pour tout
3 ﬂ 't =0 vers une limite que ’on notera u(z).

d): xM(intrgn que:. . . =
) = = W k
VEEL0, tl;  |u(t) = u, (8)] < etyg(e) P
! | k=n.1.
. = " |

0 =J .g(:tﬂ)' -dt.

ire- que 'I’on peut résoudre le probleme (E).

T
o SOitf'-‘i"éQﬁgﬁon (E'), ‘cas particulier de (E) : i
: g :
(E) L ult)= 1+ f u(t — S)R(s)ds  Ve= 0 .
0 Co

ou P egiz "posi!:ive et Oﬁ:f P(s)ds = b'< 1.

1 On construit (comme en II 2°) Ia suite de fonctions (,)0 0
. uo(‘ )=

L TR ol |

u, (t) =.1 + f u;;l(t pu s) D(s)ds.
Montrer que Vn =0, u, est positive sur R+
Soit a, lasuite-définie par ag=1

o Qp 1= 1-,+.ba;,._

tn



Determmenexplmtement la sulte a, th m,ontrer qu’

Soit 0, = S“P Iu ®)|. Montrer que v, <1+ bv,,, que v, <a, et '
£ =0 T

que la suite v, est majoree

elle converge.

En déduire que la solutlon ‘continue de (E) est Bomé.e sur R*,

“>2°*Montrer: - “que u, Solution- continue ' de (E') -est monotone
crolssante | _

F i ‘T"‘m

En dedmre que Iim (t) emste On note u( m) cette lumte
qutre_r que Ve >0, JA>0 tel que

.fot"-(‘- =) fﬁ(s;dg ~ bu(c "lf? -

A . . .
- € ol T A3 v .
o i s Ef fue) Sule ¥ ) ds,
- - ”'_,: . ’ A " 0 ) . -- 'i :

: ‘. B Y PERUCE
En déduire que la limite de j

u(t '-*S)-Q’(sﬁ:*) d.s'"'.lor-sque‘ t — o
0 t .
est bu(OO) o -
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