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R[X] étant 'espace vectoniel des poiynoémes a coefficients réels, on désigne par E'le sous—cspace de 8{X]
ayant pour éléments les polynomes P tels que : 3

!
] Plx) dx = 0
0

On appellera D 'endomorphisme de 1[X] associant & tout polynoéme P sa dérivée P’ , et d la restriction
de Da E,

a) 1) Montrerque destunisomorphisme de £sur R[X].Ondésignera par ¢ l'isomorphisme récipro-

que: ¢ = d'~Y.
2) Vérifier que pour tout élément Q de R[X] . le polyndme P = ¢(Q) est défini Par :

i

ViER , Px) = L o(r) dt+f (=D Qy)d:.

0

b) On considére la suite (8, _, dans it[X] définie par B, = 1 et par la relation de récurrence :

L

Vn&E N ’ Bn+l =¢(Bu) .
1) Expliciter B, et B, .

i) Vérifier que pour tout entier # supérieur ou égala 2ona: B,(0) = Bx(1) .

¢) A tout nde N on associe le polynéme P, défint par: _ L
VxER , P,(x) = (— 1) Bl — x) . | | L
1) Pour tout 71 non nul exprimer P', ., ,en fonctionde P, . o
7) Montrer que, pourtout ndans N, P,,; = @ (Fa).
3) En déduire I’expression de B, (I — x) en fonction de B8, (x). |
‘ - d) Dans cette question, p est un entier naturel non nul. Pour tout n de N on pose

p" Z (”")=Q.(x).

;=9

1) Montrerque: Q.,, = ¢ (Q.) -

2) Endéduireque I'ona, pourtout p dans N :

' i x+,
VxeER , B.(x)=p""ZB,,(p

j=0




e) Atout nde N on associe le polynéme R, défini par : !
Re =8B, x+1)-8,,, (x).
| X |
l) Démontrerque 'onapourtoutn: VXE& 3R |, Rpy; (x) = [ Rp (1) dr . !
0
2} Déterminer le polyndme R, pourtout n dans N. " 2

3) En déduire que. pour tout couple (m, n) d’entiers strictement positifs on a :

D KB=n (B, (m+1)~B,,, (1)) .

ke | :
— | - _— ;
Les notations restant celles de la partie L onpose: B, (0) = b, . c f
-_,-—'*'-'} .
a) | " : ; 3 |
X
1) Démontrer que I'on a pour tout 7 dans N: B, (x= Z . }'.' - . ﬁ f
i=0 5
n
2) En déduire que la suite (5,), <\ est définie par la relation de récurrence : [ - -
N ft bl! r-j b _ 1 |
VHEN ‘ bn"_.’;mq AVEeC Op = . _ - | |§
3)7 Montrer que. pour tout k entier naturel. ona by, = 0. :  | O i, L :
- | P f“ . ; _," 'h EE
LT i
b) Uulisant le résultat de 1.d), donner les expressions en fonction n et b, de : ;
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_ c) On se propose de démontrer que. pour tout entier /m strictement positif B, , a exactement un zéro sur
I'intervalle JO-%{ , que I'on appellera 4, .

1) Vérifierqu’il existedans N au moins un nombre miel quelafonction x — (— 1) By (:t)l

!
51 -

SOl strictement positive sur JO,

2) Soit mun tel nombre. Etudier les variations de (— 1)™ 8., sur [O, -,%—J et déterminer le nbmbtc

des zéros de B, surcet intervalle,

BT s T ;




d)

3) De cette étude déduire que (— 1)m+? B, . (x) est strictement positif sur ]0,%[ :

4)  Justifier alors la proposition énoncée au début de la question.

..

5) Vénfier que. quel que soit m . 8, appartient a I’ intervalle ]-61- . % [ :

;. ]
1) Calculer pour tout m la borne supérieurede | B,, (x) | sur [0. -2;].

2) En déduire que : sup | By (1) | = b, |
{0.1




Exercices

_____111(1 _x).:;

1. (a) Etudier la fonction définie sur ]0,1] par f(z) = In(z)

(b) Pour n € N*, montrer que la fonction P,(z) = ™ +2z — 1 a une unique racine notée a,, dans ]0, 1[.

(c) Etudier la suite (o).

2. On considére la suite (u,,) déﬁnie- par ug = L et u,,.,.l = sin(&n).

5 \
(a) Montrer que la suite converge et détermiper sa limite.
(b) On définit la suite v
1 1
" Upy S ul
1

Montrer que la suite (v,,) converge vers 3"
3
On rappelle que sinz = :r'P-—- + z e(:c) ol ¢ est une fonction qui tend vers 0 en 0.

1 1
¢) Montrer que u,, = w,,, oll w, est une suite qui tend vers 0 S80It ~—=w,, = 0
(c) \/ | ( Y~ (7))

3. (a) On considere la suite u,, = --5- + --5 4o ;5' pour tout entier naturel n non nul. Montrer que (u,,)

1
converge. { on pourra utiliser la fonction ¢ — — t2
Par la suite on pourra utiliser que hm'u.n == %— - )

(b) Soit f la fonction z + z°Inz ol a € R’ prolongée par continuité en 0.
Montrer que lim / f(t) dt = / f(t) dt et calculer cette intégrale.
0

x-—()

. . ;
P T W

L2+l
(c) Montrer que la fonction définie pour tout entier n par : g,(z) = ____:l_lilgﬂi)_ définie sur ]R* {1}

peut se prolonger par continuité sur R+ On appelera h,, le prolongement en question.
1

(d) Montrer que si 0 <z <1 alors 0 < h,(z) < 3"

1
() Pour n € N, on pose I, = / hn(t) dt. Calculer 1,1 — I,,.
0

(f) Etudier la suite (I,,).
(g) En déduire la valeur de I

2

4. Soit f la fonction définie sur RY par f(z) = L

72 -
Soit a € [0, 1].
Montrer que f est uniformément continue sur ja, 1] si et seulement si « 5~ 0.
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