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ontre du non-linéaire 2014 1Analyse taille �nie d'une 
rise de �u
tuations dans l'é
oulementde Couette plan transitionelJoran RollandIAU, Frankfurt Universität, Altenhöferallee 1, Frankfurtrolland�iau.uni-frankfurt.deRésumé. Ce 
ompte rendu présente l'étude d'une 
rise de �u
tuation se déroulant à la disparition de la modu-lation laminaire-turbulente de l'é
oulement de Couette plan. La modulation prend la forme de bandes, obliquespar rapport à la dire
tion de l'é
oulement de base. Lorsque que l'on augmente le nombre de Reynolds, on peut voirapparaître des �u
tuations d'orientation. De la même manière, lorsque le domaine est assez grand pour 
ontenirplusieurs longueurs d'ondes de la modulation, de la 
oexisten
e entre les deux orientations peut se manifesterspontanément. A�n de quanti�er le phénomène, on simule l'é
oulement de Couette plan et on mesure la fon
-tion de réponse (χ) de l'amplitude de la modulation (M) en fon
tion du Reynolds, pour des domaines de tailles
roissantes. Les résultats disponibles montrent une 
roissan
e du maximum de χ en fon
tion de la surfa
e dudomaine, tandis que le Reynolds auquel il est atteint semble 
onverger vers une valeur asymptotique. Au delà de
e Reynolds, la modulation ne disparaît pas totalement. Poursuivant la 
omparaison ave
 un phénomène 
ritiqueon trouve des lois d'é
helle en Reynolds et en taille typique d'une phase désordonnée pour M et χ.Abstra
t. This pro
eeding presents the study of a �u
tuation 
risis taking pla
e at the disappearan
e of thelaminar-turbulent modulation of plane Couette �ow (PCF). The modulation takes the form of bands oblique withrespe
t to the streamwise dire
tion. As the Reynolds number is in
reased, visualisations indi
ate �u
tuations oforientation. Meanwhile spatial 
oexisten
e of both orientations spontaneously appear when the domain 
ontainsseveral wavelengths of the modulation. So as to quantify this phenomenon, numeri
al simulations of plane Couette�ow are performed and we measure the response fun
tion (χ) of the modulation (M) as a fun
tion of the Reynoldsnumber, for domains of in
reasing sizes. The results 
urrently available show that the maximum of χ grows with thesurfa
e of the domain, while the Reynolds number at whi
h it is rea
hed seems to 
onverge toward an asymptoti
value. Beyond that Reynolds number, the modulation does not disappear 
ompletely. Comparison with a 
riti
alphenomenon still holds and we �nd s
aling laws in Reynolds and in size typi
al of a disordered phase for M and
χ.1 Introdu
tionL'é
oulement de Couette plan (Fig. 1 (a)), 
omme de nombreux é
oulements de paroi, est linéaire-ment stable pour tout nombre de Reynolds R. En 
onséquen
e, la turbulen
e né
essite des perturbationsd'amplitude �nie pour se développer. Une des propriété de 
es é
oulements est qu'il peut y avoir 
oexis-ten
e spatiale et temporelle de la turbulen
e. Dans une gamme de Reynolds [Rg;Rt] (≃ [325; 415] selonles dé�nitions 
lassiques), la 
oexisten
e est très régulière et prend la forme de bandes obliques, ayantdeux orientations possibles, alternativement laminaires et turbulentes [1,2,3℄ (Fig. 1 (b)). Ces bandes
orrespondent à une modulation en très bonne approximation sinusoïdale de l'amplitude de la turbulen
ede longueur d'onde λx ≃ 110h, 30h . λz . 60h.Cette modulation n'est pas permanente. LorsqueR s'appro
he de Rt par valeurs inférieures, il apparaîtdes �u
tuations d'orientation lorsque le domaine (de taille Lx, Lz) ne 
ontient qu'une seule longueurd'onde [4℄ (Lx,z ≃ λx,z). Le temps de vie dans l'une ou l'autre des deux orientations est très dé
rit parune loi de type Arhenius. Pour l'expliquer, on utilise la théorie d'Eyring�Kramers dans le 
adre d'unmodèle où A± (
omplexe) dé
rit l'amplitude lo
ale et instantannée de la modulation :

∂tA± = (Rt −R)A± +∆A± − g|A| ±2 A± − |A∓|2A± + αζ . (1)
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héma de l'é
oulement de Couette plan. (b) : Niveaux de 
ouleur de norme du 
hamp de vitesse,é
art à l'é
oulement laminaire (résultat numérique).Soit une equation d'amplitude 
ontenant la 
ompétition entre orientations et un bruit blan
 [1,2℄. Cemodèle est quantitativement validée par les mesures et simulations et 
ontient (en plus des �u
tuationsd'orientation) la loi d'é
helle pour M(R, kx, kz), le maximum de χ vers Rt, la mar
he aléatoire de laposition relative de la bande dans le domaine (phase de A±) [2℄, ainsi que l'évolution de l'amplitude dela modulation (module de A±) qui suit en très bonne approximation un pro
essus d'Ornstein�Ulhenbe
k[5℄. Aux �u
tuations d'orientation, les expérien
es dans de grands domaines font 
orrespondre de la
oexisten
e spontannée des deux orientations (toujours en a

ord).Ces sauts entres stru
tures 
ohérentes et le maximum de �u
tuations semblent très semblables àla 
rise de �u
tuations qui est observée dans l'é
oulement de Von-Kármán (VK) [6℄. Cependant, un
ertain nombre de di�éren
es sont présentes (en plus de la taille �xe de VK). D'une part, le 
as de PCFn'est pas de la turbulen
e développée. De plus, dans 
ette gamme de R, le modèle Eq. 1 ; for
émentad ho
 
ar il n'y a pas de dérivation quantitative bottom-up à l'heure a
tuelle ; provient de la physiquestatistique à d'équilibre, tandis que la meilleurs des
ription pour VK provient de la physique statistiquehors d'équilibre. Ce 
ara
tère Gaussien semble être une propriété de toutes les grandeurs moyennées enespa
e dans l'é
oulement, ainsi (dans 
ette gamme de R . Rt) la fon
tion de grandes déviations del'énergie 
inétique moyenne est parabolique dans la limite de taille grande [7℄. Tout 
ela étant ad ho
, ils'avère que pour des nombres de Reynolds plus faibles, les meilleurs modèles proviennent de la physiquestatistique hors d'équilibre [8℄ 1. Pour 
ette gamme de R & Rg, la fon
tion de grandes déviations del'énergie 
inétique se dissymmétrise 
lairement, les grandeurs moyennées en espa
e perdent leur 
ara
tèreGaussien.Cela motive l'étude de la 
rise du point de vue d'un phénomène 
ritique. On va 
her
her à savoir sila 
omparaison quantitative se maintient lorsque l'on étudie la 
rise dans la limite thermodynamique.En e�et, lors d'une transition de phase du se
ond ordre dans un système de taille �nie le maximum dela fon
tion de réponse χm et le paramètre auquel il est atteint RL (≃ Rt) suivent des lois d'é
helle enfon
tion de la taille du système :
χm ∝ L

γ

ν , RL = R∞ ± L− 1

ν , γ, ν > 0 . (2)Les exposants γ et ν sont respe
tivement l'exposant de la fon
tion de réponse et 
elui de la longueur de
orrélation. On a Rt ≃ R∞.On 
ommen
e par présenter les grandeurs mesurées et l'on pro
ède à une des
ription visuelle duphénomène (� 2). On pro
ède ensuite à l'analyse taille �nie proprement dite (� 3). On dis
ute �nalementdes résultats (� 4).2 La 
rise de �u
tuationLes simulations numériques sont réalisées ave
 le 
ode Channel�ow, de John Gibson [9℄ 2. Dans toutela suite, le 
hamp de vitesse u (é
art à l'é
oulement de base) est adimensionée par la vitesse des plaques1. On pré
ise, pour s'épargner la 
onfusion régulière entre réponse linéaire et physique statistique hors d'équi-libre.2. On a gardé une habitude peut-être dis
utable de résolution spatiale intermédiaire, en 
onséquen
e, les seuilset valeurs numériques sont toutes dé
alées environ 15%.
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U , les longueurs par le demi gap h et les durées par h/U . Le nombre de Reynolds est dé�ni par R = hU/ν,ave
 ν la vis
osité 
inématique du �uide.La quantité fondamentale pour étudier la 
rise de �u
tuation est une mesure de l'amplitude de lamodulation, dans une orientation donnée. Pour 
ela, dans des domaines de taille Lx, Lz raisonnable, onutilise le mode fondamental de la modulation pour dé�nir une paire de paramètres d'ordre :

m± =

√

1

2

∫ 1

y=−1

|û|2x
(

2π

λx

, y,±2π

λz

)

dy . (3)On é
hantillonne les pdf ρ(m±), la pro
édure est relativement standard pour 
et é
oulement [2,3℄. m±et la pdf ρ(m±) sont dire
tement modélisés par |A±| et sa pdf [2℄. On dé�nit la moyenne de l'amplitudede la modulation M ainsi que ses �u
tuations σ à l'aide 
ette pdf. On note que les tailles de domainesétudiées i
i sont su�samment petites pour utiliser uniquement le mode fondamental de Fourier. Lorsqueles domaines étudiés sont plus grands, il est plus pertinent de travailler à partir de la transformée deHilbert du 
hamp de vitesse (ou d'une grandeur proportionelle) [1℄. Comme il n'y a pas de 
hamp asso
iéà M (autre di�éren
e ave
 VK), la fon
tion de réponse est dé�nie à partir des �u
tuations χ =
√
LxLzσ.On peut aussi dé�nir une fra
tion turbulente f mesurant la proportion du domaine o

upée par uné
oulement non trivial. Cependant, elle ne donne au
une information sur l'orientation des bandes.On présente un exemple de �u
tuation d'orientation dans un domaine de taille Lx × Lz = 220 × 96pouvant 
ontenir 2λx,z dans 
haque dire
tion. On suit l'état de l'é
oulement à l'aide de visualisations(Fig. 2) 3, on 
hoisit R pro
he de Rt. La grande majorité du temps, la modulation se trouve dans uneorientation. On peut distinguer deux types dé
arts : d'une part, m± peut dé
roitre et m∓ 
roitre à

f relativement 
onstant : 
e type dévenements 
orrespond à un retournement de l'orientation (visiblepour t ∈ [2 · 104; 5 · 104], trois dernières vignettes). L'état intermédiaire est relativement désordonné etprésente des tra
es des deux orientations. On a 
onstate parfois que la turbulen
e envahit de manièretransitoire tout l'é
oulement a�n de laisser à nouveau sa pla
e aux bandes (vignettes 1 et 2). Ce typed'évenements laisse une tra
e nette dans la fra
tion turbulente. Il 
onduit de plus à l'existen
e d'untroisième maximum dans les pdf de m± et peut éventuellement 
auser une transition dis
ontinue justeaprès la 
rise de �u
tuations.3 Analyse taille �nieOn dé
rit maintenant l'analyse taille �nie proprement dite. La moyenne du paramètre d'ordre M et lafon
tion de réponse χ sont é
hantillonnés en fon
tion de R pour des domaines de taille Lx×Lz = 110×64,
220× 48, 440× 48, 220× 96 110× 192 et 660× 48. On examine d'abord rapidement le paramètre d'ordreen fon
tion de R, pour toutes les tailles (Fig. 3). Il indique que la modulation disparaît progressivementpour laisser pla
e à de la turbulen
e de paroi uniformément répartie dans le domaine (i
i, pour R ≃ 340).On note que le paramètre d'ordre ne tombe pas à 0 : 
ela indique qu'il reste une tra
e de modulation,de manière intermittente et désorganisée à des nombre de Reynolds plus importants. Les valeurs prisesdé
roissent ave
 la taille du domaine. Ainsi, on retrouve 
ette modulation dans des domaines 
ontenantune longueur d'onde [2,3℄, tandis qu'elle a quasiment disparu dans de très grands domaines [1℄. Ce fait seretrouve aussi dans la fra
tion turbulente, qui ne 
onverge que très lentement vers 1. L'e�et a aussi étédans l'é
oulement de Poiseuille dans une 
onduite [10℄.On passe à la des
ription de la fon
tion de réponse (Fig. 3). On note que pour des R 
lairementen dessous ou 
lairement au dessus de RL, la fon
tion de réponse prend des valeurs modérées, et dansl'ensemble indépendentes de la taille du domaine. Il y a 
ependant un pi
 très marqué à R ≃ 340,pré
isément là ou se manifestent les �u
tuations d'orientation. On note que la valeur maximum de χm
roît ave
 la surfa
e du domaine. La valeur RL à laquelle elle est atteinte semble elle aussi dépendre de
LxLz. On examine plus pré
isement le 
omportement au maximum . La 
roissan
e de χm en fon
tion de3. des visualisations 
ouleurs sont visibles dans [4,5℄ le 
hoix du noir et blan
 
oarse grained est di
té par le
oup de sto
kage en mémoire des 
hamps de vitesse. La méthode de 
al
ul est dé
rite dans [2,5℄
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Figure 2. Exemple de métastabilité et de �u
tuations dans un domaine de taille Lx × Lz = 220 × 96. Unesérie temporelle des deux paramètres d'ordre m2

± est a�
hée au milieu, la série temporelle de la fra
tion tur-bulente f 
orrespondante est a�
hée en haut. Les images en noir et blan
 
orrespondent à une dis
riminationlaminaire/turbulente de l'é
oulement (blan
 : turbulent, noir : laminaire). Les �è
hes pointent aux instants 
or-respondant dans la série temporelle de m2

±.
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Figure 3. (a) : Paramètre d'ordre en fon
tion de R, pour toutes les tailles 
onsidérées. (b) : Fon
tion de résponsedu paramère d'ordre en fon
tion de R pour toutes les tailles 
onsidérée.
LxLz est bien visible (Fig. 4 (a)). Cependant des données sur des tailles plus importantes sont né
essairespour a�rmer que l'on a bien un 
omportement 
ritique (et extraire d'éventuels exposants). En 
e qui
on
erne RL, il semble 
onverger vers une valeur asymptotique R∞. Des données plus �nes en R et pourdes tailles plus importantes devraient là aussi aider à pré
iser le 
omportement de R.
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Figure 4. (a) : Maximum de la fon
iton de réponse χ en fon
tion de la surfa
e du domaine LxLz . (b) : Nombrede Reynolds où le maximum de χ est atteint en fon
tion de la surfa
e du domaine LxLz .On revient sur la tra
es de modulation au delà de RL. Dans une première appro
he de 
hamp moyen, entaille �nie et dans la phase désordonnée, on s'attend à des lois d'é
helle pour 1/M2 et 1/χ2 respe
tivementen LxLz(R − RL) et en (R − RL) ([2,5℄), déduites de Eq. 1. On avait noté la faible variabilité de χ enfon
tion de la surfa
e, on remarque de plus que LxLzM
2 ne dépend pas de la surfa
e du domaine. Ontra
e don
 1/(M2LxLz) (Fig. 5 (a)) et 1/χ2 (Fig. 5 (b)) en fon
tion de R, moyennés sur l'ensemble destailles de domaines disponibles. Les barres d'erreurs 
orrespondent à la varian
e pour les di�érentes taillesde domaines. Comme dans le 
as de la phase ordonnée, une appro
he �
hamp moyen� donne une bonneprédi
tion des lois d'é
helle (il y a un léger dé
ro
hage pour χ) [1,2℄. Le ratio entre M2LxLz et χ2 dans
ette phase sont en bon a

ord ave
 la 
onstatation que la pdf de |m±|, divisée par |m±| ne trouve passon maximum en 0, mais dé
alé d'une valeur δ [3℄. Dans notre 
as, δ est indépendant de R. Cela étantdit, il s'agit d'un paramètre assez �n, dont l'estimation est fortement dépendente de l'observable utilisée.L'a

ord sur δ 6= 0 ainsi que son ordre de grandeur (environ M(R & RL)) est le point important.
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Figure 5. Dans la �phase désordonnée�, moyenné sur toutes les tailles 
onsidérées : (a) inverse du 
arré de M ,normalisé par la taille, (b) : inverse du 
arré de la fon
tion de réponse.4 Dis
ussionCe 
ompte rendu présente une analyse en taille �nie de la 
rise de �u
tuations se produisant lorsde la disparition de la modulation de la turbulen
e dans l'é
oulement de Couette plan. Les résultatsnumériques indiquent que l'on retrouve un 
omportement de 
hamp moyen dans la �phase désordonné�en bon a

ord ave
 
e qui a été mesuré dans la �phase ordonnée� [1,2℄. En 
e qui 
on
erne l'analysetaille �nie proprement dite, les données a
tuellement disponible montrent la 
roissan
e du maximumde �u
tuation ave
 la surfa
e du domaine. Des données supplémentaires sont toutefois né
essaires pourvéri�er si 
ette 
roissan
e se poursuit, et si la 
omparaison quantitative ave
 un phénomène 
ritique estvalide.La réapparition transitoire de la turbulen
e (Fig. 2, parfois appelée intermitten
e [3℄) se mannifesteautour de RL. En introduisant un troisième maximum dans les pdf ρ(m±), qualitativement di�érent desdeux autres (en m± ≃ M,m∓ & 0), 
e phénomène est potentiellement de nature à 
hanger la transionse produisant à RL. Il reste en e�et à voir s'il apparaît une dis
ontinuité dans des grandeurs 
omme lafra
tion turbulente ou le paramètre d'ordre. Des simulations (ou des expérien
es) pour une gamme de Rsu�samment �ne autour de R et des tailles su�samment grandes.Référen
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