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U:RYI =Ry,

un potentiel chimique.

dX; = —VU(X)dt + v2edB;.

RY = U; D,

D; bassin d'attraction pour la descente de gradient.
N(x) =i, xé&D;.

But : simuler la trajectoire M(X;).
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dX; = —VU(X)dt + v2edB;.

D c RY ouvert borné, on note :

TaD:inf{t>0,Xt gé D}

Simuler (TaD,XTaD). \

TaDNeUO/a, Uo:rgliDnU—mDin U.
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dX; = —VU(X)dt + v2edB;.
D c R9,

~ AC*/e
tmix = € / ;
plus grande barriére d'énergie :

*

ct = sup E(x1, x2),
x1 min loc
x2 min glob

avec

E(xi,x) = inf { max U(&(t)) — U(xy) — U(XQ)}.

i
£(0) = x| 0st<l
£(1) = x2
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D

Figure — Exemple de potentiel U
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Il existe une mesure de probabilité v € MY(D), et u, A > 0 tel que :

A~ e/ < eWle

et pour t > A :
L(X¢|Top > t) = v.

Partant de v, Typ est une variable aléatoire exponentielle de param. p :
P,(top > t) = e_“t,

Xryp €t Top sont indépendants.
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N eN, Tq,..., Ty variable exponentielle de paramétre A indépendantes,

inf T; ~ Exp(NX).
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N eN, Tq,..., Ty variable exponentielle de paramétre A indépendantes,

inf T; ~ Exp(NX).

1 N
X077X0 Nl/,

T =infr)p, | =argmint)p,
1

T,X’T sont indépendants, X'T ~ X

TOD *

T ~ Exp(N)).
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Algorithme des répliques paralleles

Simuler (TaD, XTBD)'

@ Decorrelation step : on attend que Law(X;) ~ v.

@ Dephasing step : on produit N copies indépendantes de v.

o Parallele step : on lance en paralléle N copies indépendantes de la
dynamique et on attend le premier événement de sortie.

REF : [Aristoffa, Leliévre, Simpson 14] [Binder, Leliévre, Simpson 14]
[Le Bris, Leliévre, Luskin, Perez 18]
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Processus tué

X processus stochastique dans E U {0} tel que :

Xs=0 = Vt=>s, X =6

Temps de mort :
T = Inf{t = O,Xt = 6}
v
D c RY, X, processus de Langevin sur-amorti,

X()ED,
E=D,5={aD}.
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Processus d'Ornstein-Uhlenbeck tué
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Mesure quasi-stationnaire

Definition

v est une mesure quasi-stationnaire (QSD) si pour tout t > 0 :

]P)V(Xt € "7' > t) = V.

Existence ? Unicité?

Convergence en temps de la loi de X; conditionnée a sa survie
Law(X¢|T > t) vers une mesure quasi-stationnaire 7
Echantillonage ?

Propriété (Le Bris, Leliévre, Luskin, Perez 18)

Il existe une unique mesure quasi-stationnaire v pour le processus de
Langevin sur-amorti tué au bord d'un domaine et :

Law(X¢|T > t) — v
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Processus de Fleming-Viot

Definition

Soit N € N, u € MY(EN).

Soit (X{)1<i<n une variable aléatoire de loi 1.

Pour tout 1 < 7 < N, soit (X;) des processus de méme loi que (X;), avec
condition initiale X, et :

T = mlnlnf{t 2 07)_<t{ ¢ D} .

Pouri# i, 0<t<m,oui=1ietl<t<m, on définit:

i __ i
Xi = Xt
et B
i _ wh
XT1 = X

.
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Processus de FV issu de processus d'Ornstein-Uhlenbeck
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Propagation du chaos
Propagation du chaos
i uly ON implique :

On dit qu'il y a propagation du chaos si py = 1
Vt > 0,3u: € MYE), Vi#j:

L(XE XT) — u®2,

lorsque N — oc.

Si pd = ,u?N, alors :

N
wV(X;) = Z Oxi = L(Xe|T > 1).

i=1
J
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But

Soit PN le semi-groupe du processus de FV avec dynamique sous-jacente :
dXt - —VU(Xt)dt + \/gdBt,
tué au bord de D.

pN N2 s Law(XelTop > t)
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Hypothéses

D c RY est ouvert, borné, connexe et sa frontiére est C2.
U:RY — R, est lisse sur un voisinage de D.
minp U = 0.

Ulsp est constant, et
Uo = Ulgp > c*.

Pour x € 9D, on note n(x) la normale extérieure a 9D.
Pour tout x € 9D,
n(x) - VU(x) > 0.
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Convergence en temps long

Soit PN le semi-groupe du processus de FV avec dynamique sous-jacente :
dX: = =V U(X:)dt 4+ Vv2edB;,

tué au bord de D.
Théoreme (J, Monmarché 22)

c* < a< Up, on note t. = /<. Alors Jeg, ¢, C > 0 tel que V0 < € < e,
NeN, u,ve MYDN), t>0:

Py —vPY | 1v < CN(1 — c)t/*.

.. N . . R .
En particulier, 3! v55° mesure invariante, et convergence a une vitesse
indépendante de NV.
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Distance de Wasserstein

Definition

Soit d une distance sur R" | et

ME(R™) = {u proba t.q./ d(x, y)p(dx) < oo, pour un certain y}.
Rn

Alors pour tout u,v € ML(RY), on définit :

Wa(, v) = inf {E(d(X, Y)), £(X) = u, £(Y) = v}.

W, est une distance sur ML(R") et (ML(R"), Wy) est complet (sous les
bonnes hypothéses).
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B voisinage de 9D,
A(x) =#{i;x; € B}.
V:D—R,.

N
dix,y) = D Ly (1+BV(x) + BV (1)

i—1
+ (1+ Vo) N (Tagysan + Lag)san) Tty

avec a, 3, Vo > 0.
e 1,., — distance en variation totale.
e V — fonction de Lyapunov, tel que V|sp = V.
® Tax)>an + Lag)>an — fonction de Lyapunov "globale".
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Inégalité fonctionelles

U:T¢ — Ry lisse, pe(dx) o e~ UC/edy.

Théoréme (Holley, Kusuoka, Strook 89)

e Vvérifie une inégalité de Poincaré et de Sobolev : il existe p > 2,
C, )\ >0, tel que :

eln(As) = —c*

quand € — 0, et pour tout f : T¢ — R lisse, tel que Jpa fdpe =0
L

)\5/ f2du€</ IVf[2du. (P1),
d Tf

i

2

(/ fpd,u,s) < CellUlle/e (/ f2du€+/ ny|2dug> (S1).
T¢ T¢ T¢

L
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Couplage et temps de mort

dX; = ~VU(Xe)dt + V2edBy, X, € Tf.
dX; = —VU(X;)dt + V2edB:, X; € D.

Théoreme (théorie de Freidlin-Wentzell)

Sous les bonnes hypothéses, si B est un voisinage de 9D :

sup lim P(e(Yo=/e < rp < elUot)/Ey = 1
XGD\BE—>0

pour tout v > 0.
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Fonction de Lyapunov

Fonction de Lyapunov

Il existe V : D — R, constant sur 9D, supp V = V|sp = Vo,
E(V(X.)) < vE(V(X)) + C(1 - ),

0<y<1 C< VWi

I N A I Y

E R 9 1 i 5 a 0 1 i

Figure — Potentiel U Figure — Lyapunov V
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Particules proches de la frontiére

B voisinage de 9D tel que ming V > 3C. Pour x = (x1,- -+ , xy), soit :

A(x) = #{i;x; € B},

Pour tout o > 0, il existe g9 > 0 tel que pour tout € < &g, il existe
0 < g. < 1 tel que pour tout N € Net x € DV :

Px(A(Xe.) > alN) < gf,

et lim._oqg. = 0.
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Probabilité de découplage

B voisinage de 9D tel que ming V > 3C. Pour x = (x1,--- , xy), soit :

A(x) = #{isx; € B},

3C,e0 >0telque VO <e<ep, 0<a<1/2, NEN, x,y € DN tel que
Laysan + Lag)san =0, L <7 < N tel que x; = y; :

i i p€C3J(X,y)/N if x; ¢ B
]P)va (th # Yts) < { C3C7(X7y)/N |f X € B

avec d(x,y) = Z,N:1 Ly,
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Propagation du chaos
Théoreme (Villemonais 14)

Vo € MYH(DN), (X{) ~ po, Vf : D — R, borné, ¢ >0 et t >
= )

2(1+ V2)|fllo 1
L JE (PWN(XO) (rop > f)z)

Théoréme (J, Monmarché 22)

Vg € MY(D), 3o > 0, tel que VO < € < g9, N € N, 3C., 7. > 0 tel que
Vf: D — Ry borné :
Clflle

N 5
st;gE ( /D fdr" (Xe) — Epo (F (Xe)|7 > t)‘) < N
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MERCI POUR VOTRE ATTENTION
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