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Motivation

U : Rd → R+,

un potentiel chimique.

dXt = −∇U(Xt)dt +
√

2εdBt .

Rd = ∪iDi ,

Di bassin d’attraction pour la descente de gradient.

Π(x) = i , x ∈ Di .

But : simuler la trajectoire Π(Xt).
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Motivation

dXt = −∇U(Xt)dt +
√

2εdBt .

D ⊂ Rd ouvert borné, on note :

τ∂D = inf {t ⩾ 0,Xt /∈ D} .

But
Simuler (τ∂D ,Xτ∂D ).

τ∂D ∼ eU0/ε, U0 = min
∂D

U −min
D

U.
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Motivation

dXt = −∇U(Xt)dt +
√

2εdBt .

D ⊂ Rd ,

tmix ≈ ec
∗/ε,

plus grande barrière d’énergie :

c∗ = sup
x1 min loc
x2 min glob

E (x1, x2),

avec

E (x1, x2) = inf
ξ(0) = x1
ξ(1) = x2

{
max
0⩽t⩽1

U(ξ(t))− U(x1)− U(x2)

}
.

Lucas Journel (LJLL) FV processes 19/09/2022 4 / 26



Figure – Exemple de potentiel U

Lucas Journel (LJLL) FV processes 19/09/2022 5 / 26



Motivation

Il existe une mesure de probabilité ν ∈ M1(D), et µ, λ > 0 tel que :

λ ≈ ec
∗/ε ≪ eU0/ε ≈ µ,

et pour t > λ :
L(Xt |τ∂D > t) ≈ ν.

Partant de ν, τ∂D est une variable aléatoire exponentielle de param. µ :

Pν(τ∂D > t) = e−µt ,

Xτ∂D et τ∂D sont indépendants.
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Motivation

N ∈ N, T1, . . . ,TN variable exponentielle de paramètre λ indépendantes,

inf Ti ∼ Exp(Nλ).

X 1
0 , . . . ,X

N
0 ∼ ν,

T = inf
i
τ i∂D , I = argmin τ i∂D ,

T ,X I
T sont indépendants, X I

T ∼ Xτ∂D , T ∼ Exp(Nλ).
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Algorithme des répliques parallèles

But
Simuler (τ∂D ,Xτ∂D ).

Decorrelation step : on attend que Law(Xt) ≈ ν.
Dephasing step : on produit N copies indépendantes de ν.
Parallele step : on lance en parallèle N copies indépendantes de la
dynamique et on attend le premier évènement de sortie.

REF : [Aristoffa, Lelièvre, Simpson 14] [Binder, Lelièvre, Simpson 14]
[Le Bris, Lelièvre, Luskin, Perez 18]
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Processus tué

Definition
X processus stochastique dans E ∪ {δ} tel que :

Xs = δ =⇒ ∀t ⩾ s,Xt = δ.

Temps de mort :
τ = inf {t ⩾ 0,Xt = δ} .

Exemple

D ⊂ Rd , Xt processus de Langevin sur-amorti,
X0 ∈ D,
E = D, δ = {∂D}.
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Processus d’Ornstein-Uhlenbeck tué
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Mesure quasi-stationnaire

Definition
ν est une mesure quasi-stationnaire (QSD) si pour tout t ⩾ 0 :

Pν(Xt ∈ ·|τ > t) = ν.

Existence ? Unicité ?
Convergence en temps de la loi de Xt conditionnée à sa survie
Law(Xt |τ > t) vers une mesure quasi-stationnaire ?
Échantillonage ?

Propriété (Le Bris, Lelièvre, Luskin, Perez 18)
Il existe une unique mesure quasi-stationnaire ν pour le processus de
Langevin sur-amorti tué au bord d’un domaine et :

Law(Xt |τ > t) → ν.
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Processus de Fleming-Viot

Definition
Soit N ∈ N, µN

0 ∈ M1(EN).
Soit (X i

0)1⩽i⩽N une variable aléatoire de loi µN
0 .

Pour tout 1 ⩽ i ⩽ N, soit (X̄ i
t ) des processus de même loi que (Xt), avec

condition initiale X i
0, et :

τ1 = min
i

inf
{
t ⩾ 0, X̄ i

t /∈ D
}
.

Pour i ̸= i1, 0 ⩽ t ⩽ τ1, ou i = i1 et 1 ⩽ t < τ1, on définit :

X i
t = X̄ i

t ,

et
X i1
τ1 = X̄

I i1
τ1 .
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Processus de FV issu de processus d’Ornstein-Uhlenbeck
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Propagation du chaos

Propagation du chaos

On dit qu’il y a propagation du chaos si µN
0 = µ⊗N

0 implique :
∀t ⩾ 0,∃µt ∈ M1(E ), ∀i ̸= j :

L(X i
t ,X

j
t ) → µ⊗2

t ,

lorsque N → ∞.

But
Si µN

0 = µ⊗N
0 , alors :

πN(Xt) =
1
N

N∑
i=1

δX i
t
→ L(Xt |τ > t).
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But

Soit PN le semi-groupe du processus de FV avec dynamique sous-jacente :

dXt = −∇U(Xt)dt +
√

2εdBt ,

tué au bord de D.

PN
t Law(Xt |τ∂D > t)

νN∞ ν

N→∞

t→∞
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Hypothèses

D ⊂ Rd est ouvert, borné, connexe et sa frontière est C2.
U : Rd → R+ est lisse sur un voisinage de D.
minD U = 0.
U|∂D est constant, et

U0 = U|∂D > c∗.

Pour x ∈ ∂D, on note n(x) la normale extérieure à ∂D.
Pour tout x ∈ ∂D,

n(x) · ∇U(x) > 0.
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Convergence en temps long

Soit PN le semi-groupe du processus de FV avec dynamique sous-jacente :

dXt = −∇U(Xt)dt +
√

2εdBt ,

tué au bord de D.

Théorème (J, Monmarché 22)

c∗ < a < U0, on note tε = ea/ε. Alors ∃ε0, c ,C > 0 tel que ∀0 < ε < ε0,
N ∈ N, µ, ν ∈ M1(DN), t ⩾ 0 :

∥µPN
t − νPN

t ∥TV ⩽ CN(1 − c)t/tε .

En particulier, ∃! νN,ε
∞ mesure invariante, et convergence à une vitesse

indépendante de N.
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Distance de Wasserstein

Definition
Soit d une distance sur Rn , et

M1
d(Rn) =

{
µ proba t.q.

∫
Rn

d(x , y)µ(dx) < ∞, pour un certain y

}
.

Alors pour tout µ, ν ∈ M1
d(Rd), on définit :

Wd(µ, ν) = inf {E(d(X ,Y )),L(X ) = µ,L(Y ) = ν} .

Wd est une distance sur M1
d(Rn) et (M1

d(Rn),Wd) est complet (sous les
bonnes hypothèses).
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Distance

B voisinage de ∂D,
A(x) = # {i ; xi ∈ B} .

V : D → R+.

d(x, y) =
N∑
i=1

1xi ̸=yi (1 + βV (xi ) + βV (yi ))

+ (1 + V0)N
(
1A(x)>αN + 1A(y)>αN

)
1x̸=y,

avec α, β,V0 > 0.
1x ̸=y → distance en variation totale.
V → fonction de Lyapunov, tel que V |∂D = V0.
1A(x)>αN + 1A(y)>αN → fonction de Lyapunov "globale".
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Inégalité fonctionelles

Ũ : Td
L → R+ lisse, µε(dx) ∝ e−Ũ(x)/εdx .

Théorème (Holley, Kusuoka, Strook 89)
µε vérifie une inégalité de Poincaré et de Sobolev : il existe p > 2,
C , λε > 0, tel que :

ε ln (λε) → −c∗

quand ε → 0, et pour tout f : Td 7→ R lisse, tel que
∫
Td
L
f dµε = 0 :

λε

∫
Td
L

f 2dµε ⩽
∫
Td
L

|∇f |2dµε (PI),

(∫
Td
L

f pdµε

) 2
p

⩽ Ce∥Ũ∥∞/ε

(∫
Td
L

f 2dµε +

∫
Td
L

|∇f |2dµε

)
(SI).
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Couplage et temps de mort

dX̃t = −∇Ũ(X̃t)dt +
√

2εdBt , Xt ∈ Td
L .

dXt = −∇U(Xt)dt +
√

2εdBt , Xt ∈ D.

Théorème (théorie de Freidlin-Wentzell)
Sous les bonnes hypothèses, si B est un voisinage de ∂D :

sup
x∈D\B

lim
ε→0

P(e(U0−γ)/ε < τ∂D < e(U0+γ)/ε) = 1,

pour tout γ > 0.
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Fonction de Lyapunov

Fonction de Lyapunov
Il existe V : D → R+, constant sur ∂D, supD V = V |∂D = V0,

E(V (X i
tε)) ⩽ γE(V (X i

0)) + C (1 − γ),

0 < γ < 1, C < V0/4.

Figure – Potentiel U Figure – Lyapunov V
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Particules proches de la frontière

B voisinage de ∂D tel que minB V > 3C . Pour x = (x1, · · · , xN), soit :

A(x) = # {i ; xi ∈ B} ,

Lemme
Pour tout α > 0, il existe ε0 > 0 tel que pour tout ε < ε0, il existe
0 < qε < 1 tel que pour tout N ∈ N et x ∈ DN :

Px(A(Xtε) > αN) ⩽ qNε ,

et limε→0 qε = 0.
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Probabilité de découplage

B voisinage de ∂D tel que minB V > 3C . Pour x = (x1, · · · , xN), soit :

A(x) = # {i ; xi ∈ B} ,

Lemme
∃C , ε0 > 0 tel que ∀0 < ε < ε0, 0 < α < 1/2, N ∈ N, x , y ∈ DN tel que
1A(x)>αN + 1A(y)>αN = 0, 1 ⩽ i ⩽ N tel que xi = yi :

Px ,y

(
X i
tε ̸= Y i

tε

)
⩽

{
pεC3d̄(x , y)/N if xi /∈ B
C3d̄(x , y)/N if xi ∈ B

avec d̄(x , y) =
∑N

i=1 1xi ̸=yi .
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Propagation du chaos

Théorème (Villemonais 14)

∀µ0 ∈ M1(DN), (X i
0) ∼ µ0, ∀f : D → R+ borné, ε > 0 et t ⩾ 0 :

E
(∣∣∣∣∫

D
f dπN(Xt)− EπN(X0) (f (Xt)|τ∂D > t)

∣∣∣∣)

⩽
2(1 +

√
2)∥f ∥∞√
N

√√√√E

(
1

PπN(X0) (τ∂D > t)2

)
.

Théorème (J, Monmarché 22)

∀µ0 ∈ M1(D), ∃ε0 > 0, tel que ∀0 < ε < ε0, N ∈ N, ∃Cε, ηε > 0 tel que
∀f : D → R+ borné :

sup
t⩾0

E
(∣∣∣∣∫

D
f dπN(Xt)− Eµ0 (f (Xt)|τ > t)

∣∣∣∣) ⩽
Cε∥f ∥∞
Nηε

.
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MERCI POUR VOTRE ATTENTION
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