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Courbes a multiplication réelle
Multiplication complexe et factorisation dans I, [¢]

Construction explicite

2 —2—2 isogénies

— Partie 1 —

Courbes a multiplication réelle
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Courbes a multiplication réelle
Multiplication complexe et factorisation dans Ty [¢]
2 —2—2 isogénies

Construction explicite

Multiplication réelle par des sous-corps de
cyclotomiques

Définition (Multiplication réelle)

Une variété abélienne A est a multiplication réelle par un corps
de nombres totalement réel ' de dimension dim A si
F — EndQ (A)
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Courbes a multiplication réelle
Multiplication complexe et factorisation dans Ty [¢]
2 —2—2 isogénies

Construction explicite
Principaux résultats

Multiplication réelle par des sous-corps de
cyclotomiques

Définition (Multiplication réelle)
Une variété abélienne A est a multiplication réelle par un corps

de nombres totalement réel F de dimension dim A si
F — EndQ(A).

Notation (Sous corps des cyclotomiques)

Pour n|l — 1, on note Q(Cl(”)) le sous-corps d’indice n de Q(¢;).
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Courbes a multiplication réelle
Multiplication complexe et factorisation dans Ty [¢]

Construction explicite

2 —2—2 isogénies

Multiplication réelle par des sous-corps de
cyclotomiques

Théoreme (Ellenberg)

n,l Existence théorique
Q(¢") | famille & 3 paramétres
Q(Cl(4)) famille & 1 paramétre
Q( 1(6)) famille & 1 paramétre
Q(¢Y) 1 courbe
Q™) 1 courbe
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Courbes a multiplication réelle
Multiplication complexe et factorisation dans Ty [¢]
2 —2—2 isogénies

Construction explicite

Construction explicite

Définition (Groupes métacycliques G, ;)

Soitl premier impair :
Gin=(a,0, 0

l

=a"=1,aca”! = O’k>.
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Courbes a multiplication réelle
Multiplication complexe et factorisation dans Ty [¢]
2—2—2 isogénies

Construction explicite

Construction explicite
Principaux résultats

Définition (Groupes métacycliques G )

Soitl premier impair :
Gin=(a,0, 0

L=a"=1,a0a7! = o%).

On obtient une courbe X a multiplication réelle avec les types :

Y
n types Z/W \\Z/zz
21(0,0,1,1), (0,1,1,1,1),(1,1,1,1,1,1)
4 (0,1,1),(1,1,2,2)
6 1,1,2),(2,2,3,3) X Gn 2
8 (1,1,4)
10 (1,2,5) Z/nZ

Pl
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Courbes a multiplication réelle
Multiplication complexe et factorisation dans Ty [¢]
2 —2—2 isogénies

Construction explicite
Principaux résultats

Construction explicite

Théoréme

n,l || Existence théorique| Courbes explicites C?rp S 'de
définition
famille a 1 paramétre [Top]] Q
Q(¢") ||famille a 3 parametres|  famille & 2 paramétres Q
famille a 3 parametres ext.

) o . 1 courbe Q(7)
Q(¢™) || famille & 1 parametre | tamijie 4 1 paramétre ext.
Q(¢9) | famille & 1 parametre fam/Ile1aC(1)5gr§metre gﬁ
Q( 1(8)) 1 courbe 1 courbe ext.
Q(Q(lo)) 1 courbe 1 courbe ext.
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Courbes a multiplication réelle
Multiplication complexe et factorisation dans Ty [¢]
2 —2—2 isogénies

Courbes a multiplication réelle par Q(¢,") (n = 2)

Construction explicite
Principaux résultats

Type (0,0,1,1)

Z revétement de P! de degré 2, ramifié en 2 points : g(7) = 0.

Proposition (Famille & un paramétre)
La courbe Y d’équation
Z/IZ

Y
tl:mz+$+a' Z/Ziz/ N
¢ —T+a Y Gia 7
a un revétementY — P!, (z,t) — 22 de degré N /
21, de type (0,0,1, 1) et de groupe de Galois le 7.)27.
groupe diédral G 5.

Le quotient X fournit les courbes de [Top].
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Courbes a multiplication réelle
Multiplication complexe et factorisation dans Ty [¢]
2—2—2 isogénies

Construction explicite
Principaux résultats

Courbes a multiplication réelle par Q(¢,") (n = 2)

Type (0,1,1,1,1)

Z est un revétement de degré 2 ramifié en 4 points : ¢(7) = 1.
Proposition (Famille a deux parametres)
7 courbe elliptique, P € Z et v telle que

Y

div(¢) = (=IP) +I(P) — (I + 1)Oz. Z/2iZ/ \%/zz
Alors, Y d’équation P Cio 7
Z(w,y):Oettl:M \ ‘/Z/QZ
(,0(.%', _y) Pl

a un revétement Y — P!, (z,y,t) — x de degré 2i, de type
(0,1,1,1,1) et de groupe de Galois le groupe diédral G, 5.

y

Le quotient X appartient a une famille a 2 parametres.
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Courbes a multiplication réelle
Multiplication complexe et factorisation dans Ty [¢]
2—2—2 isogénies

Construction explicite
Principaux résultats

Courbes a multiplication réelle par Q(¢;") (n =

Type (0,1,1,1,1)

Proposition (n = 7)

Lafamille a 2 parametresr,t de courbes de genre3,d’éq.quartiques
—(2tr —r — t3)(=r3 — 40t%r® + 10tr® — 80r3t* + 80t3r® + 32r3t° + 16127 —
5672t% + 6472t° — 3072 t* + 5023 + 12rt® — 16rt” + 5rt® +1°) +-2r(2t — 1)2(r? —
dtr? 43y +4r2t? —10rt* 28 +4rt> U +72 (2t —1)*U? —r(2t — 1)U 4+ (2t —
1)2(=2r% — 602t + 12t + 24723 — 248713 — 127t — 24r%t* 4-16¢3r3 4 287t° —
5t —8rt")V — 2% (2 421 — 6tr + 4t2r)2UV — t(t* + 2r — 6tr + 4t%r) (12 — 4tr® +
43 + 4r%t2 — 10rt* + 265 + 4rt®) V2 — 20t (2t — 1)2(t3 + 2r — 6tr +4£21) UV +
t(t3 + 2r — 6tr + 42 U V2 4 2r(2t — 1)2(r? — dtr? + 43 + 4022 — 100t +
2t8 + 4rt®)V3 + (r® — 4tr® + 43y + 4r2t — 10rt* + 265 + 4rtP)UVE + 2 (83 +
2r — 6tr + 4t%r)?V* = 0.

est a multiplication réelle par Q(¢7).
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Courbes a multiplication réelle
Multiplication complexe et factorisation dans Ty [¢]
2—2—2 isogénies

Construction explicite
Principaux résultats

Courbes a multiplication réelle par Q(¢,") (n = 2)

Type (1,1,1,1,1,1)

Ici Z est de genre 2 : c’est une courbe hyperelliptique. Le
revétement de Z est non ramifié.

Proposition (Famille & trois paramétres)

Soit P € Jac(H) de l—torsion : le diviseur P, .
en représentation de Mumford, est principal et 7./ ZiZ/ \%/IZ

s’écrit div(yp). Alors, Y d’équation
QO(‘II:, y) X Gl,2 yA

Z(z,y) =0 et t! = 220
o(z,~y) . N ,/Z/QZ

a un revétement Y — P!, (z,y,t) — x de degré 2I, de type
(1,1,1,1,1,1) et de groupe de Galois le groupe diédral G ».

v
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Courbes a multiplication réelle
Multiplication complexe et factorisation dans Ty, [¢]

- = Principaux résultats
2 —2— 2 isogénies

Courbes a multiplication réelle par Q(¢;") (n =2

Type (1,1,1,1,1,1)
» Nombreux exemples de familles de courbes de genre 2 avec
des points rationnels de torsion.
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Courbes a multiplication réelle
Multiplication complexe et factorisation dans Ty [¢]

- = Principaux résultats
2 —2—2 isogénies

Courbes a multiplication réelle par Q(¢;") (n

Type (1,1,1,1,1,1)
» Nombreux exemples de familles de courbes de genre 2 avec

des points rationnels de torsion.
» Par ex. : courbes modulaires hyperelliptiques de genre 2.
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Courbes a multiplication réelle
Multiplication complexe et factorisation dans Ty [¢]

- = Principaux résultats
2 —2—2 isogénies

Courbes a multiplication réelle par Q(¢;") (n = 2)

Type (1,1,1,1,1,1)
» Nombreux exemples de familles de courbes de genre 2 avec
des points rationnels de torsion.
» Par ex. : courbes modulaires hyperelliptiques de genre 2.
» De fagon analogue, on peut paramétrer des courbes hyper-
elliptiques de genre 2, avec Py 1 — Puo 2 d’ordre fini.
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Courbes a multiplication réelle
Multiplication complexe et factorisation dans Ty [¢]
2—2—2 isogénies

Construction explicite
Principaux résultats

Courbes a multiplication réelle par Q(¢,") (n = 2)

Type (1,1,1,1,1,1)
» Nombreux exemples de familles de courbes de genre 2 avec
des points rationnels de torsion.
» Par ex. : courbes modulaires hyperelliptiques de genre 2.
» De fagon analogue, on peut paramétrer des courbes hyper-
elliptiques de genre 2, avec Py 1 — Puo 2 d’ordre fini.

Proposition (n = 5)

Les courbes hyperelliptiques de genre 2, de la famille a deux
parameétres s ett, d’équation

y? = s(16t — 27 +45)x5 + 25(—16t 427 + 5) 2 + 10sta® + 2t 412,
sont & multiplication réelle par Q(¢;).

|. Boyer — Paris 7 Variétés abéliennes, jacobiennes de courbes hyperelliptiques



Courbes a multiplication réelle
Multiplication complexe et factorisation dans Ty [¢]
2—2—2 isogénies

Construction explicite
Principaux résultats

Courbes a multiplication réelle par Q(¢,") (n = 2)

Type (1,1,1,1,1,1)
» Nombreux exemples de familles de courbes de genre 2 avec
des points rationnels de torsion.
» Par ex. : courbes modulaires hyperelliptiques de genre 2.
» De fagon analogue, on peut paramétrer des courbes hyper-
elliptiques de genre 2, avec Py 1 — Puo 2 d’ordre fini.
Proposition (n = 7)
Voici 2 familles de courbes de genre 3, d’équations quartiques, a
multiplication réelle par Q(¢7) (parameétres s ett)
20 +u® + (u+1)% + s((u? + v)* — v(u + v)(2u? —uv+2v)):0
—(s4+1)2+2(s+t)sv+ (—s> 4+ 3t% — t)v? + (6% — 2t — 25%)v3 + 2(s +t)%u +
(6% — 2t — 252 uv® + (—s% 4+ 3t2 — )uv® — (s +t) (s — t)u’ + (2t+25 —6t%)uv+
(t—3t> + sP)uv? + (s + ) (s—t)u® + (2t + 25> —6t*)u’v + (3t° —t—s)u* = 0. |
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Courbes a multiplication réelle
Multiplication complexe et factorisation dans Ty [¢]
2 —2—2 isogénies

Construction explicite
Principaux résultats

Courbes a multiplication réelle par Q(¢') (n = 4)

Type (0,1,1)
Z — P! de degré 4, ramifié en 2 points de degré 4 : ¢(Z)=0.
Proposition (Une courbe sur Q(7))

Soit ¢ (y) = % eta € 7, d'ordre 4 dans Z/4iZ/ \%/zz
(Z/1Z)*. On définit la courbe = Cia 7

y'=a
v { = 0(y)b(iy)". N

Alors, le revétementY — P! donné par I'application (x,vy,t) — x
est de type (0,1,1).

v
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Courbes a multiplication réelle e
- o . Construction explicite
Multiplication complexe et factorisation dans Ty [¢] - 2
o . Principaux résultats
2—2—2 isogénies

Courbes a multiplication réelle par Q(¢') (n = 4)

Type (0,1,1)
Z — P! de degré 4, ramifié en 2 points de degré 4 : ¢(Z)=0.
Proposition (Une courbe sur Q(7))

Soit ¢ (y) = % eta € 7, d'ordre 4 dans Z/4iZ/ v \%/zz
(z/1Z)*. On définit ia courbe - Gis 7
Yy =z
Y . \ /
¥) { th = (y)p(iy)*. p1 LML
Alors, le revétementY — P! donné par I'application (x,vy,t) — x
est de type (0,1,1).

Pour [ = 13, on trouve une équation quartique de X :
u? + 2020 + 2u% — w® — 2uv? — 2uv — 2u+ vt + v —v+2=0.
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Courbes a multiplication réelle
Multiplication complexe et factorisation dans Ty [¢]
2 —2—2 isogénies

Construction explicite
Principaux résultats

Courbes a multiplication réelle par Q(¢') (n = 4)

Type (1,1,2,2)

Onag(Z)=1ou2etY — Z nonramifié : g(Z) = 2.

Proposition (Famille & un paramétre)

Soit T € Q un paramétre (|7| # 2) et soit Z la courbe
hyperelliptique de genre 2, d’équation > = x(x* + 722 + 1).
Alors, l'application (z,y) — x> est un revétement de P!, de
degré 4 et de type (1,1,2,2).
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Courbes a multiplication réelle
Multiplication complexe et factorisation dans Ty [¢]
2 —2—2 isogénies

Construction explicite
Principaux résultats

Courbes a multiplication réelle par Q(¢') (n = 4)

Type (1,1,2,2)

Onag(Z)=1ou2etY — Z nonramifié : g(Z) = 2.

Proposition (Famille & un paramétre)

Soit T € Q un paramétre (|7| # 2) et soit Z la courbe
hyperelliptique de genre 2, d’équation > = x(x* + 722 + 1).
Alors, l'application (z,y) — x> est un revétement de P!, de
degré 4 et de type (1,1,2,2).

La suite se traite comme le type (1,1,1,1,1,1) avec un point
d’ordre [ dans la jacobienne.
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Courbes a multiplication réelle
Multiplication complexe et factorisation dans I, [¢]

- - Principaux résultats
2—2—2 isogénies

Courbes a multiplication réelle par Q

Type (2,2,3,3)

» Méme technique que précédemment en prenant Z d’équa-
tion y?2 = 2% + 72® + 1, avec (z,y) — 2> et a : (z,y) —
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Courbes a multiplication réelle
Multiplication complexe et factorisation dans Ty [¢]

- = Principaux résultats
2 —2—2 isogénies

Courbes a multiplication réelle par Q(¢) (n = 6)

Type (2,2,3,3)

» Méme technique que précédemment en prenant Z d’équa-
tion y?2 = 2% + 72® + 1, avec (z,y) — 2> et a : (z,y) —
(Jz, —y).

» Autre technique consistant a trouver P € Jac(Z) tel que (P)
soit stable par «.

|. Boyer — Paris 7 Variétés abéliennes, jacobiennes de courbes hyperelliptiques



Courbes a multiplication réelle
Multiplication complexe et factorisation dans Ty [¢]

- = Principaux résultats
2 —2—2 isogénies

Courbes a multiplication réelle par Q(¢) (n = 6)

Type (2,2,3,3)

» Méme technique que précédemment en prenant Z d’équa-
tion y?2 = 2% + 72® + 1, avec (z,y) — 2> et a : (z,y) —

» Autre technique consistant a trouver P € Jac(Z) tel que (P)
soit stable par «.

» « Echange » de la jacobienne algébrique a la jacobienne
analytique, ou il est facile de trouver un point de torsion
stable.
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Courbes a multiplication réelle
Multiplication complexe et factorisation dans Ty [¢]

A Principaux résultats
2 —2—2 isogénies P

Courbes a multiplication réelle par Q(¢) (n = 6)

Type (2,2,3,3)

» Méme technique que précédemment en prenant Z d’équa-
tion y?2 = 2% + 72® + 1, avec (z,y) — 2> et a : (z,y) —

» Autre technique consistant a trouver P € Jac(Z) tel que (P)
soit stable par «.

» « Echange » de la jacobienne algébrique a la jacobienne
analytique, ou il est facile de trouver un point de torsion
stable.

» Gréce a ce point, extension de « Kummer » simplifiée et
facilement calculable.
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Courbes a multiplication réelle
Multiplication complexe et factorisation dans Ty [¢]

Construction explicite

. Principaux résultats
2 —2—2 isogénies P

Courbes a multiplication réelle par Q(¢7) (n

Type (2,2,3,3)

Proposition (7 =0, [ = 13

Pour x racine de z° + (125 + 8)® + 5 (485 + 64) et y, tel que
ye = 3 +1, le point (z,yo) de la courbe elliptique y?* = =3+ 1 est
d’ordre 13, et le sous-groupe qu'il engendre contient (jxo, yo)-
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Courbes a multiplication réelle
Multiplication complexe et factorisation dans Ty [¢]
2—2—2isogénies

Courbes a multiplication réelle par Q(¢) (n = 6)

Construction explicite
Principaux résultats

Type (2,2,3,3)

Proposition (7 = 0, [ = 13)

Pour xy racine de z° + (125 + 8)z® + (485 + 64) et y, tel que
ye = 3 +1, le point (z,yo) de la courbe elliptique y?* = =3+ 1 est
d’ordre 13, et le sous-groupe qu'il engendre contient (jxo, yo)-

Proposition
La courbe hyperelliptique suivante est a mult. réelle par Q(+/13).

—(1105+115 2894515 675447 73, ~85 65354337
¥? = (oo (RIS R R oy oot (SRR aft L afue ) (X (ST o+

j— j j— —(12
314; 1331 2)y @ 4 (47J+1918 + 55 110 2)y0)(X2 + (( ( 8]+57) z3 + 3007—829j 2)y0a +

58j+11 35j+166 225423 28354196 1245245
(= ( J+ ) 5+ J+ 2)y0)X+( J+ 4+(10; 1)zg)at J+ 3+ {3 z‘))(X?Jr

-
|

227, 76 5 11 265 2 115—8 5 20, 28 2 j—22 4 53j+4
((Ef—;g% L2653 2y oo + (P58 we® — 200828 52yy0) X + (5522201 — 38t ag)a —

215445 4 2015424
26 Y0 i3~ %o
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Courbes a multiplication réelle
Multiplication complexe et factorisation dans I, [¢]

- Principaux résultats
2—2 _|sogemes

Courbes a multiplication réelle par Q(¢), Q(¢}), Q(¢')

Type (1,1,2), (1,1,4) et (1,2,5)

» A chaque fois, la méthode donne une courbe.
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Courbes a multiplication réelle
Multiplication complexe et factorisation dans I, [¢]

: Principaux résultats
2—2 _|sogemes

Courbes a multiplication réelle par Q(¢), Q(¢}), Q(¢')

Type (1,1,2), (1,1,4) et (1,2,5)

» A chaque fois, la méthode donne une courbe.
» Deux techniques disponibles.
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Courbes a multiplication réelle
Multiplication complexe et factorisation dans Ty [¢]

- = Principaux résultats
2 —2—2 isogénies

Courbes a multiplication réelle par Q(¢’), Q(¢

e

Type (1,1,2), (1,1,4) et (1,2,5)

» A chaque fois, la méthode donne une courbe.
» Deux techniques disponibles.

» Celle par les sous-groupes stables permet de donner des
équations beaucoup plus rapidement.
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Courbes a multiplication réelle
Multiplication complexe et factorisation dans Ty [¢]

A Principaux résultats
2 —2—2 isogénies P

Courbes a multiplication réelle par Q(¢%), Q(¢?), Q(¢?)

Type (1,1,2), (1,1,4) et (1,2,5)

A chaque fois, la méthode donne une courbe.
Deux techniques disponibles.

Celle par les sous-groupes stables permet de donner des
équations beaucoup plus rapidement.

Pour le type (1,2,5), Z est d’équation y? = 2° + 1 et on ne
peut pas se ramener a une courbe elliptique : on utilise la
théorie de la multiplication complexe.

v

v

v

v
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Courbes a multiplication réelle
Multiplication complexe et factorisation dans Ty [¢]
2—2—2 isogénies

Construction explicite
Principaux résultats

Courbes a multiplication réelle par Q(¢%), Q(¢?), Q(¢?)

Type (1,1,2), (1,1,4) et (1,2,5)

Les points suivants engendrent des groupes d’ordre [, stables
par (:an) = (C5$7y)
@ [ = 11. y racine de t° + 75 (80¢2 + 320¢2 + 10405 + 1264) et
& une racine de t* + & (—36¢2 — 12¢2 — 28¢5 + 1). Alors
P = (£ 4+ 3(G5 +26)7°t + 7, g5 (—C5 + G +8C5 — 6)723t +3)
est d’ordre 11 et vérifie a(P) = 2P.

@ | = 31. On donne des équations pour un point P de la
jacobienne de y*> = z° + 1 tel que 31P = 0 et a(P) = —2P.
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Courbes a multiplication réelle
Multiplication complexe et factorisation dans Fy, [¢]

2 —2—2 isogénies

— Partie 2 —

Factorisation dans F,[t] et
multiplication complexe
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Courbes a multiplication réelle Factorisation en temps polynomial
Multiplication complexe et factorisation dans Fy, [¢]
2 —2— 2 isogénies

La situation

» Pas d’algorithmes déterministes polynomiaux pour factoriser
les polynémes dans F,[X].

|. Boyer — Paris 7 béliennes, jacobiennes de courbes hyperelliptiques



Courbes a multiplication réelle Factorisation en temps polynomial
Multiplication complexe et factorisation dans Fy, [¢]
2 —2—2 isogénies

La situation

» Pas d’algorithmes déterministes polynomiaux pour factoriser
les polynémes dans F,[X].

» Méme en degré 2 : Schoof donne un algorithme pour calculer
une racine carrée de la réduction d’'un entier fixé dans [,,.
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Courbes a multiplication réelle Factorisation en temps polynomial
Multiplication complexe et factorisation dans Fy, [¢]
2 —2—2 isogénies

La situation

» Pas d’algorithmes déterministes polynomiaux pour factoriser
les polynémes dans F,[X].

» Méme en degré 2 : Schoof donne un algorithme pour calculer
une racine carrée de la réduction d’'un entier fixé dans [,,.

» Avec les courbes de Fermat z! 43! = 2!, Pila étend le résultat
aux racines [-ieme de |'unité, sous certaines conditions.
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Courbes a multiplication réelle Factorisation en temps polynomial
Multiplication complexe et factorisation dans Fy, [¢]
2 —2—2 isogénies

La situation

» Pas d’algorithmes déterministes polynomiaux pour factoriser
les polynémes dans F,[X].

» Méme en degré 2 : Schoof donne un algorithme pour calculer
une racine carrée de la réduction d’'un entier fixé dans [,,.

» Avec les courbes de Fermat z! 43! = 2!, Pila étend le résultat
aux racines [-ieme de |'unité, sous certaines conditions.

» On propose ici de généraliser ce résultat aux extensions
abéliennes, en utilisant d’autres courbes.
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Courbes a multiplication réelle
Multiplication complexe et factorisation dans Fy, [¢] Utilisation de la multiplication complexe
2 —2— 2 isogénies

Utilisation de la multiplication complexe

» On considére une variété abélienne a multiplication com-
plexe par Q(¢).
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Courbes a multiplication réelle
Multiplication complexe et factorisation dans Fy, [¢] Utilisation de la multiplication complexe
2 —2—2 isogénies

Utilisation de la multiplication complexe

» On considére une variété abélienne a multiplication com-
plexe par Q(¢).

» On sait — algorithme de Pila — calculer le nombre de points
et donc la fonction ¢ en temps polynomial, déterministe.
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Courbes a multiplication réelle
Multiplication complexe et factorisation dans Fy, [¢] Utilisation de la multiplication complexe
2 —2—2 isogénies

Utilisation de la multiplication complexe

» On considére une variété abélienne a multiplication com-
plexe par Q(¢).

» On sait — algorithme de Pila — calculer le nombre de points
et donc la fonction ¢ en temps polynomial, déterministe.

» Cela fournit le polynéme caractéristique du Frobenius.
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Courbes a multiplication réelle
Multiplication complexe et factorisation dans Fy, [¢] Utilisation de la multiplication complexe
2 —2—2 isogénies

Utilisation de la multiplication complexe

» On considére une variété abélienne a multiplication com-
plexe par Q(¢).

» On sait — algorithme de Pila — calculer le nombre de points
et donc la fonction ¢ en temps polynomial, déterministe.

» Cela fournit le polynéme caractéristique du Frobenius.
» Par la théorie de la multiplication complexe, on sait que

g

(7! =L e ®) = [ v,
=1

i=1

ou ¢1,...,py estle type-CM, {91, ...,19,} =Gal(Ky/Q) et
f estl'ordre de p dans (Z/IZ)*
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Courbes a multiplication réelle
Multiplication complexe et factorisation dans Fy, [¢] Utilisation de la multiplication complexe
2 —2—2 isogénies

Propriété de séparation

Définition (Séparation)
On dira que les idéaux B; et*B;, pour i # j, sont separées s'il
existe ¢ € Gal(Ky/Q) tel que

vy (i) # vy (4)-

Si tous les idéaux sont séparés, on dit que I'on a la propriété de
séparation.
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Courbes a multiplication réelle Factorisation en temps polynomial
Multiplication complexe et factorisation dans Fy, [¢] Utilisation de la multiplication complexe
2—2—2 isogénies Principaux résultats

Propriété de séparation

Définition (Séparation)
On dira que les idéaux B; et*B;, pour i # j, sont separées s'il
existe ¢ € Gal(Ky/Q) tel que

vy (i) # vy (4)-

Si tous les idéaux sont séparés, on dit que I'on a la propriété de
séparation.

| A

Théoréme

On a la propriété de séparation si et seulement si Q(r/) est le
corps K de décomposition de (p) dans Q(¢;).

W
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Courbes a multiplication réelle
Multiplication complexe et factorisation dans Fy, [¢] Utilisation de la multiplication complexe
2 —2—2 isogénies

Propriété de séparation

Corollaire

Si (p) est totalement décomposé dans Q((;) alors, on a la pro-
priété de séparation si et seulement si le type-CM est primitif.
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Courbes a multiplication réelle
Multiplication complexe et factorisation dans Fy, [¢] Utilisation de la multiplication complexe
2 —2—2 isogénies

Propriété de séparation

Corollaire

Si (p) est totalement décomposé dans Q((;) alors, on a la pro-
priété de séparation si et seulement si le type-CM est primitif.

Sip = 1[I] alors, pour A = Jac(y* = 2! — 1), on a la propriété de
Séparation.
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Courbes a multiplication réelle Factorisation en temps polynomial
Multiplication complexe et factorisation dans Fy, [¢] Utilisation de la multiplication complexe
2 —2—2 isogénies Principaux résultats

Propriété de separation et factorisation

Théoréeme

Soit | un entier premier impair fixé. Soit A une variété abélienne
a multiplication complexe par Q(¢;) et soit f l'ordre de p dans
(Z/1Z)* et le Frobenius de A modulo p.

On suppose que Q(r/) coincide avec le corps de décomposition
de (p) dans Q(¢;). Alors, il existe un algorithme déterministe
en temps polynomial en log(p) qui donne la factorisation de
P, € Fp [t]
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Courbes a multiplication réelle Factorisation en temps polynomial
Multiplication complexe et factorisation dans Fy, [¢] Utilisation de la multiplication complexe
2—2—2 isogénies Principaux résultats

Propriété de separation et factorisation

Théoréeme

Soit | un entier premier impair fixé. Soit A une variété abélienne
a multiplication complexe par Q(¢;) et soit f l'ordre de p dans
(Z/1Z)* et le Frobenius de A modulo p.

On suppose que Q(n) coincide avec le corps de décomposition
de (p) dans Q(¢;). Alors, il existe un algorithme déterministe
en temps polynomial en log(p) qui donne la factorisation de
D € Fp [t]

Corollaire (Résultat de Pila)

Sip = 1]l], il existe un algorithme polynomial déterministe qui
donne les racines l-ieme de I'unité en temps polynomial détermi-
niste.

v
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Courbes a multiplication réelle
Multiplication complexe et factorisation dans Fy, [¢]
2 —2— 2 isogénies Principaux résultats

Généralisations : p d’ordre impair

» On utilise encore Jac(y” = 2! — 1).
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Courbes a multiplication réelle
Multiplication complexe et factorisation dans Fy, [¢]
2 —2—2 isogénies Principaux résultats

Généralisations : p d’ordre impair

» On utilise encore Jac(y” = 2! — 1).

Corollaire

[ premier impair fixé et p premier, d’'ordre f impair dans (Z/IZ)*.
On a un algorithme factorisant ,(t) € I, [t] en temps polynomial.
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Courbes a multiplication réelle Factorisation en temps polynomial
Multiplication complexe et factorisation dans Fy, [¢] Utilisation de la multiplication complexe
2—2—2 isogénies Principaux résultats

Generalisations : p d’ordre impair

Algorithme (Factorisation de &,(t) € F,[t])

Entrée : (p,1) avec p d'ordre f impair dans (Z/IZ)* ; g = 5.
1: I1(t¥) < Fonction-Zéta(y* = z' — 1)
2: Factoriser I1(t) dans Q((;)[t] grédce a LLL par exemple
3: Soient Py, . .., P, tels que I1(t)=[15_, (t—P;(¢)) (factorisation ci-dessus)
4: Q; < pgedy, (%, ®,) avec k maximal
5:F«+ Q1,72
6: Répéter
7 F’ «<pgcd(F,Q,;) mod p
8 Si F' # 1 Alors
9: F <« F
10: Fin Si
11:  j+j+1
12: Jusqu’adeg F = f
13: Recommencer en 5 avec les numérateurs de Q1 /F, ..., Q4 /F modulo p.
14: Jusqu’a ce que les g facteurs de &, soient déterminés.

y
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Courbes a multiplication réelle N en tel mial
Multiplication complexe et factorisation dans Fy, [¢] U on de la multiplication complexe
2 —2—2 isogénies Principaux résultats

Generalisations : p d’ordre impair

» On utilise encore Jac(y? = 2! — 1).

Corollaire

[ premier impair fixé et p premier, d’'ordre f impair dans (Z/IZ)*.
On a un algorithme factorisant ¢(t) € F,,[t] en temps polynomial.

» On utilise cette fois Jac(y? = 2" —1).

Corollaire

Soit p premier impair d’ordre impair dans (Z/1Z)*. On a un algo-
rithme factorisant @, (t) € F,[t] en temps polynomial.
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Courbes a multiplication réelle Factorisation en temps polynomial
Multiplication complexe et factorisation dans Fy, [¢] Utilisation de la multiplication complexe
2—2—2 isogénies Principaux résultats

Generalisations : p d’ordre impair

» On utilise encore Jac(y? = 2! — 1).

Corollaire

[ premier impair fixé et p premier, d’'ordre f impair dans (Z/IZ)*.
On a un algorithme factorisant ¢(t) € F,,[t] en temps polynomial.

» On utilise cette fois Jac(y? = 2" —1).

Corollaire
Soit p premier impair d’ordre impair dans (Z/1Z)*. On a un algo-
rithme factorisant @, (t) € F,[t] en temps polynomial.

Corollaire

Il existe un algorithme polynomial enlog(p) qui donne la factori-
sation de $om (t) € Fplt] pourm > 1 etp =1 mod 2.

| A\

v

|. Boyer — Paris 7 Variétés abéliennes, jacobiennes de courbes hyperelliptiques



Courbes a multiplication réelle Factorisation en temps polynomial
Multiplication complexe et factorisation dans Fy, [¢] Utilisation de la multiplication complexe
2—2—2 isogénies Principaux résultats

Generalisations : p d’ordre impair

» On utilise encore Jac(y? = 2! — 1).

Corollaire

[ premier impair fixé et p premier, d’'ordre f impair dans (Z/IZ)*.
On a un algorithme factorisant ¢(t) € F,,[t] en temps polynomial.

» On utilise cette fois Jac(y? = 2" —1).

Corollaire
Soit p premier impair d’ordre impair dans (Z/1Z)*. On a un algo-
rithme factorisant @, (t) € F,[t] en temps polynomial.

Corollaire

Il existe un algorithme polynomial enlog(p) qui donne la factori-
sation de $om (t) € Fplt] pourm > 1 etp =1 mod 2.

| A\

v
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Courbes a multiplication réelle
Multiplication complexe et factorisation dans Fy, [¢]
2 —2—2 isogénies Principaux résultats

Generalisations : p d’ordre pair

» Avec une courbe de la famille de [Top], vue au début, quo-
tientde y? = z?*!+z, & multiplication complexe par Q(¢;", 7).
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Courbes a multiplication réelle Factorisation en temps polynomial
Multiplication complexe et factorisation dans Fy, [¢] Utilisation de la multiplication complexe
2—2—2 isogénies Principaux résultats

Generalisations : p d’ordre pair

» Avec une courbe de la famille de [Top], vue au début, quo-
tientde y? = z?*!+z, & multiplication complexe par Q(¢;", 7).

Proposition

Sip estdordre2etp =1 mod 4 alors, on a encore un algorithme
de factorisation.

» Avec la méme courbe :

Conjecture (vérifiée pour I < 1000)
Le résultat est encore valable, sans I'hypothése p d’ordre 2.
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Courbes a multiplication réelle Factorisation en temps polynomial
Multiplication complexe et factorisation dans Fy, [¢] Utilisation de la multiplication complexe
2—2—2 isogénies Principaux résultats

Generalisations : p d’ordre pair

» Avec une courbe de la famille de [Top], vue au début, quo-
tientde y? = z?*!+z, & multiplication complexe par Q(¢;", 7).

Proposition

Sip estdordre2etp =1 mod 4 alors, on a encore un algorithme
de factorisation.

» Avec la méme courbe :

Conjecture (vérifiée pour I < 1000)
Le résultat est encore valable, sans I'hypothése p d’ordre 2.

» Toutefois, avec y? = z4*! 4+ :

Conjecture (vérifiée pour I < 150)

On a un algorithme de factorisation pourp %1 mod 8
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Courbes a multiplication réelle
Multiplication complexe et factorisation dans Fy, [¢]
2 —2— 2 isogénies Principaux résultats

Une autre approche

Contourner les conjectures

» Construire directement une variété abélienne avec un type-
CM primitif et un corps de décomposition adéquat.
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Courbes a multiplication réelle
Multiplication complexe et factorisation dans Fy, [¢]
2 —2—2 isogénies Principaux résultats

Une autre approche

Contourner les conjectures

» Construire directement une variété abélienne avec un type-
CM primitif et un corps de décomposition adéquat.

» On connait I'existence de telles variétés abéliennes
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Courbes a multiplication réelle
Multiplication complexe et factorisation dans Fy, [¢]
2 —2—2 isogénies Principaux résultats

Une autre approche

Contourner les conjectures

» Construire directement une variété abélienne avec un type-
CM primitif et un corps de décomposition adéquat.

» On connait I'existence de telles variétés abéliennes
» On peut construire les périodes sur C et interpoler ensuite.
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Courbes a multiplication réelle
Multiplication complexe et factorisation dans Fy, [¢]
2 —2—2 isogénies Principaux résultats

Une autre approche

Contourner les conjectures

v

Construire directement une variété abélienne avec un type-
CM primitif et un corps de décomposition adéquat.

On connait I'existence de telles variétés abéliennes
On peut construire les périodes sur C et interpoler ensuite.

Pas de moyens généraux pour vérifier que la variété abé-
lienne obtenue a le bon anneau d’endomorphismes.

v

v

v
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Courbes a multiplication réelle
Multiplication complexe et factorisation dans Fy, [¢]
2 —2— 2 isogénies Principaux résultats

e
Une autre approche : exemple pour Q((5’, 7)

Recherche d’une variété abélienne

» On construit 'anneau des endomorphismes avec le type-CMm
adéquat.
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Courbes a multiplication réelle
Multiplication complexe et factorisation dans Fy, [¢]
2 —2—2 isogénies Principaux résultats

Une autre approche : exemple pour Q((\3, )

Recherche d’une variété abélienne

» On construit 'anneau des endomorphismes avec le type-CMm
adéquat.
» On calcule les fonction théta associées.
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Courbes a multiplication réelle
Multiplication complexe et factorisation dans Fy, [¢]
2 —2—2 isogénies Principaux résultats

Une autre approche : exemple pour Q((\3, )

Recherche d’une variété abélienne

» On construit 'anneau des endomorphismes avec le type-CMm
adéquat.

» On calcule les fonction théta associées.
» C’est la jacobienne d’'une courbe hyperelliptique.
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Courbes a multiplication réelle
Multiplication complexe et factorisation dans Fy, [¢]
2 —2—2 isogénies Principaux résultats

Une autre approche : exemple pour Q((\3, )

Recherche d’une variété abélienne

v

On construit I'anneau des endomorphismes avec le type-CM
adéquat.

On calcule les fonction théta associées.

C’est la jacobienne d’'une courbe hyperelliptique.

Avec la formule de Thomae, on peut en déduire un modele
de Rosenhain.

v

v

v
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Courbes a multiplication réelle
Multiplication complexe et factorisation dans Fy, [¢]
2 —2—2 isogénies Principaux résultats

Une autre approche : exemple pour Q((\3, )

Recherche d’une variété abélienne

» On construit 'anneau des endomorphismes avec le type-CMm
adéquat.

» On calcule les fonction théta associées.

» C’est la jacobienne d’'une courbe hyperelliptique.

» Avec la formule de Thomae, on peut en déduire un modele
de Rosenhain.

» On utilise les invariants d’lgusa, pour déterminer un corps
de nombres sur lequel est définie la courbe. On trouve Q(3)
le corps de nombres défini par 53 — 32 + 95 — 1 et la courbe
hyperelliptique 7 , ,

Yy’ = f(z) = x(x6+ﬁ _iﬁ — 1x4— F - 1226+ 1m2—ﬁ2).
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Courbes a multiplication réelle
Multiplication complexe et factorisation dans Fy, [¢]
2 —2—2 isogénies Principaux résultats

Une autre approche : exemple pour Q((\3, )

Vérification de la multiplication complexe

» La multiplication par [i| se lit sur 'équation de 7.
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Courbes a multiplication réelle
Multiplication complexe et factorisation dans Fy, [¢]
2 —2—2 isogénies Principaux résultats

Une autre approche : exemple pour Q((\3, )

Vérification de la multiplication complexe

» La multiplication par [i| se lit sur 'équation de 7.
» Par les mémes calculs approchés sur les endomorphismes :
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Courbes a multiplication réelle Fac m
Multiplication complexe et factorisation dans Fy, [¢] util on de la multiplication complexe
2 —2—2 isogénies Principaux résultats
;1)

Une autre approche : exemple pour Q((}

4)

Vérification de la multiplication complexe

» La multiplication par [i| se lit sur 'équation de 7.
» Par les mémes calculs approchés sur les endomorphismes :

Il existe une correspondance 8 — 3 sur ¢ x .

y> = f(x)
y? = f(z)
0=C(z,2")

yy' =V (z,2’) mod C(x,2")
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Courbes a multiplication réelle Factorisation en temps polynom
Multiplication complexe et factorisation dans Fy, [¢] Util n de la multiplication complexe
2 —2— 2 isogénies Principaux résultats

Une autre approche : exemple pour @(g 4’ )

Vérification de la multiplication complexe

» La multiplication par [i| se lit sur 'équation de 7.
» Par les mémes calculs approchés sur les endomorphismes :

Proposition

Il existe une correspondance 8 — 3 sur ¢ x .

y> = f(x)
y? = f(a')
0= C(z,a)

yy' =V (z,2’) mod C(x,2")

Lendomorphisme induit engendre la multiplication réelle (calcul
de son action sur les différentielles), et commute a [7].

w
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Courbes a multiplication réelle
Multiplication complexe et factorisation dans Fy, [¢]
2 —2—2 isogénies Principaux résultats

Une autre approche : exemple pour Q((\3, )

Les équations!

La correspondance est définie sur le corps de classe de Hilbert
défini par Q(a) avec

a® —a®—2a" —a +5a° +a* — 54> + 24> +2a—1=0.

C = ((—10a® +10a” + 24a® + 16a® — 54a* — 26a% + 40a? — 10a — 26)z7 + (—24a% + 4a” — 6a5 +
4a® — 2a* + 2043 — 18a? — 16a + 30)z° + (8a® — 10a” + 6a% — 24a° + 10a* — 384> + 52a2 + 50a —
36)2° + (14a® — 1247 — 36a® — 20a° +82a% 4+ 52a® — 7602 — 20a +18)2) 2% + (22% 4+ (—6a7 +10a5 +
2a® + 4a* — 30a® 4 26a2 + 16a — 30)z® + (19a® — 16a” — 44a% — 26a® 4 99a* + 53a% — 100a® +
30)z* 4 (—28a® +15a7 4+ 70a% 4 63a® — 129a* — 120a> +97a? + 36a — 27)2% — 21a® + 847 4+ 5745 +
54a% —95a% —111a% 4+ 67a% +47a —22) 22 + ((—2a” — 44 +6a® + 14a* + 44> — 24a% —8a+16)27 +
(2a® 4+ 11a” +17a% — 47a% — 79a* — 124> + 14642 + 65a — 63)2° + (31a® — 18a” — 144a% — 18a° +
271a* + 283a® — 38842 — 204a + 142)23 + (—43a® + 4147 4 5648 +91a® — 164a? — 234 + 2742 —
76a+37)x)z 4 ((23a® —20a7 — 4648 — 42a® +113a* +53a% — 7242 — 6a +14)2% + (—94a® + 2547 +
217a% +291a® — 309a* — 430a® + 88a? + 97a — 19)a* + (—5a® + 14547 — 4248 — 293a® — 442a* +
461a +575a% — 1184 —89)2? 4+ 61a® — 11a” — 191a® — 167a% +278a* +411a® — 23642 — 1954 +93)
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Courbes a multiplication réelle
Multiplication complexe et factorisation dans Fy, [¢]
2 —2—2 isogénies Principaux résultats

Une autre approche : exemple pour Q((\3, )

Les équations!

VvV = ((a:fa+1)(z+a7 1)(z72a8+2a7+3a6 +3a5 —9a% — a3 +6a2 73a)(z+2a8 247 —
3a% — 34° + 9at +a3 — 6a? +3a) (zloz2 + 1/2(—&8 —3a7 + 4a5 +8a® + 6a? — 14a3 — 6a2 +a—
1222 +1/2(31a® — 1847 — 68a% — 64a® + 128a* +86a° — 104a? 4+ 9a +50)28 22 +1/2(—a® — 247 +
8a% — 3a* — 16a® 4 25a% — 2a — 15)z® 4 1/2(28a® — 34a” — 6a® — 61a° + 75a* — 78a% + 63a? +
134a — 66)z7 z + 1/2(—76a% + 46a” + 167a% + 159a° — 320a* — 22542 + 24002 — 40 — 94)2522 +
1/4(63a® —64a” —57a% —121a® 4+ 189a* —61a% — 1742 +274a — 83)x0 +1/4(51a® — 4447 — 22445 +
8a® + 452a* + 400a® — 69442 — 221a + 190)2°z 4+ 1/4(149a® — 4847 — 28548 — 4654° + 403a* +
489a% —5a2 +46a+13)2*22 +1/4(315a% — 25247 — 10204’ — 3544 +2188a% 4+ 1714a% — 245242 —
1031a+734)z* 4+ 1/4(—137a® 4+ 13447 +219a% +255a% —615a* — 163a® +277a? — 134a+41)a> 2 4+
1/4(—85a% — 7947 + 198a% 4 506a° + 88a* — 6440 — 462a> + 83a + 89)x?22 + 1/4(—1080a® +
467a7 + 2625a° + 2825a° — 4453a* — 484343 + 2561a? + 14450 — 612)x2 + 1/4(264a® + 173a” —
643a% — 1385a° + 39a* +1909a° + 961a? — 341a — 212)zz + 1/4(119a® — 14747 — 32545 — 554° +
911a* + 375a% — 96102 — 262a + 258)22 4 1/4(—356a8 + 500a” + 977a% + 1545 — 2953a* —

98343 + 322742 + 7950 — 849)))/(z(z —a® + a7 4248 + 2a° — 5a* — 243 + 202 — a) (v + a® —

a7720,672a5+5a4+2a372a2+a)(m2+a872a77a67a5+6a472a37a2+4a72)3)
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Courbes a multiplication réelle
Multiplication complexe et factorisation dans Fy, [¢]
2 —2—2 isogénies Principaux résultats

Une autre approche : exemple pour Q((\3, )

Les équations!

Laction sur la base de différentielles holomorphes

{dx dz 2da:}
Y Y )

est donnée par la matrice

v

2a8—-3a%—5a°+4a%43a3— 5442 0 —9a%+2a"+16a%+21a°— 2504~ 19a%+26a°— 12
0 0
3d- 50— 2d% 2d°+16a%—9a%—7a?+9a—2 0 —3a’+a"+6a%+7a°—10a*—8a%+9a%+a—5

ou v = a®—a"-3a%—2a%+6a*+5a3— 4a’>—a+2 € Q ( %))_

Son polyndme minimal est X3 + X2 — 4X + 1.
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Courbes a multiplication réelle
Multiplication complexe et factorisation dans I, [¢]

2—2—2isogénies

— Partie 3 —

2 — 2 — 2 isogeénies et
familles de courbes hyperelliptiques
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Courbes a multiplication réelle Etude des noyaux
Multiplication complexe et factorisation dans I, [¢]
2—2—2isogénies

La situation

Genre 1 Probleme classique des 2-isogénies entre courbes
elliptiques.
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Courbes a multiplication réelle Etude des noyaux
Multiplication complexe et factorisation dans Ty [¢]
2—2—2isogénies

La situation

Genre 1 Probleme classique des 2-isogénies entre courbes
elliptiques.

Genre 2 Construction connue depuis Richelot (19¢ siécle).
Formules explicites données par Bost et Mestre.

|. Boyer — Paris 7 Variétés abéliennes, jacobiennes de courbes hyperelliptiques



Courbes a multiplication réelle Etude des noyaux

Multiplication complexe et factorisation dans Ty [¢]
2—2—2isogénies

La situation

Genre 1 Probleme classique des 2-isogénies entre courbes
elliptiques.

Genre 2 Construction connue depuis Richelot (19¢ siécle).
Formules explicites données par Bost et Mestre.

Genre 3 Smith a donné des exemples de courbes hyper-
elliptiques en genre 3 qui sont 2—2—2 isogénes
grace a I'existence d’'une factorisation non triviale de
f(z) — g(z) conduisant a une correspondance entre
les courbes hyperelliptiques y? = f(x) et y? = g(x).
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Courbes a multiplication réelle Etude des noyaux
Multiplication complexe et factorisation dans Ty [¢]
2—2—2isogénies

La situation

Genre 1 Probleme classique des 2-isogénies entre courbes
elliptiques.

Genre 2 Construction connue depuis Richelot (19¢ siécle).
Formules explicites données par Bost et Mestre.

Genre 3 Smith a donné des exemples de courbes hyper-
elliptiques en genre 3 qui sont 2—2—2 isogénes
grace a I'existence d’'une factorisation non triviale de
f(z) — g(z) conduisant a une correspondance entre
les courbes hyperelliptiques y? = f(x) et y? = g(x).

Genre g Mestre donne des familles (de dimension g + 1) de
pourl?e§ hyperelliptiques de genre g avecune 2-- -2
isogenie. g
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Courbes a multiplication réelle
Multiplication complexe et factorisation dans Ty [¢]
2—2—2isogénies

La situation

But (premiére partie)

Etude des noyaux

Trouver toutes les courbes hyperelliptiques de genre 3 pour les-
quelles il y a une courbe hyperelliptique et une 2—2—2 isogénie

entre leurs jacobiennes.
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Courbes a multiplication réelle Etude des noyaux
Multiplication complexe et factorisation dans I, [¢]
2—2—2isogénies

Factorisation de la multiplication par 2

On peut factoriser la multiplication par 2 par

3 /(23 + 073) —2

C3/(Z3 + 2073)

Z—= 2z

C3 /(23 + 073)
ou la 2—2—2 isogénie ¢ est donnée par

p: (C3/(Z3 + QZ3) — (C3/(Z3 + 2QZ3)
z — 2z
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Courbes a multiplication réelle Etude des noyaux
Multiplication complexe et factorisation dans Ty, [¢]
2—2—2isogénies

Factorisation de la multiplication par 2

Pour le cas général, on utilise I'action de Spg(Z) :

4

/_\

C3 /(2P 073) —L 3 /(234 2'T3) L J(Z3+202'73)

h ‘Mz

C*/(Z3+2'7?)
avec
' =I-02=(A2+B)(CR2+D)!
ar: C¥ /(73 + 073) — C3 /(23 + 2'73)
z — (CR+ D) 'z

I'action Spg(Z).
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Courbes a multiplication réelle Etude des noyaux
Multiplication complexe et factorisation dans I, [¢]
2—2—2isogénies

Stratégie

8
> On part de (2 périodes de Jac(y” = [] (z — ;).
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Courbes a multiplication réelle Etude des noyaux
Multiplication complexe et factorisation dans Ty, [¢]
2—2—2isogénies

Stratégie

8
» On part de 2 périodes de Jac(y®> = [[(z — ;).
=1
» On veut une condition sur les z; pour que C3/(Z3 + 202'Z3)
soit la jacobienne d’une courbe hyperelliptique.
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Courbes a multiplication réelle Etude des noyaux
Multiplication complexe et factorisation dans Ty [¢]
2—2—2isogénies

Stratégie

8
» On part de 2 périodes de Jac(y®> = [[(z — ;).
=1
» On veut une condition sur les z; pour que C3/(Z3 + 202'Z3)
soit la jacobienne d’une courbe hyperelliptique.

» On dispose de plusieurs outils :
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Courbes a multiplication réelle Etude des noyaux
Multiplication complexe et factorisation dans Ty [¢]
2—2—2isogénies

Stratégie

8
» On part de 2 périodes de Jac(y®> = [[(z — ;).
i=1
» On veut une condition sur les z; pour que C3/(Z3 + 202'Z3)
soit la jacobienne d’une courbe hyperelliptique.
» On dispose de plusieurs outils :
@ Lannulation d'une théta constante paire.
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Courbes a multiplication réelle Etude des noyaux
Multiplication complexe et factorisation dans Ty [¢]
2—2—2isogénies

Stratégie

» On part de 2 périodes de Jac(y> = 1§[ (x — ).
=1
» On veut une condition sur les z; pour que C3/(Z3 + 202'73)
soit la jacobienne d’une courbe hyperelliptique.

» On dispose de plusieurs outils :

@ Lannulation d'une théta constante paire.

o La formule de Thomae qui permet d’exprimer les théta

constantes en fonction des z;.
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Courbes a multiplication réelle Etude des noyaux
Multiplication complexe et factorisation dans Ty [¢]
2—2—2isogénies

Stratégie

8
» On part de 2 périodes de Jac(y? = [[(z — z)).
i=1
» On veut une condition sur les z; pour que C3/(Z3 + 202'Z3)
soit la jacobienne d’une courbe hyperelliptique.

» On dispose de plusieurs outils :

@ Lannulation d'une théta constante paire.

o La formule de Thomae qui permet d’exprimer les théta

constantes en fonction des z;.
o La formule de duplication pour passer des théta de 2 a 212.
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Courbes a multiplication réelle Etude des noyaux
Multiplication complexe et factorisation dans Ty [¢]
2—2—2isogénies

Stratégie

8
» On part de 2 périodes de Jac(y®> = [[(z — ;).
i=1
» On veut une condition sur les z; pour que C3/(Z3 + 202'Z3)
soit la jacobienne d’une courbe hyperelliptique.
» On dispose de plusieurs outils :
@ Lannulation d'une théta constante paire.
o La formule de Thomae qui permet d’exprimer les théta
constantes en fonction des z;.
o La formule de duplication pour passer des théta de 2 a 212.
@ Léquation fonctionnelle (on donne une généralisation) qui
permet de passer de 2 a (2'.
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Courbes a multiplication réelle Etude des noyaux
Multiplication complexe et factorisation dans Ty [¢]
2—2—2isogénies

Stratégie
Yl 8
» On part de 2 périodes de Jac(y? = [[(z — z)).
i=1
» On veut une condition sur les z; pour que C3/(Z3 + 202'Z3)
soit la jacobienne d’'une courbe hyperelliptique.
» On dispose de plusieurs outils :
@ Lannulation d'une théta constante paire.
o La formule de Thomae qui permet d’exprimer les théta
constantes en fonction des z;.
o La formule de duplication pour passer des théta de 2 a 212.
@ Léquation fonctionnelle (on donne une généralisation) qui
permet de passer de 2 a (2'.
» Pour étudier l'action de Spg, on classifie les isogénies suivant

leur noyau. (Les points de Weierstrass sont d’ordre 2).
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Courbes a multiplication réelle Etude des noyaux
Multiplication complexe et factorisation dans Ty, [¢]
2—2—2isogénies

Les noyaux : deux configurations géométriques

Pour déterminer toutes les courbes, on commence par caractéri-
ser les noyaux possibles.
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Courbes a multiplication réelle Etude des noyaux
Multiplication complexe et factorisation dans Ty [¢]
2—2—2isogénies

Les noyaux : deux configurations géométriques

Pour déterminer toutes les courbes, on commence par caractéri-
ser les noyaux possibles. lls doivent étre

» isomorphes a (Z/2Z)3,
» totalement isotropes pour le pairing de Weil modulo 2.
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Courbes a multiplication réelle Etude des noyaux
Multiplication complexe et factorisation dans Ty [¢]
2—2—2isogénies tre deux des familles

Les noyaux : deux configurations géométriques

Pour déterminer toutes les courbes, on commence par caractéri-
ser les noyaux possibles. lls doivent étre

» isomorphes a (Z/27Z)3,
» totalement isotropes pour le pairing de Weil modulo 2.

Proposition

Il'y a 135 tels sous groupes.
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Courbes a multiplication réelle Etude des noyaux
Multiplication complexe et factorisation dans Ty [¢]
2—2—2isogénies Co tre deux des familles

Les noyaux : deux configurations géométriques

Pour déterminer toutes les courbes, on commence par caractéri-
ser les noyaux possibles. lls doivent étre

» isomorphes a (Z/27Z)3,
» totalement isotropes pour le pairing de Weil modulo 2.

Proposition

Il'y a 135 tels sous groupes.

Toutefois ils ne correspondent qu’a deux configurations distinctes.
» 105 groupes «tractables » i.e. engendrés par des différences
de 2 points,

» 30 groupes en « disposition de Fano ».
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Courbes a multiplication réelle Etude des noyaux
Multiplication complexe et factorisation dans I, [¢]
2—2—2isogénies

La « disposition de Fano »
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Courbes a multiplication réelle Etude des noyaux
Multiplication complexe et factorisation dans I, [¢]
2—2—2isogénies

La « disposition de Fano »

» Pg n'est pas représenté : les éléments sont les 7 droites et
'ensemble vide modulo complémentaire.
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Courbes a multiplication réelle Etude des noyaux
Multiplication complexe et factorisation dans I, [¢]
2—2—2isogénies

La « disposition de Fano »

» Pg n'est pas représenté : les éléments sont les 7 droites et
'ensemble vide modulo complémentaire.

» Les 7 droites sont d’ordre 2.
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Courbes a multiplication réelle Etude des noyaux
Multiplication complexe et factorisation dans Ty [¢]
2—2—2isogénies

La « disposition de Fano »

» Pg n'est pas représenté : les éléments sont les 7 droites et
'ensemble vide modulo complémentaire.

» Les 7 droites sont d’ordre 2.

» Laddition de deux droites est donnée par la troisieme droite
possédant un point commun.
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Courbes a multiplication réelle
Multiplication complexe et factorisation dans Ty [¢] Les quatre familles
2—2—2isogénies

Les quatre familles

Noyaux « tractables »

» Un famille (7-1) : c’est le genre 3 de la famille de Mestre, donnée
par
“Trace”63<_>66 ($1l‘2933+l‘11’2$4) = Z 6(0')(1'1$2a73 +$1l’2334)(p(0)
€63
oU (o) € &4 est « I'action » de o surles paires (1,2), (3,4) et (5,6).
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Courbes a multiplication réelle
Multiplication complexe et factorisation dans Ty [¢] Les quatre familles
2—2—2isogénies

Les quatre familles

Noyaux « tractables »

» Un famille (7-1) : c’est le genre 3 de la famille de Mestre, donnée
par
“Trace”63<_>66 ($1:L‘2933+IL‘1332$4) = Z 6(0')(331$21'3 +$1l’2334)(p(0)
€63
oU (o) € &4 est « I'action » de o surles paires (1,2), (3,4) et (5,6).

» Une famille (-2) définie par un polyndme de degré total 16, 4
en chaque variable, ayant 19591 mondmes. Le stabilisateur est
(Z)27)* x &4, laissant invariant les transpositions (12), (34), (56)
et (78) et agissant par &, sur ces paires.
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Courbes a multiplication réelle
Multiplication complexe et factorisation dans Ty [¢] Les quatre familles
2—2—2isogénies

Les quatre familles

Noyaux de « Fano »

» Une famille (-3) : polyndme de 24 monomes, de degré total 4,
linéaire en chaque variable :

“Trace” g,e4 (T1T2T507) = Z e(a)(x1m2x5x7)‘9(”)
[ ASC

¢(0) € Gg, action conjointe de o sur {1,2,3,4} et {5,6,7, 8}.
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Courbes a multiplication réelle
Multiplication complexe et factorisation dans Ty [¢] Les quatre familles
2—2—2isogénies

Les quatre familles

Noyaux de « Fano »

» Une famille (-3) : polyndme de 24 monomes, de degré total 4,
linéaire en chaque variable :
“Trace” g,e4 (T1T2T507) = Z e(0)(z1z9m57)¥7
[ ASC
¢(0) € Gg, action conjointe de o sur {1,2,3,4} et {5,6,7, 8}.
» Une famille (7-4) : un polynébme de degré total 24 et 6 en chaque
variable, possédant 215601 monémes !

)
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Courbes a multiplication réelle
Multiplication complexe et factorisation dans Ty [¢] Les quatre familles
2—2—2isogénies

Les quatre familles

Noyaux de « Fano »

» Une famille (-3) : polyndme de 24 monomes, de degré total 4,
linéaire en chaque variable :

“Trace” g,e4 (T1T2T507) = Z e(0)(z1z0m527)(7)

€6y
¢(0) € Gg, action conjointe de o sur {1,2,3,4} et {5,6,7, 8}.
» Une famille (7-4) : un polynébme de degré total 24 et 6 en chaque
variable, possédant 215601 monémes !

Smith donne un exemple dans (f-4). Soit a; = 1+Tﬁ cQ(v7). La
famille, en ¢, de courbes

7
Y= ’”7 —artx® —artrt —(2a7+5)t2 23 — (4ar+6)t2 22 +((3ar —2)t3 — (a7 +3)t2)z+art3.

etleurs conjuguées (a7 +— a%) ontdes jacobiennes 2—2—-2 isogénes.
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Courbes a multiplication réelle
Multiplication complexe et factorisation dans I, [¢] Les quatre familles
2—2—2isogénies

Résumeé de la situation

8
y2 = 1:[1(.7: _$i)
formule del Thomae
V| 0,2 ;
[ ]( )=l éq. fonctionelle généralisée de 9
T

formule de duplication ol :’11’,](07 r-0)=¢'(z:)

formule de | duplication

19[,7/,/}(0, 202)=1(z:) 19[,777///](0’ 2I 2) =9/ (z;)
(f-1) (f-2) ! (f-3) (f-4)
v, T~ Y

Fano

tractable
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Courbes a multiplication réelle
Multiplication complexe et factorisation dans Ty [¢]
2—2—2isogénies Correspondances entre deux des familles

Courbes tractables et de Fano

But (de la seconde partie)

Trouver des équations des courbes « tractables » de la famille
(f-2), puis celles de « Fano » de la famille (f-3) et enfin une
correspondance entre elles.
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Courbes a multiplication réelle
Multiplication complexe et factorisation dans I, [¢]
2—2—2isogénies Correspondances entre deux des familles

Construction trigonale de Recillas

Pl
Diagramme de la construction trigonale
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Courbes a multiplication réelle
Multiplication complexe et factorisation dans Ty, [¢]
2—2—2isogénies Correspondances entre deux des familles

Construction trigonale de Recillas

Pl
Diagramme de la construction trigonale

» m est un recouvrement de degré 2, ¢ est de degré 3 et ¢ est
de degré 4.
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Courbes a multiplication réelle
Multiplication complexe et factorisation dans Ty, [¢]
2—2—2isogénies Correspondances entre deux des familles

Construction trigonale de Recillas

Pl
Diagramme de la construction trigonale

» m est un recouvrement de degré 2, ¢ est de degré 3 et ¢ est
de degré 4.

» Lapplication ¢ identifie les paires de points de Weierstrass.
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Courbes a multiplication réelle
Multiplication complexe et factorisation dans Ty [¢] e fi s
2—2—2isogénies Correspondances entre deux des familles

Construction trigonale de Recillas

Pl
Diagramme de la construction trigonale

» m est un recouvrement de degré 2, ¢ est de degré 3 et ¢ est
de degré 4.

» Lapplication ¢ identifie les paires de points de Weierstrass.

Proposition

Il'y a une 3 — 2 correspondance entre € et ¢ qui induit une
2—2—2 isogénie entre leurs jacobiennes.
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Courbes a multiplication réelle
Multiplication complexe et factorisation dans I, [¢]
2—2—2isogénies Correspondances entre deux des familles

Construction trigonale de Recillas

Pl
Paramétrisation
» Plus facile de paramétrer # que de calculer .
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Courbes a multiplication réelle
Multiplication complexe et factorisation dans I, [¢]
2—2—2isogénies Correspondances entre deux des familles

Construction trigonale de Recillas

Pl
Parameétrisation

» Plus facile de paramétrer # que de calculer .
» Par homographies, on choisit P(z) =22 + bz + c et
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Courbes a multiplication réelle
Multiplication complexe et factorisation dans Ty, [¢]
2—2—2isogénies Correspondances entre deux des familles

Construction trigonale de Recillas

Pl
Paramétrisation
» Plus facile de paramétrer # que de calculer .

» Par homographies, on choisit P(z) =22 + bz + c et
zP(x)

o <p(a:) = Pl@)Fa@-—1@=a) et I’équation de 77 :
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Courbes a multiplication réelle
Multiplication complexe et factorisation dans Ty, [¢]
2—2—2isogénies Correspondances entre deux des familles

Construction trigonale de Recillas

Pl
Paramétrisation
» Plus facile de paramétrer .7 que de calculer ¢
» Par homographies, on choisit P(z) =22 + bz + c et
o o(z) = Wﬁ))(w_d) et I'équation de .7 :

o y?=P(x)(P(x)+a(e—1)(z—d))(P(r)—alv—d))(f(x) £L2=2D).
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Courbes a multiplication réelle
Multiplication complexe et factorisation dans Ty, [¢]
2—2—2isogénies Correspondances entre deux des familles

Construction trigonale de Recillas

Pl
Paramétrisation
» Plus facile de paramétrer .7 que de calculer ¢
» Par homographies, on choisit P(z) =22 + bz + c et
o o(z) = Wﬁ))(w_d) et I'équation de .7 :

o y?=P(x)(P(x)+a(e—1)(z—d))(P(r)—alv—d))(f(x) £L2=2D).

» o identifie les paires de points de Weierstrass a 0,00, 1 et e.
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Courbes a multiplication réelle
Multiplication complexe et factorisation dans Ty [¢]
2—2—2isogénies Correspondances entre deux des familles

Construction trigonale de Recillas

Pl
Parameétrisation

v

Plus facile de paramétrer 7# que de calculer ¢
Par homographies, on choisit P(z) =22 + bz + c et
° p(x) = Wﬁ))(%d) et I'équation de 7 :
o y?=P(x)(P(x)+a(e—1)(z—d))(P(r)—alv—d))(f(x) £L2=2D).

 identifie les paires de points de Weierstrass a 0,00, 1 et e.
Génériquement, il y a une autre trigonale sauf si d = e.

v

v

v
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Courbes a multiplication réelle
Multiplication complexe et factorisation dans I, [¢]
2—2—2isogénies Correspondances entre deux des familles

Construction trigonale de Recillas

Pl
Equation de ¢
» Pour Qe %, onpose T'=¢(Q) et Pi, P», P; € 5 tel que
pom(P) =T =v(Q) = pom(u(F)).
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Courbes a multiplication réelle
Multiplication complexe et factorisation dans I, [¢]
2—2—2isogénies Correspondances entre deux des familles

Construction trigonale de Recillas

Pl
Equation de ¢
» Pour Qe %, onpose T'=¢(Q) et Pi, P», P; € 5 tel que
pom(P) =T =v(Q) = pom(u(F)).

> On interpole (7 (P;), h(r(P;)) avec h(x) = AL
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Courbes a multiplication réelle
Multiplication complexe et factorisation dans Ty, [¢]
2—2—2isogénies Correspondances entre deux des familles

Construction trigonale de Recillas

Pl
Equation de ¢
» Pour Qe %, onpose T'=¢(Q) et Pi, P», P; € 5 tel que
pon(P) =T =(Q) = pon(uP)).
> On interpole (7 (P;), h(r(P;)) avec h(x) = AL
» On a deux copies de ¢ :
Az + V)2 =(@+W)>2f(x) mod Tf(zx) —zfi(z).
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Courbes a multiplication réelle
Multiplication complexe et factorisation dans Ty [¢]
2—2—2isogénies Correspondances entre deux des familles

Construction trigonale de Recillas

Pl
Equation de ¢
» Pour Qe %, onpose T'=¢(Q) et Pi, P», P; € 5 tel que
pom(P) =T =v¢(Q) =pon(u(F)).
> On interpole (7 (P;), h(r(P;)) avec h(x) = AL
» On a deux copies de ¢ :
Az + V)2 =(@+W)>2f(x) mod Tf(zx) —zfi(z).
» On fait U=V?2 et on élimine U, W dans les coefficients en z.
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Courbes a multiplication réelle
Multiplication complexe et factorisation dans Ty [¢] S
2—2—2isogénies Correspondances entre deux des familles

Famille (-3)

Théoreme

On a les énoncés équivalents.
@ Lacourbe ¢ est hyperelliptique .
@ /'y a une unique trigonale (i.e. d = e).
©Q La courbe 57 appartient a la famille (f-2).
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Courbes a multiplication réelle
Multiplication complexe et factorisation dans Ty [¢] e fi s
2—2—2isogénies Correspondances entre deux des familles

Famille (-3)

Théoreme

On a les énoncés équivalents.
@ Lacourbe ¢ est hyperelliptique .
@ /'y a une unique trigonale (i.e. d = e).
©Q La courbe 57 appartient a la famille (f-2).

Remarque

S’il n’y a aucune trigonale, ¢ est une courbe de la famille (f-1)
de Mestre.

|. Boyer — Paris 7 Variétés abéliennes, jacobiennes de courbes hyperelliptiques



Courbes a multiplication réelle
Multiplication complexe et factorisation dans Ty, [¢]
2—2—2isogénies Correspondances entre deux des familles

Le noyau de l'isogénie duale

Avec la 3 — 2 correspondance, on peut calculer le noyau de
lisogénie duale entre Jac € et Jac 7.
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Courbes a multiplication réelle
Multiplication complexe et factorisation dans Ty [¢] Les e fam

2—2—2isogénies Correspondances entre deux des familles

Le noyau de l'isogénie duale

Avec la 3 — 2 correspondance, on peut calculer le noyau de
lisogénie duale entre Jac € et Jac 7.

Proposition

Le noyau est de type « Fano » :la courbe ¢ est dans la famille
(f-3) ou (f-4).

|. Boyer — Paris 7
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Courbes a multiplication réelle
Multiplication complexe et factorisation dans Ty [¢]
2—2—2isogénies Correspondances entre deux des familles

Modele de Weierstrass et corps de définition

On définit [/, g|(x)=/"(x)g(x) — f(x)d () etsoit f1, fa, f5 €t fy les
4 polynébmes correspondant aux paires de points identifiées dans
'équation de 7.
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Courbes & multiplication réelle Etude de
Multiplication complexe et factorisation dans Ty [¢] Les quatre f
2—2—2isogénies Correspondances entre deux des familles

Modele de Weierstrass et corps de définition

On définit [/, g](x)=/"(x)g(x) — f(x)g' (x) et soit f1, fa, f3 €t f4 les
4 polynébmes correspondant aux paires de points identifiées dans
'équation de 7.

Proposition (Corps de définition)

@ /Il existe une équation de Weierstrass de ¢ au-dessus d’une
conique définie sur le corps de base.

@ On a une équation de Weierstrass dans I'extension engen-
drée par \/Res;(fi, f;), de degré générique 8.
En particulier, il existe une équation de Weierstrass sur P*
si tous les [f;, f;](x) sont scindés.
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Courbes a multiplication réelle
Multiplication complexe et factorisation dans I, [¢]
2—2—2isogénies Correspondances entre deux des familles

Les équations

» Cette extension de corps peut étre paramétrée par

A? —dB?+d+dC?* - C? — &2

“= d(d—1) ’
b_A2+1—BQ—d2

d—1 ’
L _dB 4 —d- A

d—1 ‘
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Courbes a multiplication réelle
Multiplication complexe et factorisation dans Ty, [¢]
2—2—2isogénies Correspondances entre deux des familles

Les équations

» Cette extension de corps peut étre paramétrée par

A? —dB?+d+dC?* - C? — &2

“= d(d—1) ’
A24+1-B2—¢2
b= ,
d—1
B+ P —d - A
N d—1

» Un modele de Weierstrass est donné par

W, = oo W =0 W3 =1 Wy =d
. A+C+d ._ (B=C-1)d ._ Bd—Cd+A+C . (A¥B+d-1)d
Vs = et Ve = F—o=q V7i:="- ATB—dtl W8 = Brrcara-c-

|. Boyer — Paris 7
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Courbes a multiplication réelle
Multiplication complexe et factorisation dans Ty [¢]
2—2—2isogénies Correspondances entre deux des familles

Les équations

» Cette extension de corps peut étre paramétrée par

A? —dB?+d+dC?* - C? — &2

“= d(d—1) ’
A24+1-B?—d?
b= ,
d—1
. dB? +d?> —d — A?
B d—1
» Un modele de Weierstrass est donné par
Wy = o0 Wo =0 W3 =1 Wy =d
. A+C+d ._ (B=C-1)d ._ Bd—Cd+A+C . (A+B+d-1)d
Vs = BiCil Vo = T—c=q V7= _A+_B—+d++1_ Vs = _Jgd—i-C_d—i-_A—)C"

W, ..., Wy sontles 4 points fixés par la trigonale .
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Courbes a multiplication réelle
Multiplication complexe et factorisation dans Ty [¢] e fi s
2—2—2isogénies Correspondances entre deux des familles

Caracterisation du modeéle de Weierstrass de ¢

Théoreme (Caractérisation géométrique de la famille (-3))

@ Les j-invariants associés a {#s, ..., #s} et {#1,..., ¥4}
sont égaux.

@ Une courbe hyperelliptique est dans (f-3) si et seulement si
il y a une partition 4-4 de ses points de Weierstrass avec un
birapport commun.
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Courbes & multiplication réelle Etude de
Multiplication complexe et factorisation dans Ty [¢] Les quatre f
2—2—2isogénies Correspondances entre deux des familles

Caracterisation du modele de Weierstrass de ¥

Théoreme (Caractérisation géométrique de la famille (-3))

@ Les j-invariants associés a {#s, ..., #s} et {#1,..., ¥4}
sont égaux.

@ Une courbe hyperelliptique est dans (f-3) si et seulement si
il y a une partition 4-4 de ses points de Weierstrass avec un
birapport commun.

y

Corollaire

Une courbe hyperelliptique € est dans la famille (f-3) si et seule-
ment si elle apparait dans une construction trigonale.

v
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Courbes a multiplication réelle
Multiplication complexe et factorisation dans Ty [¢] s
2—2—2isogénies Correspondances entre deux des familles

Caracterisation du modeéle de Weierstrass de ¢

Corollaire

@ La courbe ¢ peut étre calculée a partir de -7 avec les 4
points de Weierstrass (0, 1,d, oo) fixés par ¢, et par ’homo-
graphie 7 owo (T13 + 234)w — d(T1a + T34)

(14 +z34)w — (21,3 + T34)
ou x; ; etw; ; sont les racines [f;, f;|(x).

@ Réciproquement, si c0,0,1,\4,...)s sont les points de
Weierstrass de €,

_ (AsXA6 — AeA7 — A5 + Ag)(Aa — D)Xy
A4A506 — AaA6A7 — Agdg + AaA7 — A5 A7 + Ag A7

_ (A4 — 1) (Aad5 — A7 — AsA7 + Ag A7

T 42526 — AAAT — Aade + A7 — AsA7 + AgA7

(M5 = Aud7 — A5 + AsA7 — A5 + A6) Mg

T A4A5X6 — AadeA7 — Aade + Aad7 — AsA7 + AgAr

= X.
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Courbes a multiplication réelle
Multiplication complexe et factorisation dans Ty [¢]
2—2—2isogénies Correspondances entre deux des familles

Correspondance et involution hyperelliptique

La 3 — 2 correspondance donnée par la construction trigonale ne
respecte pas les involutions hyperelliptiques.
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Courbes & multiplication réelle Etude
Multiplication complexe et factorisation dans Ty [¢] Les qu
2—2—2isogénies Correspondances entre deux des familles

Correspondance et involution hyperelliptique

La 3 — 2 correspondance donnée par la construction trigonale ne
respecte pas les involutions hyperelliptiques. Cependant,

Théoreme

Il existe, sur une extension de degré 8, une correspondance 4 — 3
entre les modéles de Weierstrass de 77 et ¢, qui respecte les
involutions hyperelliptiques : il y a des polynémes P(z, X) et
Q(x, X) tels que
y=f(x) ()
0=P(z,X)
V?=F(X) (%),

ou deg,(P) = 4 etdegyx (P) = 3.
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Courbes a multiplication réelle
Multiplication complexe et factorisation dans Ty [¢] s
2—2—2isogénies Correspondances entre deux des familles

Description de la correspondance

Proposition

Cette correspondance associe aux points de Weierstrass 0,1, d,
et oo de €, une paire de points de Weierstrass de 7.

Pour les points #5, . .., #z, elle associe 0 ou 2 paires de points
de Weierstrass de 7.

|. Boyer — Paris 7 Variétés abéliennes, jacobiennes de courbes hyperelliptiques



Courbes & multiplication réelle Etude des n
Multiplication complexe et factorisation dans Ty [¢] Les quatre f
2—2—2isogénies Correspond entre deux des familles

Description de la correspondance

Proposition

Cette correspondance associe aux points de Weierstrass 0,1, d,
et oo de €, une paire de points de Weierstrass de 7.

Pour les points #5, . .., #z, elle associe 0 ou 2 paires de points
de Weierstrass de 7.

Plus précisément, il y a des constantes telles que

P(z,0) = Mz + A2)*fa(z)  P(x,1) =A3fa(x)
P(x,d) = \(x + )\5)2f1 () P(x,00)=X¢(x + )\7)2f3(:v)
et
P(x,#5) = Asf1fa Pz, #6)=Xo f1fa
P(x, #7) = Mo(2? + A1 + M\2)? P(x, #3)=M3f3fa
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