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1 Introduction.

Dans notre société de communication, ’échange de I'information prend une place quasi cen-
trale. Plusieurs problématiques se posent au moment d’échanger ces informations. Nous nous
concentrerons sur deux des plus importantes : d’une part, s’assurer que personne ne puisse inter-
cepter et lire un message et d’autre part étre siir que le message envoyé est identique au message
recu. A premiére vue, les techniques utilisées dans ces deux domaines sont assez €loignées. Néan-
moins, la géométrie algébrique prend une place assez importante, notamment dans la possibilité
de trouver des courbes ayant beaucoup de points rationnels.

La premiére problématique a donné naissance a la cryptographie : celle-ci était présente dés
Pantiquité comme peut en témoigner le code de Jules César. Néanmoins, jusqu’a la moitié du
siécle dernier, les procédés utilisés étaient symétriques, nécessitant de se mettre d’accord sur une
clé privée. Cela pose des problémes tant sur le plan de la sécurité que sur le plan pratique : ce
procédé utilisé seul ne permettrait pas les transactions sur internet telles que nous les connaissons.

Ce sont des procédés asymétriques, dits & clés publiques, qui ont permis cette explosion des
transactions en ligne. Ce domaine est assez récent, tout du moins & I’échelle du développement
de la cryptographie! Le “monopole” est pour le moment assuré par le systéme RSA, qui date
pratiquement de I'invention de la cryptographie asymétrique. Néanmoins, ce systéme demande
une puissance de calcul assez importante et un concurrent de plus en plus sérieux commence
retenir I'attention : la cryptographie sur courbes elliptiques.

Cette derniére nécessite de trouver des courbes elliptiques dont le groupe des points ration-
nels a un ordre grand et premier (ou tout du moins possédant un grand facteur premier). Ainsi,
un prérequis a la construction de tels systémes est de savoir compter ce nombre de points ra-
tionnels. C’est en fait un probléme polynomial comme 1’a montré Schoof dans les années 80. La
premiére partie est consacrée a montrer cette assertion ainsi qu’a donner des améliorations et
des applications de ce résultat. On verra notamment ’application surprenante au probléme de
Iextraction de racines carrés dans un corps fini, sans utiliser I’hypothése de Riemann.

La seconde problématique est beaucoup plus récente puisque liée aux problémes de fiabilité
des moyens de communications modernes (transmissions radios, électriques, micro-gravures,. . .)
Un des premiers codes correcteurs est le “Alpha, Bravo, Charlie” des communications radio.
Néanmoins, ce code redondant ne saurait étre utilisé de la méme maniére aux CDs, puisque I'on
multiplie la longueur du message par un facteur au moins 5!

De méme que 'importance grandissante des transactions internet a contribué au développe-
ment de la cryptographie asymétrique, 'exploration spatiale lointaine est un véritable moteur
dans la recherche de codes correcteurs d’erreurs efficaces, c¢’est-a-dire sans trop de redondance et
pouvant corriger de nombreuses erreurs.

Pendant prés de trente ans, personne n’a réussi a améliorer la borne “élémentaire” de Gilbert—
Varshamov, & tel point qu’on I'a cru optimale. Il a fallu attendre 'utilisation de la géométrie
algébrique (via notamment le théoréme de Riemann—Roch) pour pouvoir améliorer cette borne.
Aprés les définitions et 1’étude de ces codes géométriques, la deuxiéme partie cherche & mon-
trer 'importance de trouver des courbes algébriques ayant beaucoup de points rationnels dans
la construction de ces codes linéaires, asymptotiquement meilleurs que la borne de Gilbert—
Varshamov. La fin de cette partie est un apercu de ’état actuel des recherches dans ce domaine.

Notons finalement, s’il fallait encore insister sur le paralléle cryptographie—codes correcteurs
d’erreurs, que McEliece a proposé a la fin des année 70 un cryptosystéme basé sur les codes
géomeétriques (plus précisément le code de Goppa sur la droite projective) pour le cryptage, et
la complexité du probléme général de décodage pour la sécurité. Si ce n’est la longueur de la
clé, ce systéme posséde lui aussi de nombreux avantages sur RSA, notamment la résistance aux
algorithmes quantiques.

Je tiens & remercier J.-F. MESTRE pour m’avoir fait découvrir ce domaine particuliérement

riche & la croisée de la géométrie algébrique et de la théorie de I'information. Je le remercie aussi
pour ses précieux conseils de lectures ainsi que ses explications particuliérement éclairantes.
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2 Compter les points rationnels d’une courbe elliptique.

2.1 Enjeux cryptographiques.
2.1.1 Complexité algorithmique.

Avant de se lancer dans les algorithmes de calcul du nombre de points sur une courbe ellip-
tique, voici quelques conventions utilisées dans la suite :

Définition 2.1 (Notation O). Soient f,g deux fonctions réelles de k variables.

On dit que f est dominée par g s’il existe des constantes C' et n telles que pour n; > n, on
ait |f(n1,...,nk)| < Cg(ny,...,ng).

On dit que [ est dominée par g & un facteur logarithmique prés s’il existe une constante
p > 0 et telle que f(ny,...,ng) = O(g(nq,...,nk)logf(g(ny,...,ng))).

On utilisera souvent des bornes utilisant la fonction logarithme : on la notera log sans préciser
la base (qui est absorbée par le O). Néanmoins, on 'utilisera implicitement en base 2 (notamment
en raison de la représentation des entiers en mémoire, de 'utilisation de techniques diviser pour
régner, ...).

Définition 2.2 (Taille des données). On appellera taille des données la quantité d’espace mé-
moire qu’il faut pour stocker les données (initiales, intermédiaires, finales) au cours d’un algo-
rithme.

Remarque 2.3. Cette notion est trés imprécise et dépend fortement du choix que ’on fait pour
représenter les objets. Néanmoins, on 1'utilisera ici dans les cas simples suivants :

(i) Un entier n nécessite O(logn) bits pour étre stocké.

(ii) Un polyndome de degré d dont les coefficients sont des entiers bornés par M nécessite
O(dlog M) bits en mémoire.

(#1) Un élément de Fy nécessite O(logg) bits pour étre représenté : en effet, si on note g = p”,
on représente cet élément par un polynoéme de degré au plus r — 1 a coefficients dans IF,, :
il faut donc rlog p = log g bits pour le stocker.

Définition 2.4 (Complexité d’un probléme). On appelle opération élémentaire, toute opération
qu’un ordinateur classique sait réaliser en temps constant : par exemple, un test booléen, une
addition de deux bits avec retenue, un accés mémoire (dans un tableau par exemple), . ..

On dit qu’un probleme s’exécute en temps O(f) (sous-entendu en la taille des données) si le
nombre d’opérations élémentaires effectuées lors de l’exécution du programme est dominée par f
lorsque la taille des données tend vers l’infini.

On dit qu’un probléme est polynomial si on peut trouver une domination f qui est un poly-
néome. On dit qu’un probleme est exponentiel si la fonction f s’écrit f(x) = exp P(z) pour un
polynéme P.

On dit enfin qu’un probléme est dans la classe P sl existe un algorithme polynomial qui
permet de le résoudre. On dit qu’il est NP s’il existe un algorithme polynomial qui permet de
tester si une solution est valide.

Par exemple, on verra plus tard que l'algorithme de Schoof a permis de montrer que le calcul
du nombre de points rationnels d’'une courbe elliptique était dans la classe P. Le probléme du
logarithme discret que ’on introduit dans la section 2.1.2 est quant a lui NP.

Afin d’estimer la vitesse d’exécution d’un algorithme, voici quelques résultats de complexité
classiques. On pourra par exemple consulter [Coh00] ou [GGO3]

Proposition 2.5 (Complexité des algorithmes “naifs”.).
(i) L’addition et la soustraction de deux entiers de taille n se font en O(n) opérations.
(i) La multiplication est quadratique en utilisant l’algorithme naif.

(i11) La division euclidienne de a par b (avec 0 < b < a) se réalise en O(log a(loga — logh)).

(iv) L’algorithme d’Fuclide permet de calculer le pged de deux entiers a > b > 0 en O(log alogb)
opérations élémentaires
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2.1. Enjeux cryptographiques.

Proposition 2.6 (Algorithmes rapides).

(i) La multiplication de deux entiers de taille n se réalise grace & la transformée de Fourier

rapide en O(nlognloglogn) = O(n).
(ii) La multiplication de deux polyndmes de degré n peut s’effectuer en O(n)

(i4) La division euclidienne d’un polynome F' € A[X] par un polynome unitaire G (vérifiant
deg F' > deg G) peut se calculer en O(deg F) opérations (+, —, X) dans l’anneau A.

On note I'importance, dans ce dernier point, de toujours réaliser des divisions euclidiennes
par des polynoémes unitaires, la division étant souvent plus cotliteuse que les autres opérations.
En application, voyons ce que cela nous apporte pour calculer dans les corps finis :

Exemple 2.7 (Calculs dans les corps finis).

(i) L’addition dans F,, se fait en temps O(log p), la multiplication en O(log p) par transformée
de Fourier rapide et I'inverse en O((logp)?) grace a Palgorithme d’Euclide étendu sur les
entiers.

(i) L’addition dans un corps fini a ¢ éléments se réalise en O(logq) : il s’agit de 'addition de
deux polyndmes de degré au plus ¢ — 1 dont les coeflicients sont de taille log p.

(i11) La multiplication dans F, nécessite de multiplier deux polynémes de degré au plus r — 1
dont les coefficients sont de taille logp : cela demande O(r) opérations dans F),. Il reste a
faire une division euclidienne, ce qui donne au final O(log ¢) opérations.

(iv) Pour la division, chaque itération de 'algorithme d’Euclide étendu s’exécute en O(d(log p)?)
opérations : on a une division euclidienne avec des polyndémes dont le degré est borné par d
mais qui ne sont pas forcément unitaires, suivie de O(1) multiplications pour mettre & jour
les coefficients de Bezout. Comme on a au plus d itérations, cela donne une complexité de

O((log ¢)?).
Voyons pour finir une technique assez centrale et trés efficace dans le calcul de puissances.

Proposition 2.8 (Exponentiation Rapide). Soit G un ensemble muni d’une loi de composition
interne associative. Soit a € G. On peut calculer, pour un entier e > 1, a® en appliquant au plus
2[log, €] fois la loi de composition interne.

Démonstration. On écrit e = >, ;2" et on calcule dans une boucle a chaque itération
b; = a® puis a; = a>r<i 2" Le calcul de b; se fait a partir de b;_; avec une application de la
loi de composition. Celui de a; se réalise avec a;_1 et b; et demande une opération seulement

lorsque e; = 1. On a bien au plus 2k appels a la loi de composition interne. O

2.1.2 Courbes elliptiques et cryptographie.

Comme on 'a évoqué dans l'introduction, du code de Jules César a la machine Enigma,
la cryptographie a bien longtemps reposé sur des procédés dits symétriques : deux personnes
souhaitant communiquer se mettent d’accord sur une clé secréte, qu’ils utilisent pour coder et
décoder. Ces systémes, toujours utilisés (comme I’AES), présentent avantage d'un codage et
décodage trés efficace. Néanmoins, l'inconvénient majeur est celui posé par la clé secréte : on
ne peut se I’échanger & distance. C’est 14 qu’intervient la cryptographie asymétrique, dite a clé
publique.

Cryptographie a clé publique. En 1985, N. Koblitz et V. Miller proposérent (indépendem-
ment) d’utiliser des courbes elliptiques dans des applications cryptographiques & clé publique.
Exposons briévement les idées sous-jacentes, afin de montrer I'importance d’étre capable de comp-
ter efficacement le nombre de points rationnels d’une courbe elliptique. Pour une description bien
plus avancée, on pourra consulter la “bible” [CF06].

Tout d’abord, ces techniques cryptographiques reposent sur la notion de fonction & sens
unique :
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2.1.2. Courbes elliptiques et cryptographie.

Définition 2.9 (Fonction a sens unique). Soit f : ¥ — X' une fonction. On dit qu’elle est a
sens unique st

(i) Pour x € 3, f(x) peut étre calculé en temps polynomial.
(i) Il n’y a pas d’algorithme polynomial tel, qu’étant donné y € X', il décide si y & im(f) et
donne dans le cas contraire un x € ¥ tel que f(x) =y.

On dit de plus qu’une telle fonction posséde une trappe si connaissant une information supplé-
mentaire, il soit alors possible d’inverser f en temps polynomial.

Personne n’a encore exhibé une fonction & sens unique et pour cause! En effet, il serait alors
facile de montrer que P#NP. L’une des fonctions, supposée a sens unique, la plus connue, est
celle & base du protocole RSA : c’est 1’élévation & une certaine puissance e dans (Z/NZ)* avec
N = pq produit de deux grands nombres premiers. Pour inverser cette fonction, il faut connaitre
I'inverse de e dans (Z/NZ)*. Ceci peut se réaliser par exemple a 'aide de ¢(n) qui est notre
trappe. Celle-ci est réputée dure & obtenir puisque équivalente a factoriser V.

Echange de clés et courbes elliptiques. Introduisons maintenant le protocole d’échange
de clés introduit par Diffie et Hellman dés 1976. Alice et Bob commencent par décider d’un
groupe (G,®) et d'un élément P € G. Ensuite, ils choisissent secrétement des clés e4 et ep
puis rendent publiques les quantités [e4|P et [eg]P (ou [m] désigne lapplication de m fois la
loi ¢). Ensuite, chacun peut calculer la quantité [esep]P puis en extraire une clé identique
(par exemple les k derniers bits de la représentation binaire de cet élément). Une fois cette clé
déterminée, Alice et Bob peuvent s’échanger des données grace a des techniques cryptographiques
symétriques. Comme ce procédé ne dépend que du sous-groupe engendré par P, on peut choisir
en fait G = (P) cyclique.

La fonction & sens unique utilisée ici est la fonction n +— [n]P. C’est donc sur la fonction
inverse que la sécurité de ce protocole d’échange de clés est basée et ceci motive la définition
suivante.

Définition 2.10 (Probléme du Logarithme Discret, DLP ). Soit G = (b) un groupe cyclique
d’ordre n. On appelle logarithme discret la fonction

log, : G — Z/nZ
b — k mod n .

Par exemple, pourG = (Z/nZ,+) et b € (Z/nZ)* la fonction log, est simplement la multi-
plication par b~! : dans ce cas, le DLP est polynomial.

Une autre idée consiste a utiliser le groupe cyclique F; d’un corps fini. Dans ce cas, il existe
des algorithmes sous-exponentiels pour résoudre le DLP, par exemple en temps

O (exp(0(1)(log ) (loglog q)F) ) -

Il existe des algorithmes généraux pour résoudre ce probléme du logarithme discret, c’est-
a-dire n’utilisant aucune propriété particuliére du groupe G, la loi de groupe étant donnée par
une “boite noire”. Tout d’abord, remarquons que si le cardinal de G = (P) peut se décomposer
en |G| = mn avec m et n premiers entre eux, le DLP est plus facile. En effet, supposons que 'on
cherche logp(Q) : on commence par chercher r = log,, p(mQ) et s = log,, p(nQ), ce qui constitue
deux DLP sur des groupes cycliques d’ordre n et m. On reconstruit la solution originale avec le
théoréme chinois : um 4+ vn =1 et ainsi logp(Q) = umr + vsn
Si maintenant |G| = p* pour un nombre premier p, alors, on commence par résoudre r; =
log k-1 p([p*~1]Q) puis on se place dans le groupe cyclique ([p]P) et on résout récursivement le
DrP pour @ — [r1]P. 1l suffit donc au final de résoudre k fois le DLP sur des groupes d’ordre p.

Alinsi, résoudre le DLP revient essentiellement au cas n = |G| premier. Dans cette situation,
que ce soit 'algorithme p—de Pollard, 'algorithme pas de bébés, pas de géants (que ’on rencontrera
dans la section 2.3.1), ou d’autres, aucun algorithme “général” ne peut donner une meilleure
complexité que O(y/n), comme 1’a montré Shoop dans [Sho97].

1. Discrete Logarithm Problem en anglais.
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2.2. Courbes elliptiques : généralités.

L’idéal serait donc de trouver un groupe sur lequel on n’ait aucune information autre que son
caractére cyclique, afin d’étre contraint & utiliser des algorithmes généraux pour résoudre le DLP.
C’est ici qu’interviennent les courbes elliptiques. En effet, jusqu’a aujourd’hui, il semble que ce
soit le cas pour le groupe des points rationnels (sur un corps fini) d’une courbe elliptique, choisie
suffisamment générale . Ainsi, si 'on travaille sur un corps fini de taille k, on peut espérer une
sécurité de 'ordre de % Dés lors, si I'on souhaite une sécurité de 128 bits, un codage a base de
courbes elliptiques demande de travailler sur des données de taille 256 bits lorsque RSA a besoin
d’une clé de Pordre de 3072 bits .

Tout ceci motive donc la recherche de tels groupes et il apparait naturel et crucial de savoir
déterminer efficacement le nombre de points rationnels d’une courbe elliptique définie sur un
corps fini : c’est & ceci que le reste de cette partie est consacré.

2.2 Courbes elliptiques : généralités.
2.2.1 Notations et conventions.

Dans tout ce paragraphe, on notera E une courbe elliptique (lisse) définie sur un corps F, a
¢ ¢léments dont on notera p la caractéristique. On note aussi pour F une extension de F,, E(F)
I’ensemble des points & cordonnées dans F appartenant & E. On rappelle que c’est un groupe
dont ’élément neutre est le point a l'infini, noté O.

Dans un souci de simplification, on considérera que la courbe E est donnée par une équation
de Weierstrass “simplifiée” de la forme y? = 23 +ax+b, avec A = 4a®—27b? # 0. Cela est toujours
possible en caractéristique p > 5 mais par exemple, en caractéristique 2, une telle équation donne
systématiquement une courbe singuliére. Malgré tout, sauf mention contraire, on peut généraliser
les idées exprimeées ci-dessous en caractéristique 2 ou 3.

On confondra parfois un point P et ses coordonnées affines (z,y) en notant par exemple
abusivement, pour un morphisme ¢, o(P) = ¢(x,y). On prendra garde qu’avec ces notations
et une équation de Weierstrass simplifiée, on aura —(z,y) = (x,—y), le premier signe “—" se
référant a la loi de groupe sur F.

2.2.2 Calculer sur une courbe elliptique.

Avant d’exposer divers algorithmes permettant de
calculer le nombre de points rationnels sur une courbe

Q
elliptique, il est important de rappeler comment et a P
quel cotit on peut calculer dans le groupe E(F,). Les \

formules ci-dessous, relativiment simples, sont valables
pour une équation y? = 3 + ax + b mais peuvent se
généraliser.

Proposition 2.11 (Formule d’addition). Soient rPed
(21,91) et (z2,y2) deux points de E distincts de O, non
opposés 'un de 'autre. La loi d’addition par cordes et

tangentes illustrée ci-contre est donnée algébriquement FIGURE 2: Loi de groupe sur une

par les formules : courbe elliptique.
BT Gy £ @,

—)\2 _ _ T2 — 1
{ xg—/\ X1 To oll \ —
ys=A(x1 —x3) =11 321 +a
——— sinon.
2y,

Ainsi, une addition dans E(F,) se résume & un nombre constant d’opérations dans le corps
fini F,, ce qui se réalise en O((logq)?).

1. Il existe par exemple de bons algorithmes pour les courbes elliptiques supersinguliéres.

1. Cela permet d’obtenir des protocoles plus rapides mais dont la sécurité peut étre mise en question. On
dispose en effet d’un recul insuffisant sur le probléme du logarithme discret appliqué aux courbes elliptiques
comparé a celui de la factorisation d’entiers.
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2.2.2. Calculer sur une courbe elliptique.

Grace a ces formules on peut calculer comme dans n’importe quel groupe abélien : on peut
notamment calculer la multiplication par m € N (notée dans dans ce contexte [m]) par exponen-
tiation rapide en O(logm(log ¢)?). Néanmoins, comme on le verra dans la suite, il est intéressant
de savoir calculer une expression du morphisme [m] en lui-méme. Pour cela, rappelons la notion
centrale d’isogénie.

Définition 2.12 (Isogénies). On dit qu’un morphisme algébrique ¢ entre deux courbes elliptiques
E; et FEy est une isogénie si p(O1) = Oy. Si de plus ¢ nest pas constante, on dit que Fy et Es
sont isogenes.

Par exemple, la multiplication [m] est une isogénie. La condition sur le point & I'infini semble
faible. Il n’en est rien :

Proposition 2.13. Une isogénie ¢ : E1 — FEy est aussi un morphisme de groupe.

Enfin, voici quelques propriétés de base vérifiées par les isogénies. La notion d’isogénie duale
justifie la définition symétrique de courbes isogénes énoncée ci-dessus.

Proposition 2.14. Une isogénie o non nulle est surjective et posséde un noyau fini. Lorsqu’elle
est séparable, on a en plus | ker p| = deg p.
Pour toute isogénie ¢ : En — FE il existe une unique isogénie ¢ : Fs — Fq vérifiant

¢op=mlp, et pop=[m|p,,
ot m = degy. On a de plus m =\o P et m = @Jr@/;, pour des isogénies A : Fo — Fs3 et
’l/) : E1 — Eg.
On a en particulier é = @ ce qui justifie la qualification de dualité. On définit finalement :

Définition 2.15 (Norme et trace). Soit ¢ : E — E une isogénie. On définit sa norme et sa
trace par
Np=popeN et tro=p+peZ.

Pour des précisions sur ce sujet ainsi que sur de nombreux points de la suite de cette partie,
on peut se référer a (Uincontournable) [Sil86].

On peut alors énoncer une proposition qui donne la forme particuliére d’une isogénie entre
courbes définies par des équations de Weierstrass (simplifiées) :

Proposition 2.16. Soient E, E’ deuz courbes elliptiques données par une équation de Weiers-
trass simplifiée sur un corps K et p : E — E' une isogénie définie sur K. Alors, si P = (z,y) € E,
on a lezxistence d’une fraction rationnelle I € K(x) et d’une constante ¢ € K telle que :

o(P) = (I(z),cyl'(x)).

De plus, degI =1 et lorsque ¢ est séparable, on peut écrire sous forme irréductible I(x) =

D)= ][] @-=q).

Qe(ker ¢)*

D(z)

Démonstration. Tout d’abord, comme ¢ est un morphisme algébrique défini sur K, il s’écrit
o(z,y) = (A(z,y), B(z,y)) ou A, B € K(F). Ensuite, ¢ est un morphisme de groupe et donc
o(—(z,y)) = —p(z,y) : cela se traduit par A(xz, —y) = A(z,y) et B(x,—y) = —B(x,y). Ainsi,
les puissances de y intervenant dans A sont toutes paires et en utilisant ’équation de Weierstrass
simplifiée, on peut choisir un représentant I de A ne faisant intervenir que la variable x. Pour
B, on peut faire de méme en remarquant que B@y) verifie les mémes propriétés que pour A.

On a alors p(z,y) = (I(x),yJ(z)). Mais alors, si on note wg et wg les différentielles inva-
riantes sur E et E’, on a p*wp = \wp avec A € K (E) puisque les différentielles sur la courbe E
forment un K (E)-espace vectoriel de dimension 1. En passant aux diviseurs dans I'égalité précé-
dente et en se rappelant que divwg = 0 = divwg/, on a divA =0 et donc A € K. Maintenant,
on peut aussi réécrire cette égalité :

1
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2.2. Courbes elliptiques : généralités.

et donc J(z) = I'(z). Enfin, comme ¢ est défini sur K, I € K () et ainsi c = § € K.

Enfin, les points du noyau de ¢ s’envoient sur O et doivent donc annuler le dénominateur. De
méme, un zéro du dénominateur correspond & un point du noyau. Soit maintenant @ € (ker ¢)*
d’ordre 2. On suppose pour simplifier que ¢ est racine simple de 2® +a’z + b (équation de E’);
alors, ordg(x — zg) = 2. Si Q n’est pas d’ordre 2, yg # 0 et ordg(z — xg) = 1. Maintenant,
comme ¢ est supposée séparable, elle est non ramifiée. Ainsi, ordg(¢*z) = €,(Q) ordpr z = —2,

c’est-a-dire ordg (gg;) = —2 Comme D(zg) = 0 et que D et N sont premiers entre eux, on

en déduit que lorsque ) n’est pas d’ordre 2, xg est racine double de D, simple autrement : on
retrouve bien ’expression de D annoncée. O

Remarque 2.17. (Formules de Vélu). On note y? = 2% + ax + b une équation de E. Dans le
cas' ot ¢ = 1, des formules dues & Vélu ([Vél71]) donnent une expression encore plus explicite
de ¢ :

QE (ker )~
De plus, si 'on note D(z) = 2!~ — 02! =2 + 092! =3 —g32! =4 +... o1 | = deg ¢ alors, une équation
de E’ est donnée par 3% = 23 + a’z + V' ol

a =a—>5(a(l—1)+3(c% = 203)) et b = b — 7(3ac + 2b(1 — 1) + 5(c® — 3004 + 303)).

Notons enfin que c’est le polynéme D(z) qui est souvent le plus intéressant dans les applications
et on peut mentionner ’équation différentielle :

N(x)
D(x)

—lz—0— (322 + a)g(%) —2(z® + az +b) (g((;))) '

Exemple 2.18. Soit m premier avec la caractéristique du corps de telle sorte que [m] soit
séparable. Avec la formule bien connue [m]*wg = mwg, on en déduit que l'isogénie [m] : E — E

s’écrit sous la forme
(N (N
(r:9) <D<x>’m (567) )

De plus, si m est impair, D(z) = g(z)? avec degg = ng’l et si m est pair, on peut aussi écrire

D(z) = yg(z)? (ot I'on rappelle que y? = 22 + ax + b). Cette remarque conduit & la définition
suivante :

Définition 2.19 (Polynomes de division). On appelle polyndémes de division les polynémes
U, € Klx] ® yK[z] tels qu’avec les notations ci-dessus, ¥,,(x,y) = mg(x) si m est impair et
U, (z,y) = myg(x) si m est pair.

En fait, on peut étre un peu plus précis en affirmant que U, € Z[x,a,b] ® yZ[z,a,b] (ou la
courbe est donnée par y? = 23 + ax + b). Cela se déduit facilement de la proposition suivante
(dont la démonstration est simplement fastidieuse, on pourra consulter [Sil86] pour les étapes) :

Proposition 2.20. On peut calculer récursivement les polyndmes de division grice aux formules
suivantes :

U, =1, Uy = 2y,

Uy = 32* + 6az? + 12bz — a2,

Uy = 4y(2® + 5azt 4+ 2002 — 5a2x? — dabz — 8b? — a?),
Uomi1 = Vo W3 — 0, 02 (m > 2)

=2
2ylp2m = \I]m(\pm—i-Q\IJzn_l - \Ijm—2\113n+1) (m 2 3)

b

t. On dit alors que l'isogénie est normalisée; elle est en particulier séparable.
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2.2.3. Le j—invariant d’une courbe elliptique.

Cette proposition donne un algorithme évident pour le calcul des polynémes ¥, : sa com-
plexité est en O(m x m?log q). Grace a la proposition 2.16 dans le cas ol m est impair, on
sait que ¥,, posséde toutes ses racines simples, qui sont exactement les abscisses des points de
m~torsion distincts de @. La méme proposition donne aussi ’existence de polynoémes ¢,, € K|[x]

et wy, € K[z] ® yK|z] tels que
_ S (P)  wm(P)
i = (G o)

Ainsi, il suffit de calculer une expression du morphisme [m| pour calculer les polynomes ¥,,,.
Cela peut bien sir se faire naivement en appliquant m fois la loi d’addition. On peut aussi utiliser
lexponentiation rapide (2.8) : cela demande donc Papplication de logm fois la loi d’addition.
Les polynomes en jeu n’excédent pas le degré m? et leurs coefficients sont dans F, : on calcule
ainsi D(z) en O(m?2(logq)?). I ne reste plus qu’a prendre la racine carrée de D(z) (ou bien celle

D(z)

T tasss) pour trouver U, (z) cela se fait aussi en O(m?(log q)?), par exemple avec une itération

de Newton. On peut résumer ceci en :

Proposition 2.21. Il eziste un algorithme polynomial s’exécutant en temps O((mlogq)?) qui
calcule le m¢ polynome de division V,,, sur le corps fini Fy.

2.2.3 Le j—invariant d’une courbe elliptique.

Point de vue algébrique. Il existe une quantité importante qui permet de caractériser les
courbes elliptiques isomorphes : le j—invariant. Celui-ci joue un réle important dans plusieurs
algorithmes de comptage de points.

Définition 2.22 (j—invariant). Soit E une courbe elliptique (lisse) définie sur un corps K. Pour
simplifier les formules, on suppose encore que E est donnée par une équation de Weierstrass
simplifiée : y?> = x3 + ax + b. On définit alors :

(4a)? 6912a3

= 1728 -
J A 443+ 2702

nommé j—invariant de E.
Proposition 2.23.

(i) Pour jo € K, il existe une courbe elliptique définie sur K (jo) dont le j—invariant est jo.

(ii) Deux courbes elliptiques (définies sur un corps K ) sont isomorphes sur K si et seulement
si elles ont le méme j—invariant. Plus précisément, si j = 0 alors, les deux courbes sont
isomorphes sur une extension de degré 6 (ou divisant 6) de K ; si j = 1728, alors, c’est
une extension de degré 4 et sinon de degré 2.

Démonstration. Pour jo = 0 ou 1728 on a les deux courbes
Vv4y=2> =0 A=-27
v =a>+zx j=1728 A= -64
Un simple calcul montre que pour jg # 0, 1728, la courbe définie par
36 . 1
Jjo — 1728 Jo — 1728

a pour j—invariant jo. En caractéristique différente de 2 ou 3, on peut choisir

v} +ay =a’ —

2 _ .3 3j0 2j0
Yy = — = €T — - .
jo — 1728 jo — 1728

Deux courbes définies par des équations de Weierstrass simplifices T (32 = 22 +ar +b et
y'? = 2 + a’2’ + V') sont isomorphes sur K si et seulement s’il existe u € K et 2’ = u’x et
y’ = udy. Le sens direct en découle directement. Pour le sens indirect, si j = j alors a®b'? = a’3b2.

1 1
En prenant u = (i) 4 ou (5) ° suivant les cas, on arrive au résultat souhaité. O

a’

1. Encore une fois le résultat subsiste en caractéristique 2 ou 3 mais les formules sont plus compliquées.
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2.2. Courbes elliptiques : généralités.

Ainsi, on peut trés bien avoir deux courbes elliptiques définies sur K, isomorphes sur K mais
pas sur K. Dans ce cas, on dit qu’elles sont tordues I'une par rapport a 'autre. Lorsqu’elles sont
isomorphes sur une extension de degré 2 mais pas sur K, on parle de tordue quadratique.

Proposition 2.24 (Tordue quadratique sur un corps fini).

(i) Pour chaque j € F,\{0,1728}, il existe & isomorphisme défini sur F, prés, exactement deux
courbes elliptiques possédant ce j—invariant.

(ii) Si E est une courbe elliptique définie sur F, par une équation de Weierstrass y*> = x>+ax+b
et siw € F, n'est pas un carré, alors, la courbe E' définie par y* = 2® + aw’z + bw? est la
tordue quadratique de E.

(i1i) On a Uégalité : |E(Fy)| + |E'(Fq)| = 2(¢+1).

Démonstration. Soient E et E’ d’équation respective y? = 23 + ax +bet y'? = 23 + a’'2’ + b/
ayant le méme j—invariant différent de 0 et 1728 (ainsi aa’bb’ # 0). Alors, il existe u € ?Z tel
que = = u?z’ et y = udy’ et ainsi u* = % et ub = bi,. On pose w = u? € F, et I'équation de E’
devient y? = 2% + aw’r + bw®. E’ n’est pas isomorphe & E sur F, si et seulement si u & F, ou
encore si et seulement si w n’est pas un carré.

Finalement, si on pose wx” = 1’ et y"" = wy’, I'équation de E’ devient y""? = w(z"®+az" +b).
Ainsi, lorsque w n’est pas un carré, on a w(x>+az+b) carré dans Fy si et seulement si 3 +az+b
n’en est pas un, ce qui montre la troisiéme affirmation. O

Ainsi, calculer le nombre de points d’'une courbe équivaut & calculer celui de sa tordue qua-
dratique. Néanmoins, il faut pour cela trouver une équation de E’ : comme on 'a vu, il suffit de
trouver w € F, qui n’est pas un carré. Le plus simple est encore de tirer un élément au hasard

q

. P P N . —1 . . . .
et de tester si c’est un carré (en l'élevant a la puissance 45=), fournissant ainsi un algorithme
polynomial mais probabiliste.

Point de vue analytique. On a une relation importante entre j—invariant et courbes modu-
laires. Pour cela, revenons un instant aux courbes elliptiques définies sur C. Via la fonction p de
Weierstrass, une courbe elliptique sur C n’est autre que le quotient de C par un réseau de C. De
plus, deux courbes sont isomorphes si et seulement si il existe un complexe a non nul qui envoie
par multiplication un réseau sur I'autre. On voit alors facilement que 1’on peut se ramener avec
un réseau de la forme Z + 77 avec 7 (unique) dans le domaine fondamental du demi-plan 7 de
Poincaré sous 'action du groupe modulaire. Ainsi, le j—invariant d’une courbe elliptique sur C
est une fonction de 7 invariante sous I'action de SLy(Z) : ¢’est une fonction modulaire de poids 0.
(On pourra voir [Ser70] pour les définitions et propriétés des fonctions modulaires). En reprenant
la définition de j et 'expression des coefficients dans ’équation différentielle sur la fonction p de
Weierstrass, on trouve le développement de j en série pour ¢ = exp(2in7), |¢| < 1

1
ilg) = g T > c(n)g",  onc(n) € Z.

On peut de plus montrer le résultat suivant, important pour différents algorithmes présentés
dans la suite ; la premiére partie est due a Petersson, mentionnée dans [Sil95]. On peut trouver
la seconde dans [BP05].

Théoréme 2.25. Les coefficients c(n) sont équivalents a linfini a 54;7\54 On a de plus la

magjoration optimale :
6471'\/5

< -
\\/§n3/47

Venons-en maintenant aux courbes modulaires. On pourra trouver quelques détails supplé-
mentaires dans [Mil90].

Vn > 1.

e(n)

Définition 2.26 (Groupe modulaire — Courbe modulaire).
(i) On appelle groupe modulaire le groupe I'(1) =SLo(Z)/{x1} image de SLa(Z) dans PSLa(R).
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2.2.3. Le j—invariant d’une courbe elliptique.

(i) On appelle ne sous-groupe de congruence le sous-groupe de I'(1) défini par :

Fo(n):{<i Z) c=0 modn}.

(iii) On appelle courbe modulaire (compacte) le quotient du compactifié #* = A UPH(Q) de
JC par un sous-groupe de congruence :

Xo(n) = 7 [To(n).

Remarquons que I'g(1) = T'(1), ce qui justifie la notation I'(1). On utilisera indifféremment
les deux notations.

Proposition 2.27. Le sous-groupe I'o(n) est d’indice fini dans T'(1) : plus précisément, si on
note L'o(n) et T'(1) les images de ces groupes par la réduction modulo n, on a :

)+ Po(o)] = [P Totu)] =] (141).

Démonstration. On montre tout d’abord que la réduction modulo n induit une surjection
SL2(Z) — SLo(Z/nZ). Ensuite, on vérifie que les applications ATo(n) — A T(n) d’une part, et
A Ty(n) — ATlg(n) d’autre part, sont bien définies, inverses I'une de I'autre. Enfin, I'image de
I'o(n) sous la réduction modulo n donne le groupe {(¢ aél ),a € (Z/nZ)*} dont le cardinal est

0
@(n)n. Il ne reste plus qu’a trouver celui de SLy(Z/nZ) que 'on calcule en étudiant SLo(Z/p"Z)

2 1
et on trouve p(n)n”[[,, (1 + 5). O
Voyons maintenant le lien avec les courbes elliptiques :

Théoréme 2.28 (Equation modulaire). Le corps C(Xo(n)) des fonctions modulaires pour T'o(n)
est généré sur C par j(z) et jn(z) d:efj(nz). Le polynome minimal F(4,Y) € C(j)[Y]de jn sur
C(j) a pour degré u def anln (1 + %) De plus, F(j,Y) est un polynéme en j a coefficients
dans Z que l'on note ®,(X,Y). Enfin, pour n > 1, ®,(X,Y) est symétrique.

Remarque 2.29. Comme ®,, est a coefficients entiers, on peut en fait définir Xy (n) sur n’importe
quel corps, comme étant la variété de P! x P! définie par Iéquation ?,(X,Y)=0.

Démonstration. On a déja mentionné que j était une fonction modulaire pour I'g(1) (et a
fortiori pour I'g(n)). Rappelons aussi que toute fonction modulaire pour I'(1) est une fraction
rationnelle en j : C(Xo(1)) = C(j). Montrons que j, € C(Xo(n)). Soit v = (,% %) € T'y(n). alors,
a(nz) + nb

inr2) = (S — jims) = )

car ¥ = (2mP) € I'(1) et j est invariante sous 'action de 7.

Montrons que lextension C(j) C C(j, jn) est de degré au plus p : soit {v1,...,7,} un systéme
de représentants pour I'(1)/To(n) et f € C(Xo(n)). Les fonctions f o~; ne dépendent que de la
classe de ~; et leur ensemble est donc invariant sous l'action de I'(1) : le polynéme [[(Y — fo~;)
est symétrique en les fo~; et est donc invariant sous I'(1) : ¢’est donc un polynome a coefficients
dans C(j) et il est de degré p.

Montrons enfin que les fo~y; sont conjugués entre eux et que pour f = j, ils sont deux a deux
distincts, ce qui démontrera la premiére partie. Soit F(j,Y") le polynome minimal de f sur C(j).
Alors, F est irréductible et comme j est invariant sous 'action de I'(1), on a F(j(z), foi(2)) =
F (j(viz), f(:2)) = 0 et les f o~; sont conjugués. Supposons que j,(7v:z) = jn(yi2) pour tout
z. Mais comme j est bijectif de 5#*/T'; — S?, on en déduit qu’il existe v € T'(1) tel que
ny;z = ynyy z ce qui se réécrit matriciellement en :

n 0 n 0
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Mais alors, un rapide calcul montre que le coefficient (2, 1) de v;y;, I est divisible par n et donc
vi et v sont dans la méme classe modulo T'y(n).

Ainsi, le polyndéme minimal de j, est [[(Y — jnov:) € C(j)[Y] et comme ces coefficients sont
holomorphes sur 47, ce sont des polynomes en j et F' € C[j,Y]. Regardons le développement
en série de j, o 7y;(2) : on le réécrit en j(3,2) ou 4; € My(Z) de déterminant n. Par opérations
élémentaires sur les lignes, on arrive facilement a trouver U € SLy(Z) telle que U#; = (8 g). On
a en particulier :

ad=mn et joov(z) =] (“Zd*b) (%)

En remplacant dans le développement de j, on obtient une série en exp(%”b)exp(%f%), ce

qui donne une série en g= avec des coefficients dans Z[exp(%)], entiers algébriques. Ainsi, les
fonctions symétriques en f o ; sont des polynémes en j dont les coefficients sont des entiers
algébriques (Sinon, on écrit P(j) = Y a,j™ et si on note m le plus grand entier tel que a,, n’est
pas un entier algébrique, le terme en ¢~ dans le développement en série de P(j) serait a,, + &
avec & entier algébrique, ce qui obligerait a,, a I'étre aussi).

Maintenant, on écrit ®,(X,Y) = > X kYl et le développement en série de I’équation
®,,(4, jn) = 0 donne un systéme d’équations en ¢ qui posséde une unique solution sur C si l'on
ajoute la condition co, = 1. Comme le systéme est a coeflicients dans Q la solution aussi et
comme ce sont des entiers algébriques, ce sont en fait des entiers.

Enfin, en regardant 2’ = =1, on obtient 0 = ®,(j(2), ju(2)) = ®,(j(nz’), (")), soit encore
®D,,(jn,j) = 0. Ainsi, ®,(Y, X) est un multiple de ®,,(X,Y). Comme ils sont irréductibles, on a
facilement @,,(Y, X) = ¢®,(X,Y) pour une constante ¢ et en échangeant a nouveau ¢ = 1. Si
¢=—1, X =Y serait un facteur de ®,,(X,Y") ce qui est impossible. O

Remarque 2.30.

(i) Cette démonstration a 'avantage d’étre effective pour calculer les polynémes modulaires
$,(X,Y) en utilisant le développement en série de j et j, puis en résolvant un systéme
linéaire. Par ailleurs, lorsque n = [ est premier, la formule (&) nous indique que

p

,(().Y) = (v — i) ] (Y—j(””%) |

m=0

En utilisant le fait que F' est symétrique et & coefficients entiers, on peut approximer cette
relation pour obtenir une expression, de ®,(X,Y).

(ii) Les racines de ®,,(j(7),X) sont précisément les j—invariants des courbes que 'on peut
deéfinir par un quotient C/A avec A un sous-réseau de Z + 7Z tel que (Z + 7Z) /A ~ Z/nZ.
Cela découle directement de la démonstration ci-dessus et du lemme suivant :

Lemme 2.31. Soit 7 € H et A un sous-réseau de Z + 7Z. Alors, (Z + 7Z)/A ~ Z/nZ si et
seulement si il existe v = (3 4) telle que ad =n et A = d(Z + y7Z).

2.3 Algorithmes [-adiques.
2.3.1 Meéthodes élémentaires.

Avant de présenter I’algorithme élaboré de Schoof, présentons deux méthodes plus simples
mais moins efficaces pour calculer le nombre de points rationnels d’une courbe elliptique définie
sur le corps fini F, & ¢ éléments. Ces algorithmes sont exponentiels en la taille des données,
c’est-a-dire exponentiel en log ¢

En caractéristique différente de 2 ou 3, la forme particuliére de I’équation de Weierstrass
y?> = 23 + ax + b nous donne une premiére proposition. En fait, cette proposition est plus
générale puisqu’elle fonctionne pour toute courbe définie par une équation du type y? = f(x), ce

qui est en fait le cas pour les courbes elliptiques en caractéristique 3.

28



2.3.1. Méthodes élémentaires.

Proposition 2.32. Le nombre de points rationnels de (E) dans Fy est donné par la formule :

3 +ar+b
=01 3D (£
z€F, q
g—1

ot (f) est le symbole de Legendre i.e. l’élévation a la puissance 45=.
q

13+am+b
q

Démonstration. En effet, pour x fixé, on a 1+ ( ) solutions en y. A toutes celles-ci, il

faut ajouter le point a l'infini. O

Le calcul d’un symbole de Legendre se fait en temps polynomial : ’exponentiation rapide
permet de n’effectuer que O(log(g)) multiplications dans F,. Ainsi, cette proposition donne un
algorithme de calcul simple mais dont l’exécution est en O(q)

En caractéristique 2, cette méthode ne peut fonctionner sans modifications (par exemple, les
courbes données par une équation y? = f(x) sont toutes singuliéres). On doit écrire une équation
de la forme y? + h(z)y = f(x) avec deg f = 3 > deg h.

Proposition 2.33. Soit ¢ = 2". Le nombre de points rationnels de la courbe elliptique définie
par Uéquation y? + h(x)y = f(x) est donné par la formule

o5 (e (1)

a€lFan /]Fz

| E(Fan)

=1+ [Vi(F2n)

ot Vy, est la variété affine définie par h(xz) = 0.

Démonstration. On a le point a I'infini et si h(2) = 0 on a une seule solution, ce qui justifie les
deux premiers termes. Si h(z) # 0, on peut faire le changement de variable zh(x) = y et obtenir
léquation 2% + z = f(x)/h(x)? : celle-ci possede soit deux solutions distinctes si Trg, /p, = 0 soit
aucune si cette trace est égale a 1. En effet, si z € Fq est une racine, alors, on calcule par somme
télescopique (on est en caractéristique 2) :

=0 =0

Ainsi, cette trace est nulle si et seulement si z € F,. O

On en déduit un algorithme similaire au précédent, de méme complexité. Un premier théo-
réme fondamental permet de nettement améliorer le temps d’exécution de ces méthodes, en
utilisant des techniques assez élémentaires.

Théoréme 2.34 (Hasse). On a l’encadrement :

IE(Fg)| - (¢ +1)| <23

L’idée est alors de trouver un élément P € E(F,) et un entier m € [¢+ 1 —2,/g,q+1+2,/q]
tel que mP = 0. Si m est I'unique entier vérifiant cette relation alors, le théoréme de Hasse
permet de conclure. Explicitons briévement les techniques mises en place dans cette approche.

Pour trouver m, on peut utiliser le procédé pas de bébés, pas de géants : le théoréme de Hasse
permet de choisir des pas de géants de 'ordre de Qq%. En effet, si on note k& = [q%} + 1 et que
I'on calcule d’une part les points Q; = (¢ + 1 + k)P, et d’autre part les points R; = jP pour
i,j € [—t,t], le théoréme de Hasse assure 'existence de i, tels que Q; = R; puis d’un entier
m = q + 1 — j vérifiant ce que 'on voulait.

Toutefois, ceci ne permet pas de conclure quant au cardinal de E(IF,) : en effet il se peut tout
a fait que I'on choisisse un P qui ait un ordre inférieur & 4,/q et on ne pourrait pas trouver un
unique m. Néanmoins, on sait que cet ordre divise le cardinal cherché et une stratégie consiste
a essayer avec un autre P. Cette technique peut échouer si ’exposant du groupe est inférieur a
4,/q. Pour y remédier, on a le théoréme suivant :
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Théoréme 2.35 (Mestre). Soit q¢ > 1373. Alors, soit E, soit sa tordue quadratique E’, posséde
un point Fy rationnel d’ordre supérieur a 4,/q.

Comme la proposition 2.22 relie le cardinal de F et de sa tordue quadratique E’, ce théoréme
permet de conclure quant & un algorithme probabiliste en O(q%). Néanmoins, cette solution ne
peut étre satisfaisante pour des cardinaux trés élevés. En effet, elle utilise ’algorithme général
pas de bébés, pas de géants dont la complexité est la “meilleure” pour résoudre le probléme du
logarithme discret général (i.e. dans un groupe dont on ne sait rien a part la loi de groupe donnée
par une “boite noire”). C’est d’ailleurs sur ce constat de difficulté a résoudre ce probléme qu’est
basée la sécurité des cryptosystémes & base de courbes elliptiques comme on I’a déja évoqué dans
la section 2.1.2.

2.3.2 Meéthodes I—adiques.

Une des idées fondamentales dans les algorithmes de comptage de points réside sur le fait
qu’il est plus facile de calculer ce cardinal modulo ! pour différents nombres premiers [. Ensuite,
le théoréme des restes chinois combiné avec le théoréme de Hasse permet de retrouver le cardinal
du groupe des points rationnels.

En effet, si on connait |E(FF,)| mod p; pour des nombres premiers p; vérifiant [[p; > 4,/q,
alors, le théoréme des restes chinois nous permet de retrouver (en temps polynomial) |E(F,)|
comme étant le seul entier de l'intervalle [¢ +1 —2,/q,q + 1+ 2,/q] ayant le résidu modulo [] p;
calculé.

Rappelons briévement que le théoréme des nombres premiers donne : [, p > er(1t+o(1)),
De plus, on sait aussi que si p,, est le n® nombre premier, on a p,, ~ nlogn. Ainsi, en prenant n de
Pordre de lolgoﬁ) ‘éq, le produit des n premiers nombres premiers va dépasser 4,/q. Un algorithme
de crible simple permettra de lister ces n nombres premiers en temps O(p,,) = O(log q).

Ainsi, pour avoir un algorithme polynomial calculant |E(F,)|, il suffit de savoir calculer pour
! premier, |[E(F,)| mod ! en temps polynomial en log ¢ et en . C’est ce que I'on présente dans la
prochaine section. Notons que dans la plupart des cas, on évitera le cas | = p = car[Fy pour des
raisons de séparabilité; de toute fagon, le plus “grand” [ sera généralement inférieur & p, car de
lordre de logp. ..

2.3.3 L’algorithme de Schoof.

L’algorithme repose principalement sur 1'utilisation du morphisme de Frobenius :

Définition 2.36. Soit E une courbe elliptique définie sur Fy. On appelle morphisme de Frobenius
le morphisme algébrique

7 : B(Fg) — E(F,)
(@,y) — (29, y9).

Il est clair que mg est un morphisme algébrique défini sur F,. C’est en fait une isogénie puis-
qu’elle envoie le point & I'infini sur lui-méme T. Elle est de degré ¢, non séparable (en fait purement
inséparable). On a alors la proposition, dont 'utilisation est fondamentale dans 1’algorithme de
Schoof :

Proposition 2.37 (Propriétés du Frobenius).
(1) Le cardinal de E(Fy) est donné par la trace de m : |[E(Fy)| =¢+1—trmg.

(ii) L’endomorphisme mg vérifie, dans End E, ’équation
7% — (tr7g)me +q=0.

Démonstration. Parmi l’ensemble des points de E (sur une cloture algébrique de Fy), ceux
qui sont effectivement des points [F,-rationnels sont précisément les points fixes du Frobenius

t. On devrait écrire ’expression du Frobenius en coordonnées projectives, [X,Y, Z] — [X9,Y9,Z9], ce qui
montre clairement que I'image de O = [0, 1,0] est bien lui-méme.
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ou encore les points du noyau de l'isogénie g — Id. Ainsi, avec la proposition 2.14 et les défini-
tions 2.15,

|E(F,)| = deg(rp — Id) = N(rg — Id) = (r — Id) o (75 — Id)
= (mp — Id) o (7 — Id)
:q+1—(7TE+ﬁ'E) =q+1—trmg.

D’autre part, en composant par wg ’égalité trmgp = mg + g, on obtient bien la relation
souhaitée : (trmg)TE = 7% +q. O

Ainsi, suivant le principe que 'on a décrit dans le paragraphe précédent, on va chercher a
déterminer tr 7z mod [ pour différents . Pour cela, on réduit I’équation “modulo” I. On note ¢’
Pentier 0 < ¢ < I congru a ¢ modulo [ et on a la proposition :

Proposition 2.38. La relation
1% —t'mp 4 ¢ t=0,1,2,...,1—1 (*)
est vérifiée sur le sous-groupe E[l] des points de l—torsions si et seulement si t' = trmg mod .

Démonstration. En effet les points de E[l] sont annulés par les multiples (dans End F) de [I].
D’autre part, comme [ # p, E[l] ~ (Z/IZ)?. Soit alors P € E[I]\{O} : il est d’ordre I. Supposons
qu’il vérifie 7% (P) — t'mg(P) + [¢'](P); comme il vérifie 'équation de la proposition 2.37 et le
fait qu’il soit de [~torsion donne [t' — t”](F) = 0 ou on a noté t” € [0,] — 1] entier vérifiant
t" =trmg. Comme P est d’ordre l et que —l <t —t' <l,onat =t" O

Notons que 'on a démontré en fait quelque chose de plus fort puisqu’il suffit de vérifier
la relation sur une partie de E[l] non réduite a {O}. Le probléme est de trouver un point de
E[I\{O} (et donc le sous-groupe d’ordre I qu’il engendre) : on pourrait penser a chercher une
racine du polynome de division ¥; ce qui conduirait & un algorithme probabiliste. On décrira
une autre solution en détail dans la section 2.3.4.

L’idée de Schoof est en fait de vérifier les relations (x) dans I'anneau Fy[X,Y]/(¥;(X),Y? —
X3 —aX —b). En effet, avec la proposition 2.38, il suffit de trouver I'entier 0 < ¢ < [ tel que

(X V) + [¢) (X0, Y9) = [¢)(X%,Y9) mod (U,(X),Y?— X3 —aX —b),

en prenant bien soin que le “+” qui apparait dans la formule est I’addition sur la courbe elliptique.

C’est d’ailleurs une petite source de complication au moment de véritablement écrire 1’al-
gorithme. En effet, il se peut que les polynomes définissant les abscisses de X9 et [¢'](X9,Y9)
peuvent étre égaux modulo ¥;(X), ce qui empéche d’utiliser la formule d’addition. Dans ce cas,
deux solutions se présentent a nous :

(i) Soit les polynoémes définissant les ordonnées sont égaux mod (¥;(X),Y?% — X3 —aX —b).
Dés lors, aucun calcul supplémentaire n’est nécessaire puisque 'on a ¢t =0 mod I.

(i1) Soit les ordonnées sont opposées (et I # 2). On a alors dans E[l], [t'|rg(P) = [2¢'](P)
et donc en prenant le déterminant, t2g = 4¢> mod [ soit encore t? = 4¢ mod I. 11 “suffit”
alors de calculer une racine w de ¢ mod [ et de tester les deux possibilités t = +2w mod I.

C’est ce que l'on présente dans 'algorithme ci-dessous, aux lignes 10 & 21. Pour finir avec ce
détail, il faut mentionner que le calcul d’une racine carrée dans un corps fini est délicat, comme on
le verra dans la section 2.3.5. Néanmoins, ici, cela ne pose aucun probléme puisqu’un algorithme
trivial en O(l) convient puisque [ est au plus de Pordre de loggq.

Pour alléger les notations, on notera Z; I'idéal de F,[X,Y] engendré par les polynomes ¥,
et Y2 — X3 — aX — b. Nous avons maintenant tous les outils pour écrire le “pseudo—code” de
I'algorithme de Schoof, sachant qu’avec tout ce que l'on a dit, la correction et la terminaison ne
posent aucun probléme. Il ne nous restera qu’a étudier sa complexité.
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Algorithme 1 : SCHOOF (1985)

Entrée : (a,b) € F2, 4a® — 27b% # 0.
Sortie : |E(F,)| avec ot E est définie par y? = 2° + az + b.

- YR I R

© w

10

11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22

23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
40
41
42
43
44

l+—2; P« 2; TestHasse«~ Vrai. /*P est le produit des [.
R — E(F;) mod 2; /%A 1’aide du pged(X? — X, X% +aX +b).
Tant que TestHasse Faire /*0n calcule dans la boucle |E(F,)| mod!.
I —NEXTPRIME(]). /*Avec un algorithme de crible par exemple.
¢ «—q modl,0<q <lI.
Calculer %\I/l e F,[X]. /*Choisi unitaire pour les divisions euclidiennes

(Fry, Fry) < (X?,Y9) mod Z; par exponentiation rapide dans lanneau Fy[X,Y]/T;.
(Fr, Fry®)  ((Fro)?, (F )9).
(Qz,Qy) — [¢'](X,Y) mod 7, par exponentiation rapide de la loi de groupe sur E.
Si Q, = Fri? (mod ¥;(X)) Alors
SiQy, = Fry@) (mod Z;) Alors

‘ t — 0.
Sinon

Calculer w tel que ¢ = w* mod I.

(A, B) « [w](X?%,Y?) mod Z.

Si Q, = B (mod Z;) Alors

| t—2w mod .

Sinon

‘ t «— —2w mod I.
Fin Si
Fin Si
Sinon

(Ky, Ky) — (Frf), Fry(z)) + (Qz, Qy) avec le “+” de la loi de groupe sur E.
A« Fry; B «— Fr,.
Pour k=14 1771 Faire

2

R—uPt+vlIRounuP+vl=1; P« P xI.
N «—min{n,n > ¢+1-2,/g,n =R mod P}.
Si N+ P>q+1+2,/q Alors

‘ TestHasse«—Faux.

Fin Si

Fin Tant que

Retourner N.

*/
*/
*/
*/

*x/

*/
*/

*/

*

/

Si K, = A (mod ¥;(X)) Alors /*0n teste les abscisses.
Si K, = B (mod 7;) Alors /%72 + [q] = [K]7E .
‘ t—k.
Sinon /*1% + [q] = [—k]mE .
‘ t— —k.
Fin Si
Interrompre Pour.
Sinon /*0n calcule 1’expression de [k+ 1](X?,Y9).
| (A, B) « (Fry, Fr)) + (A(X), B(X,Y)) mod Z; avec la loi de groupe sur E.
Fin Si
Fin Pour
Fin Si

culant les polynémes de division Wy :

Notons tout d’abord que 'on peut accélérer un peu la boucle Pour, lignes 25-36, en précal-

on modifie cette boucle Pour en calculant seulement les

abscisses ce qui permet de déterminer ¢ & un signe prés puis de décider entre ¢ et —t en détermi-
nant véritablement (c’est-a-dire avec les ordonnées) 'isogénie [t], par exponentiation rapide.

Si ces modifications accélérent 1'algorithme, c’est seulement dans la constante du O. Passons
maintenant & la complexité asymptotique.
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2.3.3. L’algorithme de Schoof.

Théoréme 2.39. L’algorithme de Schoof s’exécute en un temps O((log q)°) en utilisant les
techniques de multiplication rapide (voir 2.7).

Démonstration. Tout d’abord, il est facile de voir que la complexité des lignes 10 & 21 est
absorbée par le reste de 'algorithme.

Notons provisoirement M; , le cott d’une multiplication dans 'anneau A4, , of Fq[X,Y]/T,
ott on rappelle que Z; = (¥;(X),Y? — X3 —aX — b). De plus, on impose au résultat de cette
multiplication d’étre sous une forme réduite, c’est-a-dire d’avoir un degré en Y au plus 1 et un
degré en X au plus ZZT_l —1.

Estimons la complexité du corps de la boucle Pour, ligne 25 & 36. Il s’agit d’ajouter “formel-
lement” des polynémes avec la loi de groupe sur E. Si I'on applique la loi de groupe dans A, 4,
il faudrait effectuer une division, ce qui reviendrait & un algorithme d’Euclide étendu. On peut
en fait s’en passer, en calculant simplement une expression de [t + 1](X?,Y9) (ligne 34) sous la
forme d’un quotient de deux éléments de A; 4 : cela se fait en O(1) multiplications (et additions)
dans cet anneau et donc une complexité en O(M; ). Les tests aux lignes 26-27 demanderont
alors eux aussi un cott en O(M; ) (on teste a = 2 en testant ac — b = 0). Ainsi, cette boucle
Pour requiert un temps d’exécution en O(IM; ).

Les lignes 8-9 comportent 4 calculs de complexité identique qui demandent une exponentia-
tion rapide dans 'anneau A; , : Uexposant étant g ou ¢2, cela demande O((log ¢) M, 4) opérations
élémentaires.

La ligne 2 se calcule aussi par exponentiation rapide. Il s’agit donc de réaliser log ¢ divisions
euclidiennes par le méme polynome unitaire X3 + aX + b : comme les polynomes en jeu n’ex-
céderont pas le degré 6, on aura & chaque fois O(1) opérations (+, —, x) dans F, et on calcule
donc X9 mod X3+ azx + b en O((logq)?).

La ligne 9 demande log ¢’ = O(logl) formules d’additions dans E qui absorbent celles de la
ligne 23. Comme dans le corps de la boucle Pour, on peut faire le calcul sous forme fractionnaire
dans A; 4 et se ramener ainsi & O((logl)M; 4) = o(I{ M, 4) opérations élémentaires.

On a déja vu que la ligne 6 demandait de Pordre O(I? log ¢?) opérations.

La ligne 4 peut s’obtenir par un algorithme de crible que I'on réalise en fait avant la boucle
Tant que : comme [ varie jusqu’a un O(log q), cette étape ne demande pas plus ' que é(log q)
opérations élémentaires.

Les lignes 5 et 38-40 sont de I’arithmétique élémentaire sur des entiers de taille O(log g) : on
réalise facilement toutes ces opérations en temps O((log ¢)?).

La proposition suivante montre que l'on peut prendre M;, = O(l2log q). Avec ceci, toute
la complexité est concentrée dans les lignes 7-9 et 25-36 et la boucle Tant que s’exécutant
O(log q), on a finalement une complexité de

O(log q) _ [©OUogq) ~
O > (+logg)M, | =0 Y (I+logg)®logg | =O((logq)).
=3 =3

O

Proposition 2.40. On peut multiplier deux éléments de l'algébre A; 4 et retourner le résultat

sous forme d’un polyndome de degré au plus ZQT*I —1en X et auplus1l enY en temps (j(l2 log q).

Démonstration. Remarquons tout d’abord que réduire modulo Y2 — X3 — aX — b consiste
simplement & remplacer les puissances de Y2 par celles de X3 4+ aX + b : comme on le fait a
chaque étape, on reste dans le sous-ensemble F,[X] @ YF,[X] ainsi, le degré en Y dans les calculs
intermédiaires ne peut excéder 2, et ce pour un seul monéme : le tout revient donc & une seule
multiplication par X? + aX + b ce qui se fait, méme avec des algorithmes naifs, en O(I? log q).
On peut donc se restreindre au probléme plus classique de la multiplication dans I"anneau
F,[X]/(¥;(X)). On commence par multiplier deux polynoémes de degré O(I?) et a coefficients
dans F, : cela demande, avec des algorithmes rapides de transformée de Fourier, O(l2) opérations
(+,—, x) dans F, et donc une complexité en O(I?logq). Il reste alors a effectuer une division
euclidienne par ¥; qui peut s’effectuer en O(I?) opérations (+, —, x) dans Fy. O

t. En fait, dans les applications réalisables a I’heure actuelle, | reste dans un ordre de grandeur de 1000 et on
peut facilement précalculer les nombres premiers jusque 1a!
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2.3.4 L’algorithme SEA : améliorations Atkin et Elkies.

Maintenant que I'on a montré que le probléme de compter les points rationnels d’une courbe
elliptique est dans la classe P, on va seulement chercher & accélérer ’algorithme. On va supposer
que E n’est pas supersinguliére et que j # 0,1728. Justifions rapidement ces restrictions. En
caractéristique p, il n’y a que O(p) courbes supersinguliéres et dont la proportion est d’autant
plus faible que [Fy : Fp] est grand; de plus, si E est définie sur I, alors |E(F,)| = p + 1. Dans
le cas ot j = 0,1728, on verra dans la section 2.3.5 que 'on a des algorithmes trés performants,
méme s’ils ne sont pas déterministes.

Soit [ un nombre premier différent de la caractéristique p. On a vu dans l'analyse de la
complexité de I'algorithme de Schoof que celle-ci dépend fortement du degré du polynéme ¥,.
L’idée est alors de trouver un facteur de ¥; de degré beaucoup plus petit, en 'occurrence %
Cela revient & factoriser l'isogénie [I] de degré I? par une isogénie de degré I. Le noyau d’une telle

isogénie serait alors Z/IZ qui est cyclique. Soit C' un des [ 4+ 1 sous-groupes cycliques d’ordre [
de E[l] ~ (Z/1Z)?.

Proposition 2.41. I existe une unique courbe elliptique E' et une isogénie séparable ¢ : E — E’
telle que ker ¢ = C'. On note E/C' cette courbe elliptique et on dit qu’elle est l-isogéne a E.

On peut résumer l’idée principale de ces améliorations par le diagramme suivant : I’algorithme
de Schoof utilise la fleche [I], les améliorations que l'on va présentées se reposent sur ¢ :

La remarque 2.30, la proposition précédente et un théoréme de Deuring [Lan87], nous donnent
le théoréme suivant, en rappelant que I'on a noté ®,, le n® poynéme modulaire.

Théoréme 2.42. Soit E/K wune courbe elliptique définie sur un corps K de caractéristique
différente de . Soit j son invariant : alors, les | + 1 zéros de ®,(X,j) dans K sont précisément
les j—invariants des courbes E' l-isogénes a E.

Comme dans 'algorithme de Schoof, on cherche & étudier I’endomorphisme de Frobenius.
Plus précisément, pour [ # p premier, on étudie laction de g sur E[l] qui est en fait un F,
espace vectoriel de dimension 2. Si I'on arrive & trouver une valeur propre A de mg vu comme
élément de GLo(F;), on en déduit sa trace avec la formule

def

t:trﬂE:)\—‘r%EFl

puisque le polynéme caractéristique de 75 € GLa(FF;) est X2 —tX +q.

Proposition 2.43. Soit E une courbe ordinaire (c’est-a-dire non supersinguliére) sur F, dont
le j—invariant est différent de 0 et 1728. Alors,

(1) Le polynome ®;(X,j) a un zéro j € Fyr si et seulement si le noyau de l’isogénie correspon-
dante E — E/C est un espace propre de dimension 1 de 7'y, de E[l].

(i1) Le polynome ®;(X,j) est scindé sur Fyr si et seulement si wf agit comme une matrice
scalaire sur EJl].

Démonstration (Esquisse). (i) Si C' est un espace propre, il est stable par 7}, qui génére le
groupe de Galois (d’une extension de Fjr sur laquelle C est définie). Ainsi, avec les formules de
Vélu (2.17), l'isogénie E — E/C est définie sur Fg» tout comme la courbe E/C et donc 7 € Fyr.

Le sens indirect est plus délicat. Soit 7 € Fr tel que ®;(j,7) = 0 L’idée est de considérer une
courbe E’ définie sur F,- isomorphe sur F, a E/C. Alors, I'isogénie ¢ : E — E’ a pour noyau C.
Si cette isogénie est définie sur [Fy alors, ¢ o, = 7, o ¢, ce qui montre que C est stable par
Th-
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Le tout est donc de trouver E'/F» F r—isogéne a E. Notons 1) et ¢’ les Frobenius de E et E’
vues comme courbes définies sur Fyr (en particulier, ¢ = 7};). Remarquons que si f,g: E — E’
sont deux isogénies telles que mg o f = g o 7w, alors f = g est définie sur Fyr. Ainsi, E' est
F,-—isogeéne a E si et seulement si mg et 7} vérifient les mémes équations caractéristiques.

Comme FE et E’ sont isogénes sur Fq et quelles ne sont pas supersinguliéres, il existe ! un
corps quadratique imaginaire % tel que Q @ End(E) ~ Q® End(E’) ~ 7. Comme E et E’ sont
isogénes sur une extension finie de Fy- (celle dans laquelle ¢ est définie), il existe un entier s tel
que, & conjugaison pres, 1% = 'S : % € # est une racine de 'unité dans un corps quadratique
et donc s € {1,2,3,4}. Si s = 1 il n’y a rien & montrer. Si s = 2 et que ¥ = —v/, il suffit
de remplacer E’ par sa tordue quadratique, le Frobenius étant alors changé en son opposé. Les
autres cas sont plus fastidieux que difficiles et on renvoie a [Sch95] pour le détail.

(#) L’endomorphisme 7%, agit comme une matrice scalaire si et seulement si les [ 4 1 sous-
espaces cycliques sont stables et donc si et seulement si ®(j,X) est scindé dans Fgr. O

Cette proposition est trés utile pour le théoréme suivant, qui relie en quelque sorte 'ordre r
de mg & sa trace :

Théoréme 2.44 (Atkin). Soit E comme dans la proposition précédente. Soit fifa... fs la fac-
torisation en polynémes irréductibles sur F,[T] de ®,(j,T). Alors, on a les possibilités suivantes :

(i) 1l y a seulement deux facteurs, 'un de degré 1 Uautre de degré l. Dans ce cas, 1 divise le
discriminant t? — 4q du polynome caractéristique de Tg. Notons r = [.

(ii) Il y a deux facteurs de degré 1 et tous les autres de degré r. Dans ce cas, t? — 4q est un
carré modulo | et T agit sur E[l] comme une matrice diagonale & valeurs dans Fy.

(iii) Tous les facteurs sont de degré v > 1. Dans ce cas, t>—4q n’est pas un carré modulo I.

Dans tous les cas, r est Uordre de gy € PGLo(IF}) et sa trace vérifie
t2=(+2+¢Yg modl, pour ¢ € Fj2 une racine r¢ primitive de l'unité.

Démonstration. Comme on l'a déja vu 7g agit sur E[l] comme une matrice de GLy(TF;) de
polynéme caractéristique X2 —tX + gq.

S’il y a une valeur propre double mais que la matrice n’est pas diagonalisable, on a un seul
espace propre et de plus, le discriminant du polynéme caractéristique est nul. Par ailleurs, 71'%
agit comme une matrice scalaire et pour tout k < I, 7% n’a quun seul espace propre, celui de
g : la proposition 2.43 permet de conclure qu’on est dans le cas (i).

Si g est diagonalisable sur E[l], alors, il y a deux espaces propres qui correspondent & deux
facteurs de degré 1. De plus, le polynéme caractéristique est scindé et son discriminant est donc
un carré modulo /. Notons ensuite r = min{k > 1, 7% = Id € PGLy(FF;)}. Une application
directe de la proposition précédente montre que ®;(j, X) a tous ses autres 0 (autres que ceux
correspondant aux deux premiers espaces propres mentionnés) dans F,- et donc que tous les
autres facteurs irréductibles sont de degré r (éventuellement égal & 1). Ceci démontre le cas (ii).

Dans le dernier cas, les valeurs propres sont dans F,» mais pas dans F, : le discriminant
t? —4q n’est pas un carré modulo I. On n’a alors aucun espace propre et on définit » comme dans
le cas précédent, ce qui montre (7).

Dans tous les cas, r est le plus petit entier positif tel que mp agit comme une matrice scalaire
c’est-a-dire qui soit I'identité dans PGLy(F;). Enfin, si on note A, pinf F 2 les deux valeurs propres
ona \" = " et comme ¢ = A\, A>" = ¢". Ainsi, il existe ¢ racine r° de 'unité telle que A% = (q.
La minimalité de r assure que ( est une racine primitive. Dés lors,

2 2

t? = (A+§) :)\2+2q+% =q(C+2+¢7h.

Notons finalement que ¢ = A\2¢~! € Fj2 et que réciproquement, si & € Fj2 est d’ordre r|(l & 1),
alors, (€ +¢ N =¢ 4671 = ¢+ ¢71 qui est donc dans Fy. Si 7 = [, il est plus simple de choisir

(=1 [

t. Voir la section suivante 2.3.5 pour les définitions et propriétés des anneaux d’endomorphismes d’une courbe
elliptique.
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2.3. Algorithmes [—adiques.

Voyons tout d’abord comment on peut déterminer facilement dans quel cas on se trouve.
Pour cela, il suffit de connaitre le nombre de zéro de ®;(j,7T") dans F,, ce qui peut se réaliser en
calculant pged(T? — T, ®;(j,T)) (en effet, un zéro j € F, de ®;(j,T) est dans F, si et seulement
si j9 = ). Ce calcul s’effectue encore une fois par exponentiation rapide T' dans F,[T']/(®;(4,T)).

Comme on 'a déja vu, dans les deux premiers cas, on a la chance d’avoir une valeur propre,
ce qui permet de calculer facilement la trace de 7. Il convient donc de différentier les cas (i),
(i) du cas (i)

Définition 2.45. Dans les deux premiers cas, le nombre premier | est appelé un nombre premier
d’Elkies et dans le dernier, un nombre premier d’Atkin.

Nombres premiers d’Atkin. Regardons tout d’abord ce que propose Atkin pour accélérer
lalgorithme de Schoof. Tout d’abord, on calcule I'ordre r du Frobenius dans PGLg(F;) : pour
cela, on sait déja que r|(I+1). D’aprés la proposition 2.43 il suffit de trouver le plus petit 4 tel que
pged(T?" — T, ®,(j,T)) ou encore le plus petit i tel que 79" est égal & T dans F,[T]/(®;(j,T)).
On peut accélérer ce calcul grace a la parité de %, qui est donnée par la proposition suivante :
Proposition 2.46. Soit E une courbe elliptique ordinaire sur F, dont le j—invariant n’est ni 0
ni 1728. Soit | > 2 un nombre premier et s le nombre de facteurs irréductibles de ®,(j,T) dans
F,[T]. Alors,

Une fois que l'on a r, on peut chercher les racines primitives ¢ de l'unité dans F;2. Pour
chacune de ces racines ¢, on calcule ¢(¢+2+(¢~1) € Fy, ce qui restreint les valeurs possibles pour

la trace modulo I. Il y a ¢(r) < &1 racines r¢ primitives de 'unité, ce qui donne par symétrie au

2
plus lle valeurs pour ¢2 et donc au plus 21 valeurs pour ¢, ce qui divise le nombre de possibilités

2
par 2 au moins.

Nombres premiers d’Elkies. Dans ce cas, la situation est beaucoup plus favorable pour
calculer la trace de mg mod I. Tout d’abord, afin de savoir que I'on est dans ce cas, on a calculé
pged(X? — X, ®,(4,T)), ce qui nous donne une fagon de trouver une racine de ®;(j,T).

(i) Soit ce pged est de degré 1 et on a beaucoup de chance! En effet, on a t2 = 4¢ mod [
et il suffit de calculer une racine carrée de 4¢ mod [. Nous discuterons dans la prochaine
section de la complexité de cet algorithme, mais rappelons ici que [ est trés petit (inférieur
log q) et que méme un algorithme naif convient, les algorithmes probabilistes étant les plus
adaptés ici.

(ii) Soit il est de degré 2 et on trouve une racine immédiatement.

(i4i) Soit il est de degré I + 1 : on est dans le cas particulier ot 7g agit comme une matrice
scalaire et on a alors aussi t? = 4¢ mod ! comme dans le premier cas.

Une fois que 'on a déterminé un zéro 7, on calcule le polynéme F'(X) dont les racines sont les
abscisses des points du noyau correspondant & j. L’idée est ensuite similaire a celle de I’algorithme
de Schoof : il suffit alors de tester

(X9, Y9 =N(X,Y), A=1,...0-1

ce qui nous donne une valeur propre puis la trace. Notons que l'on peut aussi accélérer ce
processus en faisant le méme travail que pour les nombres premiers d’Atkin. Il est clair que 1’on
a beaucoup simplifié la procédure de Schoof, tant sur les constantes cachées par la notation O
que sur la complexité elle-méme. En effet, puisque deg F' = 1—717 on fait ainsi chuter la complexité
d’un facteur log g (ou deux si on n’utilise pas les techniques de multiplication rapide).

11 ne reste donc “plus qu’a” trouver le polynéme F'(X). Pour cela, on commence par chercher
une équation de la courbe [-isogéne a E d’invariant j. Nous ne donnons que les formules, déja

suffisamment “lourdes” ; pour les démonstrations, on pourra voir [Sch95] par exemple.
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2.3.4. L’algorithme SEA : améliorations Atkin et Elkies.

Proposition 2.47 (Atkin). Une équation de Weierstrass de E/C' est donnée par y* = 3 4ax+b

ot 12 53
G- J T
487(j — 1728) 86472(j — 1728)
avec j € Fy défini par
L 18b@(' 7).
O ATR())

Notons que ces formules sont valables seulement dans le cas ou les deux dérivées partielles
sont non nulles, ce qui n’est pas une trés grande restriction (voir [Sch95] par exemple). On peut
aussi montrer que la formule reste valable en calculant H(Y) = pged (%2(j,Y), 221(5,Y)) et

évaluant en Y = J -
ax U, Y)/H(Y)
29,

v (1L Y)/H(Y)

11 reste ensuite a calculer l'isogénie entre FE et E//C Pour cela, on commence par calculer la
somme des racines des éléments non nuls de C :

Proposition 2.48. La somme o = >z est donnée par
QeC,Q#0
I_ 2 b b
==J+—|-—-Il=)—-6l[-—-1=
7 2‘7+3<b b) <a a)’
ot 7 € Fy vaut
4" SG.D) + 25T e (5.0) + PP G 7 =187
V5% 7 a

Maintenant, on sait que l’isogénie est donnée par une expression (ggg, (%) ) ol

D(X) = F(X)2 En réinjectant dans I'équation de E/C et en dérivant on obtient I'équation
différentielle :

(322 + a) (ggi;)l+2(a;3 +az+b) (ggg)ﬁ =3 (gg;)z +b.

En notant ensuite

on identifie T les coefficients dans ’équation différentielle : hy = %, ho = b;i’ et

k—2

3 2k —3 2(k —3)
hy = ——"""— hihg—1—i — hx—o — ———=bhyj_3, k > 3.
k (k—2)(2k+3); I A DT
Il nous reste a calculer D(x) : on développe en série D((w)) ST pixt et grace a I'équation

différentielle 2.17 (et & 'expression de o ci-dessus), il suffit d’inverser le systéme suivant :
h; = (2i + 1)piy1 + (20 — Dap;—1 + (2 — 2)bp;—o pour ¢ > 1.

puis de retrouver D(x) par des techniques classiques. Pour avoir un peu plus de détails sur ces
calculs et/ou sur d’autres algorithmes rapides pour calculer cette isogénie, on peut se référer
a [BSMS06].

L’algorithme SEA. Résumons les idées évoquées ci-dessus qui conduisent & ’algorithme SEA,
du nom de son inventeur et de ceux qui ’ont amélioré.

1. On suppose ici p > 11; en petite caractéristique, on dispose d’algorithmes bien plus performants utilisant
des techniques différentes.
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2.3. Algorithmes [—adiques.

Algorithme 2 : SEA (Schoof-Elkies—Atkin)

Entrée : Une courbe ordinaire sur F, d’équation y?’=23+ar+b et d’invariant j#0,1728.
Sortie : Le cardinal de E(F,).

1 Ng; < 2, El — {(t2,2)} /xty = E(F;) mod 2 comme dans 1’algorithme 1.%/
2 Ny — 1, Al —{} /*El pour Elkies et At pour Atkin.*/
31— 2.

4 Tant que NNy < 4,/q Faire

5 I —NEXTPRIME(]).

6 Calculer ¢;(X,Y) mod p.

7 Calculer G = X7 mod ®;(j, X) puis H = pged(G(X) — X, ®,(j, X)) et d = deg H.

8 Side {1,l+1} Alors

9 t; « *+2,/q mod [./*0n décide par exemple avec 1’ordre d’un point aléatoire.k/
10 Ng; — INg; et El%ElU{(l,tl)}.
11 Revenir en 4.
12 Fin Si
13 Calculer s mod 2 la parité du nombre de facteurs de ®;(j, X).

14 Calculer r = min{k > 0,X7 = X mod ®,(7,X)} en s’aidant de s.
15 Calculer S; = {t,3¢ € F? d’ordre r,t*> = ¢(¢ + 2+ ¢) mod I}.
16 Sid=2 Alors

17 Calculer je F,, ®,(j,7) = 0. /*En cherchant une racine de H.*/

18 Calculer une équation de E/C (d’invariant j) puis F(z) le polynoéme annulateur
des abscisses de C.

19 Pour )\ € 5; Faire

20 Si (X2,Y%) = [\(X,Y) mod (F(X),Y? - X3 —aX —b) Alors

21 Npi « INg et El — EIU{([,A+{ mod [)}.

22 Revenir en 4.

23 Fin Si

24 Fin Pour

25 Sinon /*Dans ce cas d =0.%/

26 ‘ NAtHZNAt et AtH{(Sl,l)}

27 Fin Si

28 Fin Tant que

29 Retourner n € [¢+1—2v2q,q+ 1+ 2,/q] vérifiant les congruences dans El et At grace
aux restes chinois (et éventuellement & un algorithme pas de bébés, pas de géants). Si la
solution n’est pas unique recommencer la boucle Tant que.

Ceci étant, on ne peut finir cette présentation sans mentionner son point faible majeur : le
polynéme modulaire ®; qui posséde des coefficients entiers trés grands. Pour pallier ce probléme,
Atkin propose de remplacer les fonctions modulaires j; par les fonctions f; définies par :

2s
n(lr)
fl T)=1° < ) )
(1) e
ou 12 = spged(12,1 — 1) et 7 est la fonction de Dedekind :

oo

1 n N iTT
n(r)=q» [J(1—-q") on g=e*.
n=1

On peut montrer que les fonctions f;(7) sont des fonctions modulaires pour I'g(l) et qu’elles ont
un développement en série de la forme

filr) =1°¢" + Z anq™ avec 12v =s(l—1).
n>v+1
De maniére analogue qu’en 2.28 on montre que le polynéme minimal de f; est donné par

P5(X, (7)) = (X - fz(T))]ﬁ) (X y (Tjk)) .
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2.3.5. Nombre de points et anneau des endomorphismes.

Le polynome ®f(X,Y) € Z[X,Y] est appelé polynome modulaire canonique. Sa factorisation a le
méme comportement que dans la proposition 2.43 et le théoréme 2.44. Pour trouver le j—invariant
de la courbe [-isogéne & E, on cherche tout d’abord un zéro f de ®§(X,j) puis on cherche un
zéro j de fbf(?, Y). En effet, le théoréme de Dedekind sur la fonction 7 (voir par exemple [Sil95])

nous dit que n(=%) = V/irn(r) pour /- choisie positive sur R, . Ainsi, un calcul direct nous donne
fi(F) = ﬁ et donc si ®£(f;, ) = 0) alors @f(lf—l,jl) =0.

On peut ensuite expliciter des formules analogues a celles présentées dans le paragraphe
précédent mais cette fois avec ®f. On pourra les trouver par exemple dans [Mor95], avec un
algorithme pour calculer ®f. Voici enfin un exemple pour I = 5 qui fait apparaitre I'intérét

d’utiliser ®} plutot que ®; :

O5(X,Y) = X+ V* - X3V 4+ 2232(X3Y? + X2Y3) — 1069956( X3Y + XY3)
+ 36864000( X > 4 V) + 2587918086 X Y2 4 8900222976000( X 2Y + XY?)
4 452984832000000(X 2 + Y2) — 770845966336000000X Y
4 1855425871872000000000( X + Y)

tandis que

PE(X,Y) = X® 4+ 30X° +315X* + 1300X> + 1575X2 — XY + 750X + 125.

Finissons par un mot sur la complexité de SEA. Les calculs de ®f, des isogénies et du polynome
F sont dominés par le reste de l'algorithme. On peut s’attendre & trouver une proportion de
nombres premiers d’Elkies de 'ordre de % : ainsi, on travaillera sur des congruences modulo des

nombres premiers de la méme taille que ceux de l'algorithme de Schoof. Comme le polynéme
(=1?
d 2

un temps d’exécution en O((log ¢)?). Par ailleurs, comme on I’a déja expliqué, les améliorations

d’Atkin font chuter la constante dans le O, ce qui n’est pas négligeable.

F a pour degré 1—71 quand celui de V¥, était de , on gagne au final un facteur logq pour

2.3.5 Nombre de points et anneau des endomorphismes.

Finissons cette partie par exposer les liens entre le cardinal des points rationnels et ’anneau
des endomorphismes : nous présenterons un algorithme se basant sur celui de Cornacchia po-
lynomial mais non déterministe. De plus, on verra comment on pourra le “retourner” pour s’en
servir afin d’extraire des racines modulo p, ce qui a été décrit par Schoof dans [Sch85].

Les outils mathématiques. Voyons dans un premier temps comment construire I’équation
d’une courbe elliptique, étant donné un anneau convenable. Pour cela,il nous faut introduire
quelques notions de théorie des nombres.

Définition 2.49 (Ordre). Soit £ une algébre de type fini sur Q. Un ordre Z est un sous-anneau
de X qui est un Z-module de type fini vérifiant Z @ Q = .

Exemple 2.50 (Corps quadratique). On appelle corps quadratique complexe un corps de nombre
A ~ Q(v/—d) pour un entier d sans facteur carré. L’anneau des entiers de .#  est un ordre. Plus
précisément, les ordres d’un corps quadratique imaginaire % sont les Z + f & » pour un certain
entier f. Ce dernier vérifie f = [0 : Z) et est appelé le conducteur de Z.

Attardons-nous un peu sur les ordres d’un corps quadratique imaginaire :

Définition 2.51 (Discriminant ). Soient (Id, o) les automorphismes d’un corps quadratique
imaginaire et soit («, 8) une Z-base d’un ordre % de . On appelle discriminant de %

l’entier :
e = (det <o<aa> 0(%»2 |

1. Cette définition se généralise facilement & un corps de nombres quelconque.
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2.3. Algorithmes [—adiques.

Ainsi, soit # = Q(v/—d) et notons’ dy =dsid=1 mod 4, dy = 4d si d=2,3 mod 4.
On a classiquement que (1, d’”% vd’”) est une Z-base de O . Ainsi, si Z = Z + fO » est un

dx+Vdx )
2

ordre dans J# une Z-base de #Z peut étre donnée par (1, f et on a la formule

1 fdx+2\/d% 2 )
dr = det | ez = fdx.
2

Deés lors, si x € Zq, soit x, soit 4z est le discriminant d’un certain ordre. Réciproquement,
si y est un discriminant, alors, il est facile de voir qu’il caractérise complétement un ordre dans
un corps quadratique imaginaire.

Faisons maintenant le lien avec les courbes elliptiques :

Proposition 2.52 (Anneau des endomoprphismes). Soit E une courbe elliptique sur un corps
K. Alors, Uanneau End E des endomorphismes est soit :

(i) Uanneau Z. (Les seules isogénies sont les multiplications par un entier).
(ii) un ordre dans un corps quadratique imaginaire. (L’automorphisme non trivial est donné
par le passage a l'isogénie duale).
(#ii) un ordre dans une algébre de quaternions.

De plus, le dernier cas n’est envisageable que lorsque la caractéristique du corps est positive et E
supersinguliére.

Ainsi, dans le cas des courbes elliptiques sur C, seuls les deux premiers cas surviennent. Dans
le cas ol 'anneau des endomorphismes est strictement plus grand que Z, on dit que la courbe
est a multiplication complexe. Voyons quelques-unes des propriétés de ces courbes.

Rappelons que si A est un réseau de C alors, End(C/A) ~ {a € C, aA C A}. Il nous faut
donc étudier les idéaux des ordres qui vérifient ces propriétés. Remarquons que si a est un idéal
de Z alors,

X C{ae X, aaCal,

mais on a pas forcément égalité. Cela conduit & la définition suivante. On pourra trouver les
détails omis dans la suite de cette partie dans [Cox89).

Définition 2.53 (Idéaux d’un ordre quadratique imaginaire). On dit qu’un idéal a C X est
propre si on a égalité dans l’inclusion ci-dessus.

Par ailleurs, on appelle idéal fractionnaire de Z, un Z-module de type fini. On dit enfin
qu’un idéal fractionnaire a est inversible s’il existe un idéal fractionnaire b tel que ab = Z.

On peut montrer qu’'un idéal fractionnaire est de la forme aa ou a est un idéal de Z# et
a € . De plus, un tel idéal est propre si est seulement si il est inversible. De cette observation,
on peut introduire le groupe de classes des idéaux de Z :

Définition 2.54. On note I(%) l’ensemble des idéaux fractionnaires propres de % et P(Z%) le
sous-groupe des idéauz principauz. On appelle groupe de classe d’idéaux le quotient

CUR) = 1(R))P(R).

On peut dés lors relier ce groupe avec les courbes elliptiques sur C ayant % comme anneau
d’endomorphismes :

Théoréme 2.55. On garde les mémes notations. Alors, il existe une bijection entre le groupe
de classe d’idéaur CU(R) et les classes d’homothéties (sur C) de réseaux A tels que Z = {a €
A, alh C A}, soit encore les courbes elliptiques sur C ayant # comme anneau d’endomor-
phismes. De plus, pour un tel réseau, le j—invariant correspondant est un entier algébrique dont
le polynome minimal sur Q n’est autre que

h
i=1
ot (A1,...,Ap) est un ensemble de représentants correspondant auzx éléments du groupe CU(X).

t. La quantité d - est aussi appelée discriminant de J¢', ce qui ne pose pas d’ambiguité, comme on ’explique
juste aprés.

40



2.3.5. Nombre de points et anneau des endomorphismes.

On note ce polynome Hp car il ne dépend que du discriminant de I'ordre & associé. On peut
montrer que Hp € Z[X]. Décrivons un peu plus précisément ce polyndme en le caractérisant par
ses racines. Pour cela, il nous faut un moyen de représenter les classes d’idéaux de Z.

Définition 2.56. Soient a,b,c des entiers. Une forme quadratique f(x,y) = ax® + bxy + cy?
est dite définie positive si a > 0. Elle est primitive si les entiers a,b,c sont premiers dans leur
ensemble. On dit qu’elle est réduite si les entiers a,b, c vérifient de plus

(i) | <a<cet
(1) b>0 sia=c oua=]lb.
On appelle aussi classiquement discriminant de f la quantité b> — 4ac.

Le terminologie vient du fait que deux formes quadratiques f,g (& coefficients entiers)
prennent les mémes valeurs sur Z? si et seulement si elles sont conjuguées sous I’action de SLy(Z)
c'est-a-dire f(x,y) = g(az + By, vz + dy) avec (?; g) € SLy(Z). La définition est motivée par
la propriété que deux formes quadratiques primitives sont conjuguées si et seulement si elles le
sont & une unique forme quadratique primitive et réduite. Notons ¢¥(D) I’ensemble des classes

des formes quadratiques primitives réduites ; on a la proposition qui les relie aux classes d’idéaux
d’un ordre et donc aux courbes elliptiques :

Proposition 2.57. Soit Z un ordre de discriminant D dans un corps quadratique imaginaire

H .

(i) Soit f(z,y) = ax® + bxy + cy?® une forme quadratique primitive de discriminant D. Alors,

le Z—module engendré par (a, _b'g‘/ﬁ) est un idéal propre de X.
(i) Deux formes équivalentes induisent des idéaux équivalents.
(#3) L’application induite de €¥(D) dans CU(X) est une bijection.
Démonstration. Notons pour simplifier [F|z le Z-module engendré par une famille F.
(i) Le discriminant de f(z,1) est D < 0 et donc f(x,1) a une unique racine 7 € J#, demi-plan
de Poincaré, que I’on nommera la racine de f. En fait, comme a > 0, on a

-b++vD
T=
2a
et si 'on note D = f2d avec f le conducteur de Z,

T77b+f\/d‘;g/7 b+ fdx
- 2 2

dy ++dxw
5 .

+f

Comme D = b? — 4ac, les entiers b et fd ont la méme parité et donc [1,at]z = %, ce qui
montre que [a, at]z est bien un idéal de Z.

Cet idéal est propre. Soit 3 € # tel que f[a, at]z C [a, aT]z, ce qui est équivalent a 5[1, 7]z C
[1,7]z. Alors, il existe des entiers m,n tels que 8 = m + n7. Mais alors, en utilisant le fait que
est une racine de f,

Comme a,b et ¢ sont premiers dans leur ensemble, le fait que 87 € [1, 7]z implique a|n puis
Bell,ar|y=2%.

(i) Si deux formes ont les mémes “racines”; au sens défini ci-dessus, elles sont proportionnelles
et si elles ont le méme discriminant, elles sont égales.. Soient f, g deux formes de discriminant D

et de racines 7 et 7/. On écrit simplement, pour z € J# et M = (3 ’g) € SLy(Z)

glaz+ B,y2+6) = (v2 + 0)°g(M - 2,1)

et comme on sait bien que S est stable sous action de SLy(Z), on a ’équivalence

fla,y) = glaw + By, yw+0y) <= 7' = (57) -
— [1?7—]2 = (’77— + 6)[1a7—/}Z~
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2.3. Algorithmes [—adiques.

Ceci montre que deux formes sont équivalentes si et seulement si elles engendrent des idéaux
équivalents (en effet, y7 + 6 € # = frac #).

(#4i) 11 ne reste plus que la surjectivité : Soit A € £ un idéal fractionnaire propre : ¢’est un
réseau de C et s’écrit donc [a, 8]z avec o, 8 € Z. O pose alors 7 = % ou son inverse de telle
sorte que 7 € . Soit a € N* minimal tel que ar € Z, alors (1,a7) = % : en effet, si x € Z,
A > 2zB =na+mpf et ainsi nt =z —m € %. Comme a est minimal, a|n et on a [1,a7]z = Z.
Ainsi, on peut écrire pour un entier m, ar = m + f %. Par ailleurs, comme ar € %,
ata € A et il existe donc des entiers b, ¢ tels que atae = —ba — ¢3, ce qui donne en divisant par
B : ar? 4+ br + ¢ = 0. Mais alors,

b+ Vb —dac
=—=

aT

dy +vd

ce qui implique directement que le discriminant de az? + bz + ¢ est bien f?d . La minimalité
de a assure que la forme az? + bzy + cy? est primitive; elle correspond a 'idéal a[l, 7]z, qui est
équivalent a G[1, 7]z = [«, Bz, ce qui termine la preuve. O

Ainsi en notant Sp = {(a,b,c), ax® + bxy + cz? est définie primitive et réduite.}, chaque
élément correspond a une classe d’idéaux de &, mais donc aussi & une classe de réseaux modulo
la multiplication par J# (ou méme C), ce qui correspond finalement & une courbe elliptique,
& isomorphisme prés. Le j—invariant est donné par le réseau de cette classe écrit sous la forme
[1,7]z : avec la démonstration précédente, un triplet (a,b,¢) € Sp donne 7 = =b+VD Oy en

2a
déduit ainsi une expression du polynéme Hp :

Ho(x)= ] (X—j<_b;\/5>>eZ[X]

(a,b,c)ESD

Réduction sur les corps finis. Aprés avoir trouvé les courbes elliptiques sur C ayant comme
anneau des endomorphismes un ordre fixé, faisons maintenant le lien avec les courbes elliptiques
définies sur un corps fini. On veut écrire, pour un ordre donné Z de discriminant D, une équation
d’une courbe elliptique sur un corps fini dont ’anneau des endomorphismes soit Z.

Il y a tout d’abord le cas ot D = —3f2 ou D = —4f2. Dans ce cas Z est un ordre de
Zlexp(22)] ou Z[i] et on prendra comme équations celles données en 2.23, valables sur n’importe
quel corps. Le théoréme 2.59 ci-dessous assure que ces courbes contiennent % dans leur anneau
d’endomorphismes. On ne cherchera pas a étre plus précis dans ce cas car ceci suffit pour le
paragraphe suivant sur les algorithmes.

Soit pour instant, .2 un corps de nombres, p un idéal premier et v la valuation qui lui est
attachée. On note ., la complétion de . suivant v : ¢’est un corps local de caractéristique p ot
p vérifie Np = p° pour un entier e. On dira que F a bonne réduction suivant p (ou v) si elle a
bonne réduction sur .%,. Une utilisation du critére de Néron—Ogg—Shafarevich donne :

Théoréme 2.58. Soit E une courbe elliptique définie sur £ et p un idéal premier de L. Alors,
E a bonne réduction potentielle en p c’est-a-dire il existe une extension finie de £ et P un idéal
au-dessus de p pour laquelle E a bonne réduction (suivant ).

Soit D un discriminant et soit & € Q une racine de Hp. On va supposer que & # 0, 1728 car
sinon D = —3 ou —4, cas que l'on a déja réglé. Soit alors F une courbe elliptique définie sur
Q(&) de j—invariant & (ce qui est possible grace a 2.23). Alors, E a bonne réduction potentielle
suivant tout idéal premier de Q(€). Les anneaux d’endomorphismes sont reliés par le théoréme :

Théoréme 2.59. Soit L un corps de nombres, B un idéal premier et Ey, Eo deux courbes
elliptiqye{ayant bonne réduction E1 et By en PB. Alors, le morphisme “naturel” Hom(FE1, Es) —
Hom(FE, Es) est une injection.

Démonstration. La théorie classique de réduction des courbes elliptiques donne que pour
chaque entier m premier a car3, Fa[m| — Es. Soit alors ¢ € Hom(E], E3) tel que ¢ = 0.
Alors, pour tout point P € Ej[m], ¢(P) = $(P) = Oy. Mais comme @(P) € Ey[m], on en
déduit que ¢(P) = Og. Ainsi, E1[m] C ker ¢. Ceci étant vrai pour m arbitrairement grand, seule
Iisogénie nulle peut avoir un noyau infini. O
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Soit p un idéal premier de # = Q(v/—d) le corps quadratique imaginaire contenant Z.
Notons aussi p € Z le nombre premier correspondant. On a le résultat classique de Deuring :

Théoréme 2.60 (Deuring). Soit E/L une courbe elliptique telle qu’elle ait bonne réduction en
un idéal P au-dessus de p. Alors, E mod P est supersinguliere si et seulement si p est ramifié

ou inerte dans &, ce qui se note plus simplement — # +1.
p

Dans le cas inverse ot p est décomposé dans K, et si f = p"c est le conducteur de # avec
pged(r,p) = 1 alors, End(F) ~ Z + cO . En particulier, si r =0, # ~ End(F) ~ End(F).

Choisissons alors un nombre premier tel que 1'on ait (%d) = 1. Ainsi p est décomposé et

pO = pyp’ pour des idéaux premiers de norme p. On a la proposition :

Proposition 2.61. Soit L une extension finie de Q(§) telle que E ait bonne réduction modulo
un idéal premier P au-dessus de p. Alors, 1728 — j ¢ B (ou encore v (1728 — j) =0).

Démonstration. Notons - le morphisme de réduction “modulo” . Supposons que 1728 —¢ € B.
Alors, dans le corps résiduel, & = 1728 et le théoréme 2.59 nous assure que End(E) contient Z[i].
L’injection est nécessairement stricte car sinon, 'anneau des endomorphismes de F serait un

ordre de Z[i], ce que Pon a exclu au début de ce paragraphe. Ainsi, End(E) est forcément de
dimension 4 et donc F est supersinguliére, ce qui contredit le théoréme de Deuring (2.60). O

On a maintenant tout ce qu’il faut pour “écrire” une équation d’une courbe elliptique sur
un corps fini ayant un anneau des endomorphismes égal & % de discriminant D. Pour cela,

choisissons un nombre premier p tel que (%) =1 (’est-a-~dire p décomposé dans %, ne divisant
pas le conducteur). La proposition 2.61 nous assure que £ — 1728 est inversible mod ‘P et que
I'on peut réduire directement I’équation suivante “modulo” 3 :

PR
gorye= €_1728" £ _1728

(%)

Mais alors, la réduction 5 est une racine de Hp vu comme polynome sur Fp puisque la
“réduction” modulo ‘B est un morphisme. Dés lors, il suffit de choisir une racine §, de Hp dans
F,; elle est en fait dans une extension finie F, de F, (de degré¢ inférieur a deg Hp). Puisque
chaque racine de Hp dans Fp correspond & une racine de Hp dans Q(€) (qui contient toutes les
racines de Hp), on a seulement besoin de réécrire I’équation (xx) mais cette fois avec &, et donc
a coefficients dans F,. Le théoréme de Deuring (2.60) nous assure que l'on a trouvé I’équation

d’une courbe sur un corps fini F, dont ’anneau des endomorphismes est Z%.

Les algorithmes. Cette théorie de la multiplication complexe & de nombreuses applications
algorithmiques. En voici quelques-unes. Commencgons par 'algorithme de Cornacchia : étant
donné une courbe elliptique & multiplication complexe et son anneau des endomorphismes (i.e.
le discriminant de son ordre), cet algorithme calcule efficacement son nombre de points rationnels.

On se place en caractéristique p > 2 et soit E/F, une courbe elliptique dont I’anneau des
endomorphismes est un ordre % de discriminant D < 0. On sait que le Frobenius n’appartient

pas & Z C % et a comme polynéme minimal 7% — t7g + g. On peut alors écrire 7 = % et
onagq=TmngTg = @. Il s’agit donc de résoudre I’équation
z? — Dy? =4q, avec z =y mod 2. (W)

Pour cela, nous avons le théoréme suivant, dont la démonstration, reposant sur 'utilisation de
fractions continues, est détaillée dans [Nit95].

Théoréme 2.62. Soient o, 3, m des entiers deux & deuzx premiers entre eux et t € [0, m] une

solution de t? = —g mod m. On dira qu’une solution de

ar? + By =m
vérifiant x # 0 et y > 0 est primitive si pged(z,y) = 1.
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Alors, si (x,y) est une solution primitive telle que x =ty mod m, elle est unique. De plus,
(—x,y) est une solution primitive associée 4 t' =m —t.

Enfin, si une solution vérifiant x = ty mod m existe, elle est donnée par ’algorithme sui-
vant :

Algorithme 3 : CORNACCHIA (1908)

Entrée : (o, 3,m) premiers entre eux et ¢t € [, m] tel que 2= —g mod m.

Sortie : La solution positive primitive de ax? + By? = m, vérifiant £ =t mod m, si elle
existe.

To <— m; ry < t.
) T Faj
Tant que r; > /% Faug N .
‘ ri+1 < le reste de la division euclidienne de ;1 par r;.
Fin Tant que
r < le dernier reste calculé.

[SLEN VU VI

m—ar?
-

Si s est un entier Alors
| Retourner (r,s).
Sinon

10 ‘ Retourner Echec.
11 Fin Si

S —

© w3 o

Nous savons dans notre application qu’'une solution existe. Voyons comment utiliser le théo-
réme 2.62 pour avoir des résultats d’unicité.

Notons que puisque End E = Z, E ne saurait étre supersinguliére et ainsi, tr 7g # 0 mod p.
Dés lors, D doit étre premier’ a p. Si D = 0[2], alors = 0[2] tout comme y et il suffit de
résoudre

2”? —Dy? =q ()

Ainsi, suivant la parité de D, on résout (M) ou (M) qui satisfont les hypothéses du théo-
réme 2.62. Pour finir cette analyse, on a un résultat d’unicité :

Lemme 2.63. Supposons que D < —4. Alors, il y a au plus une solution (x,y) & l’équation (&)
vérifiant x >0, y > 0, z =y mod 2.

Démonstration. En effet, si (z,y) et (2/,y') sont deux solutions alors, on a £ = D = i;—:
mod ¢. Quitte & changer ' en —x’, on peut supposer qu'on a égalité. On a alors z'y = xy’
mod 2q puisque z'y et zy’ ont méme parité. Mais, on a |z| < /g, |y| < / %q < /q et de méme
pour o', y’. Ainsi, zy’, 2’y € [-¢+ 1,q — 1] et comme ils sont égaux modulo 2q, 2’y = zy’. En
notant d = pged(z,y) et de méme avec z’,%, on a alors & = g—: et ¥ = %. En réinjectant dans
I’équation de départ, on obtient d = d’ puis le résultat. O

On résume toutes ces idées dans l'algorithme 4 ci-aprés, qui détermine le nombre de points
rationnels connaissant ’anneau des endomorphismes.

Proposition 2.64. Cet algorithme probabiliste s’exécute en temps O(r(logq)®) avec probabilité
d’échec de l'ordre de 2%

Démonstration. L’algorithme de CORNACCHIA s’exécute en temps O(log¢?) puisque I'on ef-
fectue au plus log g divisions euclidiennes. Les lignes 7 et 8 ont une complexité absorbée par
le reste. C’est donc la premiére ligne qui capture toute la complexité de cette algorithme. Ceci
montre la proposition, en utilisant par exemple I’algorithme probabiliste de Cippolla. O

1. C’est de toute fagon compris dans la construction de I’équation de E puisqu’on a <%> =1.
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Algorithme 4 : Comptage de points avec CORNACCHIA.
Entrée : a,b € F; et D < 0 le discriminant de 'anneau des endomorphismes de £
d’équation y? = 23 + ax + b.

Sortie : Le cardinal de E(F,).

Calculer ¢ € [4,q], t* =D mod q.

Essayer et s’arréter dés que CORNACCHIA ne retourne pas Echec :

Commencer
(z,y) < 2x CORNACCHIA((1,—D, q),t). /*Une solution ‘‘paire”’ de z® — Dy’ = 4q.*/
(x,y) «CORNACCHIA((1, —D,4q),t +2q)./*Les racines' de D mod 4q sont +t+2q.x/

Fin

! « min{r premier ,r t 2z}.

Si (X29,94%%) + [¢ mod I](X,Y) = [22 mod I](X?,Y9) mod (¥;,Y? — X? —aX —b)

Alors

9 ‘ Retourner ¢ + 1 — 2z.

10 Sinon

11 ‘ Retourner g + 1 + 2z.

12 Fin Si

o N O Uk W N -

Application en cryptographie. Cet algorithme, séduisant par sa rapidité, peut paraitre un
peu anecdotique puisqu’il repose sur ’hypothése que ’on connait I’anneau des endomorphismes
de E, ce qui n’est pas facile. Néanmoins, on peut le tourner a notre avantage. En effet, comme on
I’a vu dans la section 2.1.2, il est intéressant, afin de limiter ’efficacité du logarithme discret, de
trouver des courbes elliptiques sur un corps F,, dont le groupe E(F,) a un grand facteur premier,
de l'ordre de p. On a alors un algorithme efficace pour générer ce type de courbes :

Algorithme 5 : Génération de courbes elliptiques & multiplication complexe.
Entrée : D < 0 un discriminant, le polynéme Hp et une “taille” ¢.
Sortie : Une équation et un point rationnel dont l'ordre est de la taille de t.

1 Répéter
2 Répéter
3 ‘ Choisir p de la taille .

Jusqu’ a (%) =1 et pged(Hqy(T), TP —T) # 1.

Calculer t racine carrée de D modulo p.

(z,y) «—CORNACCHIA((1, — D, p), t).
n«—p+l—zetny,«—p+1+uz.

Jusqu’ a ce que n; ou ny ait un grand facteur premier de I'ordre de p.
Echanger si besoin n; et ny tel que ny ait la bonne propriété.

10 Soit r le grand facteur de n;.

11 Calculer j € [F,, racine de Hp.

12 Calculer une équation de Ej; et sa tordue Ej

© o N o ;A

13 E « Ej ou Ej suivant que |E;(Fp)| = n1 ou na.
14 Déterminer P € E(F,) d’ordre r.
15 Retourner (E, P).

Les lignes 13 et 14 se réalisent en tirant des points au hasard. On peut aussi modifier la
boucle Répéter des lignes 1 & 8 pour avoir d’autres propriétés que ’on pourrait souhaiter sur
le cardinal de E(Fy).

Extraction de racine carrée dans IF,. Comme on I’a vu un peu plus haut, c’est le calcul d'un
racine modulo p qui empéche (a I’heure actuelle) les algorithmes ci-dessus d’étre déterministes.
Néanmoins avec l'algorithme SEA, on a vu qu’il était possible de compter le nombre de points

t. Si la ligne précédente échoue, D est impair et comme c’est un discriminant, D = 1 mod 4 : ¢ est alors
impair et t2 =1= D mod 4.
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rationnels en temps polynomial. Utilisons le donc pour “retourner” l'algorithme 5 de comptage
avec Cornacchia et ainsi trouver une racine carrée modulo p en temps “polynomial” :

Théoréme 2.65 (Schoof (1985)). Soit D € Z un entier firé. Soit p =1 mod 47 un nombre

premier tel que (%) = +1. Alors, il existe un algorithme déterministe et polynomial en logp

calculant la racine carrée de D modulo p, i.e. y € Fp, y?> = D mod p. Cet algorithme dépend
exponentiellement de la taille (log D) de l’entier D.

Remarque 2.66. En particulier , si D = O((logp)*) pour un k fixé, cela donne un algorithme
polynomial en log p pour trouver la racine de D modulo p. Par exemple, on pourra ainsi trouver
une racine de —1 en temps polynomial avec un algorithme déterministe. Mentionnons qu’avec un
théoréme de Shanks (voir [Sha73]), cela permet d’extraire les racines carrées dans F,, avec p # 1
mod 16 en temps polynomial déterministe.

Démonstration. Tout d’abord, p > 5 et on ne sera jamais en caractéristique 2 ou 3. Notons
—1

ensuite que pour p=1 mod 4, (—1)"z =1 et —1 est un carré modulo p.

Soit donc D € Z pour lequel on cherche une racine carrée modulo p. Comme on 'a déja
vu, 'un au moins parmi +D, £4D est le discriminant d’un ordre quadratique. Ainsi, au besoin,
on devra au préalable exécuter l'algorithme sur —4 qui est bien le discriminant d’un ordre (en
Poccurrence Z[i]), et dés lors, on va supposer que D est le discriminant d’un ordre dans un corps
quadratique imaginaire.

Comme (%) = 1, on a en particulier p { D est p est ramifié dans Q(\/E) : le paragraphe
précédent donne une équation d’une courbe elliptique sur un corps fini ayant comme anneau
des endomorphismes un ordre de discriminant D. Deux problémes se posent pour effectivement
écrire cette équation :

Calculer Hp. Pour cela, on commence par énumérer les éléments de Sp : on a nécessairement
|b] < a < +/|D|/3 et on peut donc calculer tous les triplets en temps O(|D]). Ensuite, pour

—b+vD
2a

chaque triplet (a,b, ¢), on approxime la valeur de j ( ), ce que l'on peut faire a la

précision que 'on veut grace au développement de j et la majoration de ces coefficients

donnée en 2.25. On évalue ensuite les fonctions symétriques en ces racines pour trouver

une approximation de Hp. Comme ce dernier est & coefficients dans Z, il suffit d’avoir une
précision au final inférieur a % L’algorithme estime lui-méme les précisions dans les calculs
intermédiaires grace au degré deg Hp = |Sp|. Ce dernier peut étre majoré trivialement par

D ou plus précisément, un théoréme de Siegel nous donne % — % Tout ceci réuni,
on peut calculer Hp en temps polynomial ¥ en |D]|.

Ecrire une racine de Hp mod p. Sile polynéme Hp vu dans F,,[X] était irréductible, cela ne
poserait aucun probléme puisqu'il suffirait de se placer dans le corps Fy ~ F,,[X]/(Hp(X)).
Néanmoins, cela n’est pas toujours le cas. On pourrait alors factoriser Hp via ’algorithme
de Berlekamp par exemple, mais cela ruinerait nos espoirs d’avoir un algorithme polynomial
déterministe en la taille de p. La solution consiste tout de méme & calculer dans ’anneau
F,[X]/(Hp(X)) qui contient des corps finis F,[X]/(P(X)) ou P est un facteur irréductible
de Hp. On peut additionner et multiplier sans que cela ne pose de problémes. Pour la
division, il faut avant tout tester si un élément, représenté par un polynéome R # 0, n’est
pas nul dans le corps fini : pour cela, il suffit de calculer le pged de Hp et R :

— Si on trouve 1, alors ’élément n’est pas nul et on peut continuer sans soucis.

— Sinon, on a trouvé un facteur F' de Hp. On calcule alors facilement un facteur G de Hp
premier & F' : on peut alors poursuivre les calculs dans F,,[X]/(G) dans lequel I'élément
R n’est pas nul.

Au final, le tout ne revient pas plus cher que de calculer dans un corps de degré deg Hp =

O(+/|D|) au-dessus de F),.

Ainsi, on peut “écrire” une équation d’une courbe elliptique E sur un corps fini Fy avec
q = p?, d < deg Hp. Maintenant, on sait que I’anneau des endomorphismes de cette courbe est

1. Le cas p = 2 n’a aucun intérét et pour p = —1 mod 4, la racine carrée, si elle existe, s’obtient polynomia-
lement en élevant & la puissance pT'H.

1. En fait, il existe des algorithmes qui calculent Hp en temps quasi optimal en O(|D|).
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I’ordre de discriminant D. En particulier, il existe des entiers a, b tels que

a+bvD
2

e = , a=b mod 2
En particulier, @ = trmg et 4¢ = 4N (1) = a? — b?>D. On peut alors calculer a grace a 1'algo-
rithme de Schoof en temps O(log ¢)® = O(|D|3 (log p)?). On ne connait pas ¢ mais cela peut étre

contourné en calculant

a? — 4pk

D
jusqu’a ce que 'on trouve un entier, carré parfait (il suffit de faire un calcul approché pour
cela). Comme on sait que I'on va aboutir pour k& < deg Hp = O(+/|D]), cette complexité est
complétement absorbée par celle de ’algorithme de Schoof.
Finalement, le théoréme de Deuring (2.60) nous assure que F n’est pas supersinguliére et
donc p { tr 7 = a. Mais alors, si jamais p|b, p|4q + bD? = a? = p|a ce qui est impossible. Ainsi
2

b est inversible dans ), et on a finalement dans le corps fini ), la relation Z—Q =D. O
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3 Codes géométriques.

3.1 Codes correcteurs d’erreurs.
3.1.1 Généralités.

Rappelons briévement la problématique des codes correcteurs d’erreurs : la fiabilité de la
plupart des moyens de communication modernes ne peut étre garantie, si ceux-ci sont utilisés
tels quels. Néanmoins, on souhaite tout de méme pouvoir transmettre des données en réduisant
au maximum la probabilité d’erreur. On souhaite donc trouver une méthode pour s’assurer que
le message transmis est le bon ou plus exactement un moyen d’étre stir dans certains cas que la
transmission est fausse. Une idée simple est par exemple de rajouter un bit de parité, ce qui peut
détecter au plus une erreur. Lorsque 'on peut communiquer facilement avec la source, il suffit
de lui demander d’envoyer le message & nouveau.

Néanmoins, ce n’est pas toujours le cas, par exemple avec une transmission entre la Terre
et un satellite lointain. On peut par exemple penser a envoyer deux fois le méme message mais
cela pose deux problémes : le coiit de la transmission est élevé et comment choisir lequel est le
bon. La problématique est donc double : d'une part détecter si le message recu est différent du
message envoyé et d’autre part corriger ces erreurs.

Avant d’en venir aux codes géométriques, rappelons briévement quelques notions de bases
en théorie des codes correcteurs. On pourra trouver toutes les démonstrations et bien plus
dans [vL82].

Définition 3.1 (Codes). Soit &/ un alphabet et f : /% — @™ une fonction injective que l’on
appelle encodage. L’entier n est appelé la longueur du code, l'image de f est appelée le code en
lui-méme et un élément de cette image un mot de code. On notera q = |%/| et on parle de code
q-aire.

L’identité est un exemple de codage! Néanmoins, tous les éléments de 7™ sont des mots de
codes, ce qui ne permet pas de détecter des erreurs. Il nous faut alors introduire un moyen de
quantifier I’éloignement de deux mots de code :

Définition 3.2 (Distance de Hamming—Distance minimale). Soient a,b € &/™ deuzx mots. On
appelle distance de Hamming entre a et b [’entier

d(aab) = |{Z € [[Ln]]aai 7é bz}|

On appelle distance minimale d’un code C' ’entier

d(C) = in  {d(a,b)}.

= min
(a,b)eC?, a#b

Notons qu’il s’agit en effet d’une distance au sens propre du terme sur I’ensemble /™. On
note Vy(n,r) le cardinal d’une boule fermée de rayon r pour la distance de Hamming. Un simple

calcul donne
n i
Ve(n,r) = Z (Z>(q —-1)%

=0

On pose classiquement § = 2. Alors si I’on fixe une constante & €]0,6|, le cardinal de cette
boule se comporte de la fagon suivante :

log, V,(n, .
log Va(m0n) | (5) 21 5log,(q — 1) — dlog, 6 — (1 — 8) log, (1 — ).

n n— oo
Lorsque o/ = [y, ce que I'on supposera dans la suite, on peut définir plus simplement le poids
w de a € Fy par le nombre de ses composantes non nulles. Dés lors, d(a,b) = w(a — b).
Un code de distance d peut donc détecter d — 1 erreurs au plus. De plus, si l'on a moins de
d—1

t= LTJ erreurs, alors, il existe un unique mot de code a distance inférieure ou égale a t : on

dit que le code est t—correcteur.
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On voit dés lors que la distance minimale d’un code d, sa longueur n et le nombre de mots de
codes M sont les quantités qui quantifient la qualité d’un code : on dit que 'on a des (n, M, d)-
—codes. Plus précisément, ce sont les ratios par rapport & n qui mesurent cette qualité et ’on
définit 6(C) = < la distance relative et R(C) = 84 M o rendement du code C. Ce dernier est
donc le ratio des données utiles sur les données transmises, ce qui justifie aussi ’autre appellation
de tauz d’information. On note enfin A,(n,d) = max{M, il existe un (n, M, d)—code g-aire} : il
apparait important de trouver des bornes (inférieures et supérieures) sur cette quantité :

Proposition 3.3 (Borne de Hamming). On a la majoration

n

q . d—1
A < — =|—1.
R A { 2J

Un code correcteur vérifiant cette borne est dit parfait : en effet, lorsque d — 1 est pair, il n’y
a alors aucun chevauchement puisque les boules de rayon ¢ centrées en les mots de code forment
une partition de &/™. D’un autre c6té, on a une minoration importante :

Proposition 3.4 (Borne de Gilbert—Varshamov (GV)). On fize un entier q et les codes consi-

dérés sont q—aires. On rappelle que l’on note 0 = q;—l. On a la minoration

n

q
Ay(n,d) > — L
(I(n? ) Vq(n,d_ 1)

dont la version asymptotique s’énonce pour § = % €]0, 0],

ay(6) > 1~ H,(5),

ot ag(6) i sup{R(C), tel que §(C) =} vérifie ay(d) = sup{W}.
Mentionnons enfin le célébre théoréme de Shannon qui énonce un résultat d’optimalité :

Théoréme 3.5 (Shannon). Il existe une famille de codes C,, de longueur n de rendement plus
grand qu’un R fixé (inférieur & la capacité du canal) dont la probabilité d’erreur aprés décodage
tend vers 0.

Meéme si la borne GV est constructive (par un algorithme glouton), ni elle ni le théoréme
de Shannon ne permettent d’obtenir de bons codes utilisables (c’est-a-dire ou le codage et le
décodage sont faciles). Il nous faut rajouter un peu de structure, ce qui correspond a la section
suivante.

3.1.2 Codes correcteurs linéaires.

Dorénavant, on considére comme fonction d’encodage une application linéaire injective d’un
IF,—espace vectoriel de dimension k vers Fy. On dit alors que I'on a un [n, k, d]—code, qui corres-
pond donc avec les notations précédentes a un (n, ¢¥, d)-code. En choisissant des bases des deux
espaces, on peut représenter l’encodeur par une matrice G dit génératrice a k lignes et n colonnes
de rang k. Un mot de code est donc un élément de la forme =G pour = € IF’; . Notons que l'on

peut mettre G sous la forme standard (I, G), les premiéres colonnes se contentant d’envoyer le
message, les derniéres ajoutant de la redondance.

Définition 3.6 (Matrices de parité). Soit H une matrice de n — k lignes et n colonnes de rang
n — k. Si son noyau est précisément C, alors, on dit que la matrice H est une matrice de parité

(ou de controle). Siy € Fy, on appelle syndrome de y le vecteur Hty.

Cette terminologie vient du fait que si y = x 4 e ot z est un mot de code et e une erreur de
transmission alors le calcul H'y = H'e. permet de “repérer” I'erreur (on cherche ensuite un mot
de Fy de poids minimal qui appliqué a H donne ce syndrome).

Proposition 3.7 (Codes duaux). On note C* le sous-espace vectoriel de ¥y de dimension n—k
orthogonal & C pour le produit scalaire usuel. C’est un code dont une matrice génératrice est
donnée par une matrice de parité de C'. On dit alors que les codes sont duaux.
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3.1.2. Codes correcteurs linéaires.

Voyons maintenant de quelles bornes on dispose pour les codes linéaires.

Proposition 3.8 (Borne de Singleton). Un code de dimension k dans Ty posséde une distance
minimale d vérifiant
d<n-—-k—+1.

Un code vérifiant I’égalité sera dit MDS (pour Minimal Distance Separable).

Les codes MDS sont en quelque sorte les codes parfaits dans la catégorie des codes linéaires.
Parmi ceux-ci, une classe importante est celle des codes de Reed—Solomon que 1’on évoque dans
la section suivante. Néanmoins, pour ces codes, il faut supposer que la taille ¢ de I’alphabet est
supérieur a n, ce qui peut s’avérer génant : en effet, comme le laisse entrevoir le théoréme de
Shannon, si I’on veut des codes minimisant la probabilité d’erreur aprés décodage, il faut pouvoir
disposer de codes de longueur arbitrairement grande.

Définition 3.9 (Domaine des codes—Bonne famille de codes).

Considérons ’ensemble {6(C), R(C), C est un code qg—aire.}. On appelle domaine des codes
q-aires l’ensemble des points d’accumulation de cet ensemble.

On dit que ’on a une asymptotiquement bonne famille de codes si les couples de paramétres
(6n, Rp) ont un point d’accumulation (6, R) dans le domaine de code.

On dit enfin que famille de code est excellente si c’est une asymptotiquement bonne famille
de codes dont les paramétres limites (R, ) sont au dessus de la borne de Gilbert—Varshamov.

On ne peut donc pas parler d’asymptotiquement bonne famille de codes pour les codes de
Reed—Solomon puisque n est limité. De plus, la borne de Singleton affirme que § + R < 1 dans
le domaine de code. On peut résumer ces notions sur le schéma ci-dessous :

14 R 7777 Excellentes familles

de codes.

FIGURE 3: Bornes de Singleton et Gilbert—Varshamov pour ¢ = 32.

La notion d’excellente famille de code est justifiée par la proposition suivante, qui affirme
qu’une telle famille existe :

Proposition 3.10. Soit 6 €]0,0], ot 6 = q;—l. Alors, il existe une asymptotiquement bonne
famille de codes q—aires dont le point d’accumulation (0, R) vérifie R > 1 — Hy(d), ce que l'on
appelle encore la borne de Gilbert—Varshamov.

On peut estimer cette borne pour ¢ — oo :

B 1 L H(0) 1
Hy(d) = dlog,(¢g— 1)+ —loqug(é) =0+ log g + 0 7qlogq ,

1
loggq”

et donc R + 9§ se “rapproche” de 1 & une vitesse proportionnelle a
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3.2. Codes géométriques.

On a longtemps pensé que cette borne était optimale, avant que ’on trouve une asymptoti-

quement bonne famille de codes qui vérifie pour ¢ = p**,

1
Va—1

ce qui est en fait bien meilleur et ce & partir de ¢ = 49. Tout ceci repose sur les codes géométriques
que 'on va maintenant étudier. Un premier aper¢u de I'importance de cette famille de codes est
donné dans [Lac85].

R+621-

3.2 Codes géométriques.
3.2.1 Premiers exemples.

Commencgons par donner une définition informelle des codes géométriques et étudier quelques
exemples. On considére un objet géométrique X et un ensemble P = {P;,..., P,} de points sur
X. On suppose ensuite que 'on dispose d’un F,—espace vectoriel L de fonctions de X & valeurs
dans IF;. On peut alors définir une fonction d’évaluation :

evp: L — F

L’image de evp est un code linéaire que l'on qualifiera de géométrique. Quitte a remplacer L par
L/ kerevp, on peut supposer que 'application est bien un codage au sens que ’'on a donné dans
la section précédente : on ne se préoccupera plus de cette convention.

Evidemment, on n’a rien défini étant donné que 'on ne dit rien sur X. Néanmoins, dans
la suite, on ne considérera que des objets X définis comme des variétés affines ou projectives
définies sur un corps fini g, les points P, ..., P, étant des points F,-rationnels sur X'.

Un premier exemple simple mais important est celui ot I'on choisit pour X la droite affine
F, et {Pi,...,P,} un ensemble de n points distincts de F,. L’espace vectoriel L peut étre choisi
comme ’espace des polynémes & coefficients dans F,, de degré au plus k£ — 1 avec k < n. On
obtient ainsi le code classique dit de Reed—Solomon (RS) dont les parameétres sont [n, k, n—k+1].
Néanmoins, comme on I’a déja mentionné, il faut pouvoir choisir n points distincts de F, et donc
avoir n < q.

Pour pallier ce probléme, on peut choisir, dans la méme veine, X 1’espace affine de dimension
m au-dessus de F,. Dans cette situation, on prend généralement pour P I’ensemble des ¢ points
et pour L les polynomes de m variables de degré total au plus r. On obtient ainsi les codes de
Reed-Muller (RM) d’ordre r en m variables : on peut avoir alors une longueur de code plus
grande que ¢ mais le code n’est plus MDs.

3.2.2 Codes et géométrie algébrique.

Un premier exemple. Un théoréme de géométrie algébrique nous conduit & une autre géné-
ralisation des codes de Reed—Solomon ou l'on se place, a la différence de Reed—Muller, sur une
courbe algébrique.

Théoréme 3.11 (Bezout). Soit Xy et Xo deux courbes projectives planes sans composantes
communes de degré dy et do. Alors, X1 et Xy s’intersectent en au plus dids points dans une
cloture algébrique.

En fait, on a une égalité si ’on introduit la notion de multiplicité d’intersection. Pour cela, il
faut définir mult p (X, Xo) = dim Op/(F1, F») p ou Op désigne anneau local en P, et F;(x,y) = 0
une équation de la courbe X;.

Soit donc H € F,[X,Y] un polynéme irréductible de degré m définissant T une variété pro-
jective X'. On choisit pour L l'ensemble des polynoémes de Fy[X,Y] de degré total inférieur ou
égal a . Supposons que 'on dispose de n points rationnels sur X, (P, ..., P,) tels que n > Im.
Alors,

t. On sous-entend la variété définie par ’équation homogeéne Z™H(X/Z,Y/Z).
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3.2.2. Codes et géométrie algébrique.

Proposition 3.12. Le code obtenu par la méthode décrite dans la section précédente a pour
dimension

o { (122) st <m,

Tl Im+1-— (m2—1) sinon,

et sa distance minimale vérifie
d>=n—Im.

Remarque 3.13. Dans les deux cas, on vérifie aisément ’inégalité familiére pour les codes
géométriques
k+d>n+1—g

ou g = est précisément le genre de X. On retrouve le fait que pour g = 0, on a un
code MDs dont Reed—Solomon est un cas particulier.

(m=1)(m—2)
2

Démonstration. Si un élément de F' € L est envoyé sur le mot nul alors, F' et H ont au moins
n zéros en commun. Comme on a choisi n > deg H deg F', le théoréme de Bezout implique que F
et H ont un facteur commun et donc, puisque H est irréductible, H|F. Ainsi, la dimension du
code est la dimension du quotient L/(H), qui se calcule alors facilement et donne ’expression
annonceée.

En fait, cet argument nous donne aussi la distance minimale. En effet, dés que I'image par
evp d'un mot a au moins Im 4 1 composantes nulles, le théoréme de Bezout assure qu’il est
identiquement nul et donc un mot non nul a un poids au moins égal & n — Im. O

Si l'on note (f1,..., fr) une base du quotient L/(H) alors, une matrice génératrice du code
est donnée par (f;(F;))i,;, ce qui fournit un moyen explicite de coder.

Le théoréme de Riemann—Roch. Ce code fait déja apparaitre la problématique des codes
géométriques, a savoir trouver beaucoup de points rationnels sur la variété X', d’autant plus
que ce nombre influe directement sur la distance minimale. Une idée pour améliorer la situation
consiste & imposer des conditions sur les zéros et les poles des fonctions de F' afin qu’un plus petit
nombre de valeurs communes en les P; imposent 1'égalité de deux fonctions. Cela fait fortement
penser au théoréme de Riemman—Roch qui décrit I'espace vectoriel des fonctions sur X' dont le
comportement en les zéros et les poles est partiellement imposé. Avant de I’énoncer, rappelons
quelques définitions pour fixer les notations : on considére dans toute la suite que X est une
courbe algébrique lisse définie sur un corps K, que 1’on supposera fini ensuite.

Avant d’introduire la notion de diviseur, rappelons rapidement la notion de différentielle sur
X. Notons Q(X) le K (X)—espace vectoriel engendré par les symboles df avec f € K(X), ot I'on
a les relations classiques d(f + g) = df + dg, d(fg) = fdg + gdf et da = 0 pour a € K. On
rappelle que Q(X) est de dimension 1 sur K (X). Enfin, si P € X et ¢ est une uniformisante en
P alors, pour une différentielle w € Q(X), il existe une fonction g € K(X) telle que w = gdt.
De plus, ordp(g) ne dépend que de P et pas de ¢ : on le note ordp(w), qui est nul sauf pour un
nombre fini de points P. On pourra voir [Ser59| pour plus de détails.

Définition 3.14 (Diviseurs). On note Div(X) le groupe abélien libre engendré par les points P
de X. Un diviseur D s’écrit donc
D= np(P),

Pex

ot la somme est & support fini; on définit son degré par deg D => np.

Si f € K(X)* est une fonction rationnelle non nulle sur X, on définit le diviseur div f =
> pexordp(f)(P). Ce diviseur est dit principal. On dit que deux diviseurs sont équivalents s’ils
ne different que d’un diviseur principal et on définit le groupe de Picard Pic(X) comme le quotient
du groupe des diviseurs par cette relation.

Siw € QX) est une différentielle non nulle, on note de maniére analogue auzx fonctions
rationnelles divw = ) pe , ordp(w)(P).

Enfin, on dit qu’un diviseur est positif ou effectif (et on note D > 0) si tous les coefficients
np de D sont positifs. On étend cette relation en posant D1 = Dy si D1 — Do > 0.
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3.2. Codes géométriques.

On rappelle que si f n’est pas constante alors div f # 0 et degdiv f = 0. Par ailleurs, on dit
qu’un diviseur est défini sur K s’il est invariant sous I'action du groupe de Galois Galz /K- Par
exemple, dans le cas ou f € K(X)*, div f est défini sur K.

Cette notion permet notamment d’imposer le comportement d’une fonction définie sur X.
En effet, si D = > np(P), une fonction f vérifiant div f + D > 0 a ses poles dans I’ensemble
{P,np > 0} dont ordre n’excéde pas np et chaque point de 'ensemble { P, np < 0} est un zéro
d’ordre au moins np de f. On introduit alors ’espace vectoriel

2(D) = {f e K(X)*, divf+D >0}U{0}.

Notons d’ores et déja que si D1 = Do+div g alors f +— ¢ f définit un isomorphisme entre £ (D7) et
Z(Ds). Par exemple, les diviseurs des différentielles non nulles sur X définissent essentiellement
un espace vectoriel.

On peut maintenant énoncer le théoréme de Riemann—Roch, qui donne aussi une définition
du genre d’une courbe :

Théoréme 3.15 (Riemann-Roch). Soit G un diviseur. L’espace vectoriel £(G) est de dimen-
sion finie que l’on note £(G). Plus précisément, si G < 0, Z(G) = {0}. Sinon, soit Wx = divwxy
ol wy est une différentielle non nulle sur X : alors, il existe un entier g, le genre de X, tel que

UG)—t(Wx —G)=degG — g+ 1.
On en déduit classiquement que ¢{(Wx) = g, deg(Wx) = 2g — 2 et enfin,
degG >2g—2=U(G) =degG —g+1.

Remarque 3.16. Le théoréme de Riemman—Roch s’énonce pour un corps algébriquement clos.
Néanmoins, si G est défini sur K alors, Galy; /K agit sur Z(G) et on peut alors en trouver une
base constituée de fonctions dans K (X'). Ainsi, tout ce que l'on a énoncé ci-dessus peut trés bien
s’appliquer sur un corps non algébriquement clos, IF, dans notre cas.

Les codes géométriques. Nous pouvons maintenant en venir a la construction de codes
géométriques : on considére une courbe lisse X' définie sur [y, un diviseur positif G défini sur F,
et n points rationnels (P, ..., P,) de X n’appartenant pas au support de G. On note D le diviseur
>_(P;) et on choisit ensuite 'espace vectoriel L = %%, (G) = {f € Fy(X),div(f)+G > 0} U{0}.
On considére alors le code construit par 1’évaluation evp des fonctions de L aux points P;.
Remarquons que puisque D et G ont des supports disjoints, les fonctions de f n’ont pas de poles
en les P;.

On note ces codes C(D, G) que l'on appelle parfois des codes de Reed—Solomon géométriques,
appellation que ’on peut justifier grace a leurs matrices génératrices. Remarquons d’ores et déja
que si deg G < n alors I'évaluation evp est injective puisque si jamais on a evp(f) = 0 pour
f # 0 alors, div(f) > D — G > 0, ce qui est impossible. Ainsi, si (f1,..., fx) est une base de
Z(G), alors, une matrice génératrice de C(D,G) est donnée par

filP) oo fi(P)

PP oo fu(P)

Ainsi, 'encodage est trés facile, dés que l'on a trouvé une base de l'espace Z(G). Nous
verrons une méthode pour y arriver dans la section 3.2.4. Voyons maintenant les caractéristiques
des codes C(D, G) :

Théoréme 3.17. Supposons que deg G < n. Alors, le code C(D,G) a pour dimension
k>degG —g+1,
avec égalité si deg G > 2g — 2. De plus, sa distance minimale vérifie inégalité
d>n—degG.
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3.2.2. Codes et géométrie algébrique.

Démonstration. Comme la fonction d’évaluation est injective, la dimension du code est direc-
tement donnée par le théoréme de Riemman—Roch :

k=dim.Z(G) = (G) = deg G — g+ 1+ t(Wx — G) > deg G — g + 1,

et si deg G > 2g — 2 = deg Wy on a bien I’égalité puisqu’alors /(Wxy — G) = 0.
Si maintenant une fonction f € Z(G) s’annule en ! points de P, disons F;,, ..., P;,, alors,
on écrit div f > (P;,) + -+ + (P;,) — G et ainsi,

0=degdivf >1—degQG.

Ainsi, si un mot de code a pour poids d, il s’annule en n — d points et en faisant [ = n — d
ci-dessus, on obtient l'inégalité annoncée. O

On remarque que l'on a une inégalité analogue a celle de la remarque 3.13 & savoir k + d >
n—g+1ouencore R+6§ > 1— l;ng. En fait, cela n’est pas un hasard puisque I’on peut retrouver
le résultat de la proposition 3.12 grace a ce théoréme. Pour cela, on interpréte les polynémes de
degré au plus | comme les fonctions sur la variété définie par le polynéme H dont les poles sont
contraints par [ fois le diviseur G, que l'on définit par l'intersection de Z™H(X/Z,Y/Z) = 0 et
Z = 0. On obtient alors précisément le code C(>_(P;),lG).

Exemple 3.18. Explicitons un autre exemple important, qui est a la base des excellentes familles
de codes que l'on détaillera en 3.3.2. Considérons X la courbe projective lisse de genre 1 (c’est-a-
dire une courbe elliptique) définie sur Fy par I'équation X3 + Y3 + Z3 = 0. Les points rationnels
(sur Fy = {0,1, o, @}) sont résumés dans le tableau suivant :

Ph P P, Ps Pb P P35 P P
zx{0 O OO 1 1 1 1 1 1
y|1l a @ 0 0 0 1 o «@
zf1 1 1 1 o @ 0 0 O

8
On pose G = 4(Py) et D = > (F;). Une application directe du théoréme de Riemann-Roch nous
i=1

donne ¢(G) = 4 et on trouve assez facilement une base de .Z(G) dont les fonctions ont un pole
en Py de degré respectivement (0,2,3,4) : (1 . La matrice génératrice du code

C(D, @) est alors :

@ y z? )
Yyt+z? y+z? (y+2)?

o Q —

1 1
0 O
a o

Q = Qo —

—_ O =
Qo
—
Sl = Qo ~

0 0 «

On sait que la distance minimale est au moins 4, ce qui s’avére étre le cas sur la matrice généra-
trice, en ajoutant la deuxiéme et la quatriéme ligne. Ainsi, on obtient un taux d’information de %
et une distance relative de % On peut construire des codes similaires avec G = [(P), 0 <1 < 8,
vérifiant eux aussi R+ = 1.

Codes de Goppa géométriques. Passons maintenant & une deuxiéme classe de codes géo-
métriques : 'idée est que théoréme de Riemann—Roch peut se réécrire en terme de différentielles,
la fonction d’évaluation en un point étant prise comme le résidu en ce point d’une différentielle.
Explicitons ceci plus en détail.

Définition 3.19. Soit G un diviseur sur le courbe X. On définit l’espace vectoriel
NG)={weQX), divw—G >0} U {0}
et on dote §(G) la dimension de cet espace vectoriel.

Comme dans le théoréme de Riemman—Roch, si G est défini sur un corps K quelconque, la
dimension du K-espace vectoriel des différentielles sur K (X ) est la méme si 'on remplace tout
par K. D’ailleurs, c’est une conséquence du théoréme suivant :
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3.2. Codes géométriques.

Théoréme 3.20. Soit encore Wy le diviseur d’une différentielle non nulle. Alors,
§(G) =t(Wxr — Q).

Démonstration. En effet, si on note Wy = divw, 'application f — fw définit un isomorphisme
entre £ (G) et 2(Wx — G). (De plus, si w est une différentielle sur K(X), cette fleche définit
aussi un isomorphisme entre K—espaces vectoriels). O

Notons que si 'on prend G = 0 dans la formule ci-dessus, on voit qu’il existe g différentielles
holomorphes  linéairement indépendantes sur X, ce qui peut constituer une définition du genre
de X.

Introduisons finalement la notion de résidu d’une différentielle en un point P € X :

Définition 3.21. Soit w € Q(X) une différentielle, t une uniformisante en P et g € K(X) telle
que w = gdt. Sil’on note g = Zn>>_oo ant™ le développement en série de Laurent de g, on définit
classiquement le résidu de w en P par

Resp(w) = a_1.

Notons qu’il faut lever 'ambiguité de cette définition en montrant que a_; ne dépend pas du
choix de 'uniformisante ¢ : voir par exemple [Ser59]. Notons que si ordp(w) > 0 on a clairement
Resp(w) = 0. Ainsi, la somme } ., Resp(w) est bien définie et est a la base d'un théoréme
fondamental dont on pourra aussi trouver la démonstration dans [Ser59).

Théoréme 3.22 (Formule des résidus). Soit w une différentielle sur une courbe projective lisse

X. Alors,
Z Resp(w) = 0.

pPex

On peut dés lors définir le code de Goppa géométrique C*(D, G), ou D et G sont des diviseurs
choisis comme dans le paragraphe précédent. Pour cela, on choisit pour L 'espace 2(G — D)
et la fonction d’évaluation ev} : w — (Resp, (w),...,Resp, (w)). D’une maniére comparable aux
codes de Reed—Solomon géométriques, on constate que cette fonction d’évaluation est injective
des que deg G > 2g — 2. En effet, si w € 2(G — D), alors, ordp,(w) > —1 et donc si Resp, (w) =0,
on a nécessairement ordp, (w) > 0. Dés lors, si w était une différentielle non nulle donnant une
image nulle,

29 — 2 =degdivw > degG.

Voyons maintenant les parameétres du code C*(D,G) :
Théoréme 3.23. Soit G un diviseur vérifiant deg G > 2g—2. Le code C*(D, G) a pour dimension
k>z2n—degG+g—1
avec €égalité si deg G < n. Sa distance minimale vérifie
d>degG —2g+2.

Comme dans le cas des codes de Reed—Solomon, on note que 'on a k+d > n — g+ 1. Ceci
n’est pas une coincidence, comme on le verra dans la section 3.2.3.

Démonstration. Avec la condition deg G > 2g — 2, on a une injection et la dimension du code
est celle de £2(G — D). Une application du théoréme de Riemann—Roch et de son corollaire 3.20 :

0(G—D)=4(Wx+D—-G)=4G—-D)—deg(G—D)+g—1
>n—degG+g—1,

avec égalité si (G — D) = 0, ce qui est le cas pour deg G < n.
En reprenant la démonstration de I'injectivité de evy, si une différentielle & un poids d, alors
il y a n — d points ot le résidu est nul et ainsi

29 —2=degdivw > deg(G—F;, —---— P;,) =deg G — d,

ce qui entraine I'assertion sur la distance minimale. O

1. On dit qu’une différentielle w est holomorphe ou réguliére si divw > 0.
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3.2.2. Codes et géométrie algébrique.

Le code de Goppa sur Pl(IFq). Finissons cette section par un exemple important de codes
géométriques, que 'on appelle souvent codes de Goppa (classiques). On les définit par un poly-
noéme g € Fy[X] et P ={m,..., 7.} un ensemble de n points distincts de F, tels que g(y;) # 0 :

F(Pvg)_{(cla"'acn)a ZXC_l,yl_OEIFq[X]/(g(X))}

Notons que puisque g(v;) # 0, X — ~; est inversible modulo g(X).

Proposition 3.24. Notons P, = [y; : 1], @ = [1 : 0], D = >.(B,), E = div(g9(X/Z))+ et
G =FE —Q ot D, est la partie positive du diviseur D. On a l’équivalence

n

QZ(cl,...,cn)EF(P,Q)@MQ—ZX/ZC —d(X/2) € 2(G - D).

En particulier, T(P,g) = C*(D,G).

Démonstration. Supposons que ¢ € I'(P, g). Si Pon écrit u;(X)(X — ;) + v:(X)g(X) =1, la
définition de I'(P, g) donne lexistence d’un polynéme h(X) vérifiant g(X)h(X) = > ¢;U;(x) et

on a ainsi : (X2
C; CiU;
— =g(X/2) | MX/Z)
ZX/Z_% 9(X/2) ( / +ZX/Z %>

Si R est un zéro de g (dans une cloture), alors, R ¢ {Q, Py,...,P,}. On en déduit que X/Z
est une uniformisante en R et que divw, > E. Comme X/Z est aussi uniformisante en P;, on a

divwe > —(P;). Enfin en réécrivant we = —( > 1C'ZYZ/Z‘)/(X)(X/Z)20Z(Z/X), on a divw, > —(Q),
ce qui montre I'implication puisque D, F et (Q) ont des supports disjoints.

Réciproquement, on a div(g(X/Z)d(X/Z)) > E — (degG + 2)Q et ainsi on a l'inégalité
div (mu@) > (deg(G) +1)Q — D. Ceci implique que % n’a aucun pole en les zéros de
G et donc que c € T'(P, g).

Pour la derniére assertion, on voit que si ¢ € I'(P,g), alors, puisque Resp, (we) = ¢;, ¢ €
C*(D, Q). Réciproquement considérons w € 2(G — D) une différentielle ayant pour résidu ¢; en P;
et w, définie comme dans la proposition. On a alors div(w—w,) > —(Q) mais une différentielle non
nulle sur une courbe projective de genre 0 a pour degré —2. Ainsi, w = w, et donc w, € 2(G—D),
ce qui implique que ¢ € T'(P, g), ce qui termine la démonstration. O

Si 'on note t = deg g, voici une matrice de parité de ce code :

g(71) g(vn)
Y1 .. n
7 9(71) g('.yn)
Sl
g(1) 9(vn)
On remarque que la famille {g()}/z), g(XX//ZZ) ey (;((/)?/Z) } est une base de l'espace -Z(G) qui

est bien de dimension deg G —0+1 = t. On en déduit que ce code n’est autre que le dual du code
de Reed—Solomon C(D, G). On étudiera ce phénomeéne dans la section suivante, ce qui justifiera
le lien entre les notations C et C*.

Mais avant d’expliquer ceci, voyons une application des codes de Goppa & la démonstration
de la proposition 3.10 sur la borne de Gilbert—Varshamov.

Pour cela, on étend la définition du code de Goppa classique en prenant pour g un polynéme
de degré t mais a coefficients dans Fym. Par contre, on continue & considérer les mots de codes &
coefficients dans le sous-corps F, : on note I's,p, ce code, qui vérifie donc I'sp = T'NFy.

Proposition 3.25. Le code T'sy, a une dimension (sur Fy) supérieure ou égale & n — tm.

Démonstration. En effet, on a vu que le code I'' sur Fym avait une dimension plus grande que
n —t. Le code T'syp a la méme matrice de parité, disons H, que I'. Par le théoréme du rang,
1gp, ., () < t. Alnsi, rgg, (H) < mt et donc dimDyp > 1 — mt. O
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3.2. Codes géométriques.

Théoréme 3.26. A q fizé, il existe une asymptotiquement bonne suite de codes de Goppa (sur
F,) qui atteignent la borne de Gilbert—Varshamov.

Démonstration. Soit ¢ €]0,0[. Montrons que (6,1 — H,(9)) est dans le domaine de code.
Donnons-nous m et ¢ deux parameétres (on fera tendre m vers 'infini et on choisira ¢ qui nous
arrange). On pose n = ¢™ et on choisit pour =(y1,...,7,) tous les points de Fym. On se limite
aux polynomes g € Fym[X] irréductibles de degré ¢.
Fixons un entier d et cherchons une condition (sur g) pour qu'il existe un code gy, (Fym, g)
de distance au moins d. Pour cela, considérons un mot ¢ de poids j. Sous forme irréductible, le

Ci

numérateur de > 7o, aun degré au plus égal a 7 — 1 et g est un de ses facteurs irréductibles

de degré t : il y en a au plus [%} Comme on a (g — 1)7 (?) mots de poids j dans F?

I'on veut un code de distance au moins d, il nous faut exclure au plus

5[ o () < e

q» €t que

<.

polynomes irréductibles. Or, sur Fym, on a au moins %qmt(l —gm(=t/ 2“‘1)) polynoémes irréductibles
et une condition suffisante pour l'existence d’un code T'gyp(Fym, g) de distance au moins d est

qu(?’l,d - 1) < qmt(l - qut/2+m)7 (@)

En choisissant des distances d telles que % — 0, en prenant le logarithme en base ¢ et en divisant
par n dans l'expression (Q), on obtient pour n — oo (c’est-a-dire m — o) :

H,(5) + o(1) < ’%t +o(1).

Ainsi, comme on a toute liberté en ¢, on voit sur cette inégalité qu’on peut le choisir (en fonction
de m) tel que d'une part (©) soit vérifice et d’autre part Tt — Hg(9).

Mais alors, en utilisant la proposition précédente, on obtlent un code dont le taux d’informa-
tion vérifie R > 1 — ™ En faisant tendre m (et donc n) vers Pinfini, on trouve que (3,1 — Hy(6))
est dans le domaine de code. O

3.2.3 Un ou plusieurs types de codes géométriques ?

Comme on 'a vu sur ’exemple du code de Goppa classique, il y a un lien étroit entre codes
de Reed—Solomon géométriques et codes de Goppa géométriques :

Proposition 3.27. Soient D = Y P; et G deux diviseurs comme dans la section précédente
et supposons que 2g — 2 < deg G < n. Alors, les codes géométriques C(D,G) et C*(D,G) sont
duau.

Démonstration. Tout d’abord, on a vu que la somme des dimensions de ces deux codes vaut
bien n. Montrons donc que les deux codes sont orthogonaux.

Soit donc f € Z(G) et w € 2(G — D). On a div fw = div f + divw > —D. Ainsi, fw ne
peut avoir que des poles en D. Comme f n’a pas de podle en P; et que w en a un d’ordre au plus
1 alors, Resp, (fw) = f(P;) Resp, (w). On peut alors appliquer la formule des résidus (3.22) :

0= Z Resp(fw) = ZResPi(fw Zf ) Resp, (w),
i=1

Pex
ce qui montre que les deux mots de codes associés & f et w sont orthogonaux. O

En fait, non seulement ces deux types de codes sont duaux mais en fait ils ne forment qu’une
seule catégorie de codes. En effet,

Proposition 3.28. Soit {Py,..., P,} un ensemble de n points rationnels sur X. Alors, il existe
une différentielle w avec des poles simples en les P; tels que Resp,(w) = 1. Alors pour G ayant
un support disjoint de P,

c*(D,G)=C(D,divw+ D — G).
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3.2.4. Calculer une base de .Z(D).

Démonstration. En effet, il suffit de considérer w = >
Ensuite, comme on 1’a déja vu en (3.20), le morphisme

Z(divw+D—-G) — 2(G - D)
f — fw
est un isomorphisme. Les deux codes ont ainsi méme dimension. Par ailleurs, si f € Z(divw +

D — @), f n’a pas de poles en P; et donc Resp,(fw) = f(F;). Ainsi, evp(f) =evp(fw), ce qui
montre I’égalité des codes. O

‘?i ou t; est une uniformisante en P;.
i

Dés lors, tous les exemples de codes géométriques sur IF, que I’on a donnés sont des codes ou
sous-codes de Reed—Solomon géométriques. En fait, on ne pouvait pas en donner d’autres :

Proposition 3.29. Soit C un code g—aire. Alors, on peut trouver une courbe X définie sur Fy et
deuz diviseurs D et G vérifiant les propriétés habituelles tels que C soit un sous-code de C(D, Q).

Démonstration. Soit (M; ;) € My ,(F,) une matrice génératrice de C. Soit X une courbe
algébrique lisse possédant au moins n points rationnels Pi,..., P, et D = > (P;). Alors, par
interpolation, on peut trouver k fonctions sur X, fi,..., f, telles que f;(P;) = M; ;. Soit main-
tenant G = ) 5., max(0, max;{—ordp(f;)(P)}) de telle maniére que f; € Z(G) et que D et G
ont des supports disjoints (puisque les f; n’ont pas des poles en les P;). Ainsi, C' est le sous-code
de C(D, G) engendré par la famille libre (f1,..., fx)- O

3.2.4 Calculer une base de .Z (D).

Nous avons vu ci-dessus que dans la construction des codes géométriques, il est intéressant de
savoir construire une base de l’espace £ (D) : par exemple, cela permet de construire facilement
une matrice génératrice des codes de Reed—Solomon géométriques.

On présente les différentes étapes de I'algorithme de Brill-Noether permettant de construire
cette base. Cet algorithme est un peu plus général que le cas lisse que l'on a rencontré dans
les sections précédentes. C’est pourquoi, nous considérerons une courbe X, irréductible sur un
corps K, définie par F € K[X] irréductible. On autorise a X d’étre singuliére mais on impose
néanmoins aux singularités d’étre ordinaires. Pour les démonstrations et les affirmations non
prouvées, on pourra se reporter par exemple a [Ful89].

Rappelons que toute courbe irréductible X' est bi- .
rationnelle & une courbe lisse irréductible, unique a iso-
morphisme prés : on la nomme le modéle lisse de X. g
Pour voir 'existence, on peut utiliser en chaque point
singulier le procédé d’éclatement illustré ci-contre : ce y
schéma montre la désingularisation (en l'origine) de la &
courbe “elliptique” y? = 23 4+ 2. Ce procédé consiste a *
remplacer un point singulier par une droite projective.

Chaque point régulier correspond a un unique point B
(régulier) et le point singulier se reléve en deux points,

correspondant aux deux tangentes. Le tout se réalise

de fagon algorithmique mais cela nous éloignerait trop  FIGURE 4: Désingularisation du point
du sujet. On pourra par exemple voir [LBRS8|. P de multiplicité 2.

Rappelons aussi que si @ est un point singulier, sa
multiplicité peut étre directement lue sur le polynéme F' définissant X'. Par exemple, si Q =
(z,9,1) est un point singulier, la multiplicité de @ est le plus grand entier r tel que toutes les
parties homogenes de F(X — z,Y — y,1) de degré inférieur ou égal a r soient identiquement
nulles. On note enfin Q1,...,Q:, les points du modéle lisse au-dessus d’un point singulier @ de
multiplicité rg. On définit alors le diviseur sur X “mesurant” les singularités :

Définition 3.30 (Diviseur d’adjonction). On appelle diviseur d’adjonction de X le diviseur
rQ
A= (rg - 1)(Q:)
Q i=1
ot la somme porte sur les points singuliers de X .
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3.2. Codes géométriques.

On peut montrer que le genre de X est donné par la formule :

(m—1)(m—2) degA (m—1)(m—2) ro(rg — 1)
2 2 2 2
Q
ou m = deg F, F étant le polynéme définissant X

Définition 3.31. Si G est un polynéme homogéne, non divisible par F', on définit son diviseur,
encore noté div(G), comme

> ordp(G)(P),

pPex~

ot la somme porte sur le modéle lisse X* de X.

Notons qu’évaluer G en un point de la courbe n’a pas de sens, puisque l'on travaille en
coordonnées projectives. Néanmoins, on peut décider si un point est un zéro. Enfin, si la courbe
est lisse, le diviseur d’adjonction est nul et le diviseur (positif) de G est défini naturellement,
comme dans le cas des fonctions rationnelles.

Considérons maintenant un diviseur D positif, défini sur K, et expliquons comment construire
une base de .Z (D). Pour cela énongons une conséquence du théoréme fondamental de M. Noether :

Théoréme 3.32 (Théoréme des résidus). Soit Gy un polynome vérifiant div(Go) = A+ D + R
pour un certain diviseur R positif. Soit D’ un diviseur lui aussi positif linéairement équivalent a
D. Alors, il existe un polynome homogéne G' de méme degré que Gy tel que div(G’) = A+D'+R.

On peut en déduire assez facilement la proposition suivante, qui donne une idée de la construc-
tion de Z(D)

Proposition 3.33. Soit Gy un polynome homogéne de degré 1, non divisible par F tel que
div(Go) = A+ D. Alors, Uespace L (D) est engendré par les fonctions rationnelles 6%7 pouT un
polynome homogene G de degré 1, non divisible par F et vérifiant div(G) > div(Gy) — D.

Démonstration. Soit G comme dans la proposition. Alors, div(G/Gy) = div(G) — div(Gy) >
—D et on a bien G% € Z(D).

Réciproquement, si ¢ € £ (D), 1 # 0 on pose D' = divy + D > 0. Comme deg D' = deg D,
on peut appliquer le théoréme précédent : il existe G’ homogeéne de degré [ tel que div(G’) =

div(G) — D + D'. Dés lors, div(w%) =0et et g—; ne différent que d’une constante. O

On résume ces idées dans l'algorithme 6. On note H; les polynémes homogénes de degré [.

Algorithme 6 : Calculer une base de .Z(D) pour D positif.
Entrée : D un diviseur positif sur une courbe X.
Sortie : Une base de £ (D).

1 Choisir [ “suffisamment” grand.
2 Calculer un polyndéme Gy vérifiant div(Gg) > A + D. Pour cela, résoudre dans H; les
conditions linéaires :
— Pour chaque point P de supp D, on calcule une uniformisante ¢p en ce point et on écrit
les conditions sur les coefficients de Gy pour que t}" divise G.
— Pour chaque point @ de supp A, on s’assure que ordp(Q) > rg, en annulant les parties
homogénes de Gy de degré plus petit que rq.

3 Si l'on obtient aucune solution non divisible par F', retourner en 1 et augmenter [.
4 Calculer E «— divGy — D.

5 Calculer B — (Gy,...,G}) une base de {G € H,,div(G) > E}.

6 Calculer une base de {H € H;, F|H}.

7 La compléter par une famille libre B = (G4, ...,Gs) en une base de vect B.

s Retourner {%, ce g—o}

La ligne 5 de l'algorithme peut s’effectuer d’'une maniére similaire a la deuxiéme a la seule
différence que I'on doit remplacer le role de D par celui du diviseur positif £ — A
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Notons que cet algorithme retourne une base de £ (D) de fonctions a coeflicients dans un
corps sur lequel les diviseurs sont définis, c’est-a-dire une extension finie de K. En effet, non
seulement les points du support de D ne sont pas forcément dans K, mais la ligne 4 nécessite
de se placer sur le corps ou les points d’intersection de G = 0 et X'* sont définis. Néanmoins,
comme on ’a déja vu, il existe une base définie sur K, que 1’on peut alors trouver avec de I’algébre
linéaire élémentaire : on peut en effet montrer que pour f = Fy/Fy € £ (D), il existe une fonction
g = G1/G2 a coefficients dans K telle que f = g € K(X). Ainsi, il existe un polynéme F’ tel
que F1Gy = F5Gy + F'F et deg(F1G2) = deg(G1F3) = deg(F'F). On écrit I’équation dans une
extension de corps de la forme K[X]/(Q(X)) a inconnues dans K, puis on annule les termes
devant les puissances non nulles de X.

Pour finir, on peut remarquer que 1’on peut facilement en déduire un algorithme pour calculer
une base de £ (D) pour D quelconque : on commence par calculer une base de £ (D) ou Dy
est la partie positive de D. Ensuite, il suffit de chercher les fonctions qui s’annulent en chaque
point P € supp D_ avec la multiplicité np, de maniére analogue a la premiére partie de la ligne
2 de I’algorithme ci-dessus.

3.3 Des courbes avec beaucoup de points rationnels.
3.3.1 Motivations.

Comme on ’a vu dans la section précédente, il apparait fondamental de pouvoir trouver
beaucoup de points rationnels sur une courbe : en effet, le code géométrique résultant en est
d’autant plus long. Pour s’en convaincre, étudions un exemple qui met en confrontation un code
de Reed—Solomon généralisé avec un traditionnel.

Exemple 3.34. On reprend en fait I'exemple 3.18, que I'on généralise. Soit g = p?* et r = p¥.

Considérons la courbe X définie par le polyndéme homogéne X"+ + Y71+ Z7+1 Cette courbe est
lisse puisque 7+1 est premier a p. La formule de Pliicker nous donne le genre de X : g(X) = @
Montrons qu’elle posseéde 1+ ¢,/q points rationnels, ce qui est en fait le maximum, comme on le
verra ci-dessous.

En effet, si I'une des coordonnées est nulle disons z, alors yz # 0 et on peut choisir y = 1.
On a alors & résoudre 1 + 2"t =0 : si € engendre [ alors, on a les solutions f%"’k(’“l) avec
0 <k <r+1. On aainsi 3(r + 1) solutions dont I'une des coordonnées est nulle.

Sinon, on prend z = 1 et on cherche & résoudre 2" +! + "+ + 1 = 0 : choisissons y tel que
a:=y T 4+1#0ety#0. Soit z € F, tel que 2" = a; on a 29 = z297! = za"" 1. Or,
a” = yT2+T +1 =y 4+ 1 = a et donc au final 29 = z, ce qui veut dire que x € F,. Comme
le polynéme 771 — 1 divise 79 — T, il est scindé & racines simples et on trouve donc r + 1
possibilités pour x.

Ainsi, au final, on a 3(r + 1) + (r? =1 — (r + 1))(r + 1) = 1 4+ 73 points rationnels sur X.

Soit Q =[0:1:67],G=m(Q) et D= 3(Q;) ott les Q; sont les q./q autres points
rationnels. On prend comme on 'a vu 29 —2 = ¢ — /g — 2 < m < ¢,/q. Le code C(D, G) a pour
longueur ¢,/q, dimension m — g + 1, et distance supérieure a n — m.

On peut construire une base de Z(G) trés facilement en considérant les fonctions f; ; =

%, avec ri + (r +1)j < m puisque f; ; a un pdle d’ordre i + (r 4+ 1)j en Q.

On a donc construit un code pour lequel on sait facilement coder. En prenant ¢ = 16 et
m = 37, on obtient un code de rendement R = 37% = = % On peut montrer que sa distance
minimale est exactement 64 — 37 = 27. Le code de Reed—Solomon “standard” a une longueur

maximale 16, et pour un rendement % sur Fyg, la distance n’est que de 9.

Le choix des diviseurs D et G dans cet exemple est trés général dans la construction de
“bons” codes géométriques : en effet, plus D a un nombre de points distincts, plus la longueur
du code est grande. Ensuite, seul le degré de G (pour un genre fixé) importe dans les formules
donnant le taux d’information et la distance relative : c’est pourquoi on le choisit de la forme
m(P), afin de ne “consommer” qu’un point et ainsi garder tous les autres pour D.

Tout ceci justifie en quelque sorte la quéte de courbes algébriques ayant beaucoup de points
rationnels. Commencons par les définitions et notations suivantes.

61



3.3. Des courbes avec beaucoup de points rationnels.

Définition 3.35. On note Ny(g) le nombre mazimum de points rationnels d’une courbe projective
absolument irréductible, lisse, de genre g, définie sur F,. On note aussi

A(g) = limsup M.

g—00 g

La derniére quantité peut étre motivée par la borne de Hasse-Weil qui généralise le théo-
réme 2.34 en genre supérieur :

Théoréme 3.36 (Hasse-Weil). Soit X une courbe projective lisse, absolument irréductible, de
genre g définie sur F,. Alors, le nombre de points rationnels | X (Fy)| vérifie les inégalités

1X (Fq)| — (¢ +1)| < 29+/4.

Cette borne est atteinte dans le cas ot ¢ est un carré grace a la courbe de 'exemple que 'on
a détaillé ci-dessus

Maintenant, on peut s’intéresser d’une part aux résultats asymptotiques sur A(q) et d’autre
part aux quantités Ny(g) & ¢ et g fixées.

3.3.2 Résultats asymptotiques : la borne Tvz.

Le théoréme de Hasse-Weil nous donne une premiére idée de A(g) puisque 1'on a facilement
I'inégalité A(q) < 2,/q. Néanmoins, cette borne n’est pas optimale. En fait, on a le théoréme :

Théoréme 3.37 (Drinfeld-Vladut). On a linégalité

Alg) < Va1,

qui est en fait une égalité si q est un carré.
On en déduit assez facilement la borne de Tsfasman—Vladut-Zink (Tvz).

Théoréme 3.38 (Borne Tvz). On fize ¢ = p** un carré. Pour chaque R, il existe une asymp-
totiquement bonne famille de codes dont le taux d’information tend vers R et la distance relative

tend vers un & vérifiant
1

Vi1

Cette borne est meilleure que celle de Gilbert—Varshamov dés que g > 49, comme lillustre
la figure ci-dessous.

R+0>21-

R
1 % ———— d+—1— Ho5(0)
1
0r—1-0—
———— 5'—>1*H256(5)
1
Or—1-0~— 256—1
Excellents codes.
)
I
0 1

FIGURE 5: Borne TVvzZ pour ¢ = 25 et ¢ = 256.
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3.3.2. Résultats asymptotiques : la borne Tvz.

Démonstration. Remarquons que si R > 1 tout code de rendement R convient! On

suppose alors R < 1 — \/61*1'

1
va-1’

Pour g carré, on a égalité dans le théoréme de Drinfeld—Vl1aduy, : il existe une suite de courbes

A, définies sur Fy de genre g; ayant n; + 1 points rationnels, (P, ..., P,,), avec la propriété
1
lim 2 + =,q—1.
l—=oo g

Pour chacune de ces courbes, on choisit D = Y"1, (P;) et G = my(Fy) avec my vérifiant m; < ny
et ml_nif”'l — R (ce qui est possible vu la supposition que l'on a faite sur R). Dés lors, le code
C(D, Q) de longueur n; vérifie, si 'on note d; sa distance minimale et k; sa dimension,

g1
ny '

kk+dizm+1l—g=R+6=>1

En faisant tendre ! vers l'infini et quitte a extraire une sous-suite pour que (d;); converge, on a
montré le résultat. O

On verra dans la section 3.3.3 une démonstration théoréme 3.37 de Drinfeld—V1idut, utilisant
les conjectures de Weil. Pour 'instant on va seulement exhiber une suite de courbes dans le cas
q = p?*, qui va montrer que A(q) > V@ — 1, ce qui suffit pour établir la borne Tvz.

Courbes Hermitiennes. On se place sur F, avec ¢ = 2 = p?! et on considére le polynéme
F(X,Z)= X"t — Z" — Z. On construit une suite de courbes &, définies par les idéaux

T, = (F(X1,X3), F(X2, X3), ..., F(Xp_1,Xn)) CFg[X1, Xo,...,X,].

Ces idéaux sont premiers et définissent des variétés algébriques irréductibles; comme elles
sont de degré de transcendance 1, ce sont des courbes irréductibles.

Le genre de &X,,. Pour étudier ces courbes, il est plus pratique d’étudier leur corps de fonctions
rationnelles F,, = F,(X,,). Ces corps de fonctions sont reliés par la formule de récurrence F; =
Fy(z1) et Fry1 = Fr(zn41) OU

Z?L—i—l + Znt1 = x%Jrl

Zn

ol Ty, = 7 - e F,etxy =2z et xg =1.
—

Introduisons les notations classiques suivantes. Pour une description plus précise, on pourra
par exemple voir [Sti09].

Notation 3.39. - On note P(F,) Uensemble des places P de F,, c’est-a-dire les idéauz
mazimauz des anneauz de valuation (notés Op) de F,
- On note deg P = [Op/P : F,] le degré de P. Quand il est égal & 1, on dit que P est une
place rationnelle.
— On note vp la valuation discréte normalisée associée a la place P.
— On note P'|P si P’ est une place au-dessus de P (Op C Ops). On note e(P'|P) lentier
vérifiant vp/ (-) = e(P'|P)vp(+).

Afin de calculer le genre de F,, on souhaite utiliser la formule d’Hurwitz. Pour cela, il nous
faut encore introduire une notion, afin de pouvoir écrire une formule générale en caractéristique
positive.

Définition 3.40 (Module complémentaire). Soit P une place sur F et Op son anneau de va-
luation. On pose
»={) Op
P'|P

la cloture intégrale de Op dans F.
On définit alors le module complémentaire sur Op comme le O's—module

Cp={z€F, Trz,;z(2:0p) C Op}.

1. Il faudrait, pour étre exact, homogénéiser les polynémes engendrant Zy,.
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3.3. Des courbes avec beaucoup de points rationnels.

On peut montrer qu’il existe un élément ¢ € F tel que Cp = tO%. De plus, pour PP, la
quantité —vp/(t) ne dépend que de P et P’ : on Pappelle I'exposant différentiel, noté d(P’|P).

Théoréme 3.41 (Formule d’ngwitz). Soit F une extension séparable et finie de F, deux corps
de fonctions algébriques. Soit IC et IC les corps des constantes correspondants. Alors, on a la

relation
25-2= (29—-2)+ > > d(P'|P)deg(P).
PEP(F) P'|P

Remarque 3.42. Dans le cas ou car(K) 1 e(P’|P), on peut montrer la relation d(P'|P) =
e(P’'|P) — 1, ce qui permet de réécrire la formule d’Hurwitz sous sa forme plus “courante”.

Donnons maintenant sans démonstration les propriétés générales d’une extension du type de
Fn C Fry1, dite d’ Artin—Schreier.

Théoréme 3.43. Soit F/F, un corps de fonctions algébriques ot Fy est algébriqguement clos
dans F. Soit x € F et P € P(F) telle que vp(x) = —m, m > 0 premier avec p.

Alors, le polynome T+ T — x € F[T] est absolument irréductible et si on note F = F(z) ou
z" 4+ z=ux alors, on a :

(i) .7}/.7-' est une extension galoisienne de degré r et I, est algébriguement clos dans F.

(i) La place P est totalement ramifiée dans F, c’est-a-dire il existe une unique place P’ au-
dessus de P. On a e(P'|P) =r, deg P’ =deg P et d(P'|P) = (r — 1)(m +1).

(i) Soit Q@ € P(F) un zéro de x. L’équation o + a = 0 posséde r racines distinctes o
dans F,. Pour chaque « il existe une unique place Q, € P(F) au-dessus de Q telle que
deg Q, = degQ et Q, est un zéro de z — a.

Ce théoréme nous donne des informations précieuses sur la tour d’extensions F; C Fy C
- C Fn.

Proposition 3.44. (i) Supposons qu’il existe P € P(F,) qui soit un pole simple de x,, (c’est-
a-dire vp(x,) = —1). Alors, [Fny1 : Fn] = 7. De plus, P est totalement ramifiée et la place
P’ au-dessus de P est un pdle simple de x,41.

(i) Par ailleurs, il existe une unique place Qp sur F, qui est un zéro commun de z1,...,2p.
Cette place est rationnelle et se décompose totalement en r places rationnelles sur Fpi1.

Démonstration. (i) Le théoréme 3.43 (i) nous donne directement que [F, 11 : Fp,] = r et que
P est totalement ramifiée. On a alors

vp (21 + 2nt1) = vpr () = e(P'|P)(r + Dvp(2,) = —r(r + 1),
et ainsi P’ est un pole de z,11 et —r(r +1) = vp (2], 1 + 2n+1) = rvp(2n41)- On écrit :
vp (Xpi1) = vp (Zng1) —vp (zn) = —(r+ 1) —rvp(z,) = —1.

(i) 1l suffit de le vérifier pour n = 1 puis de dérouler une induction dont ’hérédité est directement
assurée par le théoréme 3.43 (iii). O

On note Py, = {f(z1)/g9(x1), deg f < degg} : c’est le pole (rationnel) de z1 € Fy = Fy(x1).
On en déduit par récurrence qu’il existe toujours une place P € F,, qui vérifie les conditions de
la proposition ci-dessus.

On obtient aussi, avec le point (i) du théoréme 3.43, que 'extension F,, C F,, 11 est galoisienne
de degré r et que ces deux corps ont le méme corps de constantes (IF;). Ainsi, pour utiliser la
formule d’Hurwitz il ne nous reste “plus qu’a” déterminer les places qui sont ramifiées. Nous ne
donnons pas la démonstration un peu technique, seulement les idées. On pourra par exemple
voir [SGI5| pour les détails.

Notation 3.45. Pour une place P € P(F,), on note PN Fy, sa restriction & Fy, pour k < n
Définissons ensuite les ensembles

(i) Pourn > 2, on note Sén) ={PeP(F,), PNFn1=Qn_1 et P#Qn}.
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(ii) Pour1<i<[%53], S™ = {Pe P(F,), PNF,1eS "}
(iii) SO = {Py}, 8@ ={P e P(F), Pc S ou PNF =Py} et

(n) {(Pe P(F,), PNF,, €SV} sin >3 est impair.
S = {(Pe P(F,), PNF, €S Dy Sgl)} sin >4 est pair.
2

Proposition 3.46 (Ramifications des places de F,, sur F,41).

(i) Les places de Si(n) sont totalement décomposées dans ’extension F,, C Fp41.
(ii) Pour une place P € S, on a vp(z,) = —1.
(iii) Les seules places de F,, qui se ramifient dans Fp+1 sont celles de S,

On peut alors en déduire tout ce qu’il nous faut pour appliquer la formule d’Hurwitz. En
effet, le point (ii) de la proposition ci-dessus et le théoréme 3.43 (ii) nous assurent que P € S
est totalement ramifiée et si ’on note P’ la place au-dessus de P, ce méme théoréme nous donne
lexposant différentiel d(P’|P) = (r — 1)(r + 2).

Pour conclure, il suffit de calculer le cardinal de S™ pour n > 2. Montrons par récurrence
que |S (")| /2 Si n est impair, puisque les places de S(™) sont totalement ramifiées, on a

|SM)| = |81 | = pl(n=1)/2) — ([n/2]

Pour n pair, on vérifie que |S3| = r. Pour n > 4, il nous faut d’abord calculer le cardinal de
Sl-(n), par récurrence : \S(()n)| = r — 1 par le point (iii) du théoréme 3.43. Ensuite, chaque place
Pe S?:f posséde r places au-dessus d’elle par le point (i) de la proposition précédente : ainsi,
|SP|=7r*(r—1) et

ST =[S 4 STV = #/27 pp(r — 1272 = /2 = gl
2
Proposition 3.47. Le genre de F,, est donné par les formules
n+

1 n—1 . .
g = vl et 9T 1] st n est pair.
n — — n : n n __ . . .
4 1_%7:2“_%7«2_7«2 L41  sin est impair.

Démonstration. En effet, pour n < 2 ona g3 = 0 et go = %r(r — 1) comme on l'a vu
dans ’exemple 3.34. Ensuite, il s’agit d’une simple récurrence en utilisant la formule d’Hurwitz
20n41 — 2 =129, — 2) + " A(r = 1)(r +2). O

Dans les deux cas, on retient que g, <™ + "1

Le nombre de points rationnels de X,,. Afin de montrer que cette suite de corps de fonctions
rationnelles (et donc de courbes) définit une excellente famille de codes, il nous faut minorer le
nombre de places rationnelles. En fait, en revenant au langage des courbes, il nous faut calculer
le nombre de points rationnels sur X,,.

En fait, on a déja fait la plus grande partie du travail dans 'exemple 3.34. En effet, il existe
un changement de variables linéaire inversible qui transforme ’équation U™+ + V7 L+l = 0
en X"t =Y"Z+YZ":

0 0 1
b+ab —a 0
b -1 0

ot a,b € F, vérifient b" 71 4+1 = a”"+a+1 = 0. On rappelle que 'on note F(X,Z) = X" 1 -Z"—Z.
Ce polynome vérifie la propriété que pour tout x € Fy, il existe 7 solutions différentes dans F, a
Péquation en z, F'(z,z) = 0. En effet, le polyndme en z est séparable et si z € ﬁq est une racine,
alors, 27 + 2" = V" = g7+l = 27 4 » et donc 2 € F,.

Par récurrence, on en déduit facilement que la courbe X,, posséde au moins (¢—1)r"~! points
rationnels (qui ne sont pas a I'infini). On en déduit alors que

No(gn)  (@=Dr" _g—1

= -1
Gn 4 n—l r+1 4=

ce qui montre le résultat annoncé : A(q) > /q — 1.
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3.3.3 Estimations de N,(g).

Commencons par présenter les premiers résultats obtenus par Serre ([Ser84]). Tout d’abord,
dans le cas o ¢ n’est pas un carré, Serre améliore la borne de Weil :

Proposition 3.48 (Serre). Soit X une courbe projective lisse absolument irréductible. Soit g son
genre. Alors, son nombre de points rationnels sur F, vérifie

X (EF )| = (¢ + )| < g2V,
ot [x] dénote la partie entiére de x.

La démonstration de ce théoréme fait intervenir les célébres conjectures de Weil que 'on ne
saurait passer sous silence dans la recherche du nombre de points rationnels sur les corps finis. On
continue & les appeler conjectures bien qu’elles aient été démontrées en 1973 grace aux travaux
de Dwork, Grothendieck puis Deligne.

Théoréme 3.49 (Conjectures de Weil). Soit X une courbe définie sur F,, lisse, complétement
irréductible et de genre g. Alors, si l'on note |X(Fyn)| le nombre de points rationnels de X sur
Fyn, la fonction zéta de X définie par

T’I’L

n )’

est une fraction rationnelle o coefficients entiers. Plus précisément, il existe un polynome Py (T')
de degré 2g a coefficients entiers et de terme constant 1 tel que

Px(T)
(1-T)(1—qT)

def >
Zx(T) = exp (Z |X(Fyn)
n=1

Zx(T) =

Enfin, si l’on note Px(T) = [[(1 —w;T)(1 —@;T) alors, |wj| = \/q.

En particulier, comme |X(F,)| est donné par la valeur en 0 de la dérivée logarithmique de
Zx, on calcule

Zxp(T) 1 q - wj wj
ZX(T)’l—T+1—qT*;1 1w, T 1-o,T) (©)

ce qui donne |X(F,)| = ¢+1—> (w; +@;). Ceci entraine, avec la derniére assertion du théoréme
ci-dessus, la borne de Hasse-Weil (3.36). Néanmoins, Serre donne un résultat plus précis grace
au lemme suivant. Le théoréme 3.48 en découlera immédiatement.

Lemme 3.50 (Serre, 1983). Soient P(T) un polynéme a coefficients entiers de degré n de la
forme [1(1 — a;T)(1 —@;T) tel que |a;| = \/q. Alors, on a

n

> (a+a)| < n2y4).

Jj=1

n
Démonstration. Pour cela, on pose x; = [2,/q] + 1 + o +@; et on considére le produit [] ;.
j=1

C’est une expression symétrique en les racines du polynoéme unitaire 72" P(1/T) € Z[T] : c’est
donc un entier relatif. Il est strictement positif car z; > [2,/q] +1—2,/g > 0. Dés lors, I'inégalité
arithmético-géométrique nous donne

n

1 n n
S22 w2 (Ile) =1
A e

Jj=1

et ainsi ) x; > n ou encore ) (o +@;) = —n[2,/q]. On conclut en faisant le méme travail avec
y;j = [24/q] + 1 — a; — @;, ce qui nous permet d’obtenir ) (a; +@;) < n[2,/q]. O
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3.3.3. Estimations de N,(g).

Les genres 1 et 2. On appellera 'inégalité de la proposition 3.48, la borne de Weil-Serre.
Celle-ci est presque optimale en petit genre. En effet, on a un théoréme de Hasse et Deuring :

Théoréme 3.51. Soit ¢ = p" et m = [2,/q]. Alors,
N,(1)=¢q¢+14+m
sauf sim =0 mod p, n > 3 et n est impair. Sous ces conditions, Ny(1) = g +m.
Le cas g = 2 est un peu plus délicat. Avec Serre, on note m = [2,/q] et on dit que ¢ = p”

avec n impair est spécial s’il vérifie I'une des conditions suivantes :

(i) m =0 mod p.

(ii) il existe z € Z tel que ¢ = 2% + 1.

(iii) il existe z € Z tel que ¢ = 2% + x + 1.

(iv) il existe x € Z tel que ¢ = 2% + z + 2.

On verra un peu plus loin une explication a ces trois derniéres conditions un peu mystérieuses.
Théoréme 3.52. On a N4(2) = 10, Ng(2) = 20. Sinon, si g n’est pas spécial alors,
Ny(2) =g+ 1+2m.

Si q est spécial alors,

N, (2) = q+2m si {m} > Y5=1
e qg+2m—1 sinon,

ot Uon a noté {x} = x — [z] la partie fractionnaire de x.

Formule explicite de Serre. Avant de passer au genre 3, voyons un raffinement de la borne
de Weil-Serre. Cette amélioration permet notamment a Serre, dans [Ser84|, de trouver de trés
bonnes bornes supérieures pour les valeurs de No(g). Par ailleurs, on verra comment on peut en
déduire une démonstration théoréme de Drinfeld-VIadut que 'on a vu dans la section sur les
excellents codes. On commence par considérer un polyndme trigonométrique pair de coefficient
constant 1,

fO)=1+2 Z a cos(nf),

n>1

pour des coefficients réels a,,, nuls a partir d'un certain rang. On note ensuite ay le nombre de
points de X de degré d de telle sorte que

Zdad = IX(IFq"”-
d|n

Enfin, écrivons ¢q(t) = 3,5, agnt?™ et notons ¢; un réel vérifiant w; = \/ge’% ot w; est défini
en 3.49.

Proposition 3.53 (Formule explicite de Weil-Serre). On a la relation
g
F0;)+ Y daata(1/v/@) = g+ ¢1(v/a) + ¥1(1/ /).

1 d>1

J

Démonstration. Tout d’abord, en dérivant successivement (<>), on obtient la formule bien

connue :
g

X ()l = "+ 1= (W] +37).

j=1
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3.3. Des courbes avec beaucoup de points rationnels.

On inverse 'ordre de sommation dans la deuxiéme somme du membre de gauche (les sommes
sont finies) :

S daatra1/va) = 3 | S daa | el @)™ = 3 al X(F )l (V)™

a>1 n>1 d|n n>=1

B (VRS SO

=1(vD) + (1) +g— Y f(8),

ce qui est la formule annoncée. O

Ensuite, Serre considére le cas particulier ou les coefficients a,, sont choisis positifs et ou f
vérifie f(0) > 0 pour tout # € R. Alors, on a pour tout entier k > 1,

k
(X F )| = Vo (1/v/a) + Y daatba(1/v/@) < g+ 11 (/a),
d=2

qui donne en particulier, pour k =1,
|X(Fy)| < ag+b

pour des constantes a = 1/v1(1/\/q) et b =1+ v1(,/q)/1¥1(1//q) dépendantes uniquement de
g et f. On retrouve par exemple la borne de Weil avec la fonction f(6) =1+ cos#.

Venons-en maintenant a 'application au théoréme de Drinfeld-V1iddut. La derniére inégalité
nous donne, en passant au sup a gauche,

Nqy(9) <a+ 9 .

g g

En prenant la limite supérieure pour g tendant vers linfini, on obtient A(q) < a.
Comme on a maintenant tout choix sur f, du moment (k—1)?
que f > 0 et a, = 0, on peut arriver & une bonne k+ ==

majoration. Pour cela, I'idée est d’utiliser une suite de

fonctions, gx, 2w périodiques qui converge vers le “pic

de Dirac”. Elles sont représentées par la figure ci-contre
et leur développement en séries de Fourier est

30 cos(nd).

0 nm
0B =1+2% 2k(k — 1) (1 — cos (%))
n=1
On a g, > % et a k fixé, ses coefficients sont de 'ordre
O(#) : ainsi, on peut tronquer la série ci-dessus (tout 1
en imposant de conserver au moins, disons, k termes) ' '
pour obtenir un polynéme trigonométrique fi > 0. De - 0 T
plus, son coefficient constant est bien 1 et les autres sont ~ FIGURE 6: La fonction g; complétée
positifs. Notons z/):(tk) la fonction 11 (définie un peu plus par 2m-periodicité.
haut) associée & fj. Si on fixe maintenant un entier M, alors, pour k assez grand, on aura

) /7) > i”: 2k(k — 1)(1 — cos (%))(

n=1

x|

v,

m2n?2
et comme chacun des coefficients tend vers 1 quand k& — oo, on en déduit que

1
A € ——
(@ 27]?:1(\/5)_"

Ceci étant vrai pour tout entier M, on le fait tendre vers I'infini et on obtient A(q) < \/g—1, ce qui
constitue une preuve du théoréme de Drinfeld—V1adut (3.37), utilisant néanmoins les conjectures
de Weil !
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Le genre 3. Le cas g = 3 est bien plus compliqué et est toujours I’objet de recherches & I'heure
actuelle. Un probléme trés naturel qui apparait dans les cas g = 2, 3, est de savoir s’il existe une
constante dépendante de g telle que pour tout ¢,

q+1+2m— Ny(g) < C(g).

Par exemple, les deux théorémes 3.51 et 3.52 nous donnent C(1) = 2 et C(2) = 1 + /5, mais
on ne sait pas montrer l'existence d’une telle constante en genre 3 et encore moins en genre
quelconque! Voyons, sans rentrer dans tous les détails, ce que 'on peut dire du genre 3. On
pourra notamment consulter [LRO7| et [Lau02]. Le principal résultat général en genre 3 qui tente
de répondre a la question précédente est le théoréme suivant énoncé par Lauter :

Théoréme 3.54. Il existe une courbe (projective, lisse et absolument irréductible) de genre 3
sur Fy telle que
|X(Fg)| = (¢ +1)] = 3m -3,

ot m = [2,/q).

Cela répondrait presque a la question de lexistence de C(3), mais le probléme est que 1'on
ne sait pas si la courbe donnée par ce théoréme a le nombre maximal ou minimal de points! A la
différence des courbes elliptiques (ou hyperelliptiques), on ne peut résoudre cette complication
seulement avec une tordue quadratique.

Pour arriver a ce théoréme, on commence par prendre une courbe elliptique E qui posséde
le nombre maximal de points sur le corps F,;. On considére ensuite naturellement la variété
abélienne F x E x E qui posséde beaucoup de points rationnels.

Un exemple trés important de variété abélienne est la jacobienne d’une courbe algébrique :
si on a une courbe de genre g, sa jacobienne est une variété abélienne de dimension g. Ici , pour
g = 3, c’est d’autant plus naturel que ce sont principalement les “seules” variétés abéliennes.
En effet, une variété abélienne de dimension 3 est donnée par sa matrice des périodes, matrice
symétrique 3 x 3 définie positive : ¢’est un ouvert (algébrique) de dimension 6. Une courbe lisse de
genre 3, est donnée par une quartique projective plane, elle-méme définie par (g) = 15 monomes
de degré 4 en trois variables : en quotientant par le groupe linéaire de dimension 9, on obtient
aussi 6 comme dimension.

Supposons maintenant que l'on ait une variété abélienne A ~ Jac(C'). Alors, les valeurs
propres (wy,w1,...,ws,w3) du Frobenius sur A sont les mémes sur Jac(C') et le nombre de
points de C est donné par ¢ + 1 + trFry = ¢+ 1+ > (w; + @;). En effet le numérateur le la
fonction zéta de C n’est autre que 2% Py (1/x) oul P, est le polynéme caractéristique du Frobenius
agissant sur Jac(C).

Malheureusement, ce n’est pas aussi simple que cela. En effet, méme si on a vu que les variétés
abéliennes de dimension 3 et les jacobiennes de courbes lisses de genre 3 ont méme dimension,
cela ne veut pas dire qu'une variété abélienne est nécessairement une jacobienne. Par exemple,
en caractéristique nulle, on peut mentionner un théoréme di a Igusa pour la premiére partie et
Klein pour la seconde.

Théoréme 3.55. Soient K C C et A, une variété abélienne définie par une matrice de Riem-
man' 7. Il existe une forme modulaire? y13 de poids 18 ainsi qu’une fonction S149 telles que
(i) A; est décomposable si x18(T) = Ba40(T) = 0.
(i) A; est la jacobienne d’une courbe hyperelliptique si x15(T7) = 0 et Xaso(T) # 0.
(iii) A, est la jacobienne d’une courbe non hyperelliptique si x15(7) # 0

De plus, si A, ~ Jac(C) ou C est une quartique d’équation Q alors,
x1s(7) = (2m) " Disc(Q)?,

ot Disc(Q) est le résultant multivarié Res(Qx, Qy,Qz) des trois dérivées partielles de Q.

t. La variété abélienne est définie par une matrice des périodes [Q1, Q2] et la matrice de Riemmann associée
est 7 = Q;lﬂl.
. Sur le demi-plan de Siege es matrices symétriques de partie imaginaire définie positive.
Sur le demi-plan de Siegel J7; d tri étri d tie i inaire défini it
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Ainsi, déja en caractéristique nulle, on a des problémes : la variété abélienne E x E X E
est loin d’étre indécomposable comme il le faudrait dans les cas (i) et (44). L’idée pour s’en
sortir est de considérer une variété abélienne isogéne & E x E x E mais qui sera indécomposable.
Néanmoins dans ce cas, la derniére affirmation du théoréme ci-dessus indique que la courbe C
trouvée sera définie sur les corps K seulement si f (3)54 X1s(7) est un carré dans K.

Revenons & la caractéristique positive, ce qui est un peu plus délicat mais souléve les mémes
problémes, & savoir I'indécomposabilité des jacobiennes et la définition sur le corps de base de la
courbe dont la jacobienne sera isogéne a E X F x E. Avant d’énoncer un théoréme di a Serre,
introduisons quelques notions.

On fixe un entier a premier avec la caractéristique p du corps F, et tel que d = a® — 4q
soit négatif : ce sera le discriminant de I’équation caractéristique du Frobenius d’une courbe
elliptique F dont la trace est a. Avec le théoréme 3.51 on peut prendre a = —m ou —m + 1.
On pose R = Z[X]/(X? — aX + q) qui est un ordre (engendré par le Frobenius) dans le corps
quadratique imaginaire Q(\/(j) En fait, on va supposer que c’est I'ordre maximal, c’est-a-dire
Panneau des entiers. (Cette restriction ne pose pas de problémes trop importants, comme on
pourra le voir dans [Lau02]). On note Ab(a,q) la catégorie des variétés abéliennes isogénes sur
F, & un produit de copies de E et Mod(R) la catégorie des R—modules sans torsion de type fini.
Par exemple, Hom(F, A) est un objet de cette catégorie.

Proposition 3.56. Le foncteur T : Ab(a,q) — Mod(R), défini par T(A) = Hom(E, A), est
une équivalence de catégorie. Le foncteur S inverse de T est donné par la variété abélienne
S(L) =L ®RgE que l’on abrégera en Ar.

Munir Ay, d’une polarisation revient exactement a faire de L un R—module hermitien et on
peut énoncer le théoréme suivant :

Théoréme 3.57 (Serre). Une variété abélienne A, principalement polarisée est indécomposable
si et seulement si L est indécomposable comme module hermitien (de discriminant 1).

Ainsi, pour obtenir une variété abélienne A indécomposable, isogéne sur F, & E x E x E,
il faut et il suffit qu’il existe un R—module hermitien indécomposable. Notons que le fait que A
soit seulement isogéne & E x E x E n’a pas d’influence sur le nombre de points : 'isogénie étant
définie sur F,, elle commute avec les Frobenius et les polyndmes caractéristiques sont les mémes.

Un théoréme, énoncé par Hoffmann, régle le cas des modules hermitens indécomposables en
dimension 2 et 3 :

Théoréme 3.58. On rappelle que d est le discriminant de l’anneau R. Alors, il n’existe aucun
R-module hermitien indécomposable de discriminant 1 si

(i) on est en dimension 2 et si d = —3,—4 ou —7.
(ii) on est en dimension 3 et si d = —3,—4,—8 ou —11.
De plus, pour toutes les autres valeurs, il existe de tels modules indécomposables.

Cela ne pose donc pas tant de problémes car il nous “suffit” de faire une étude de quelques
cas particuliers. Par exemple, en dimension 2, on peut vérifier que ces cas correspondent exac-
tement, outre le cas m = 0 mod p, aux discriminants qui apparaissent dans les cas spéciaux du
théoréme 3.52. En dimension 3, c’est ce qui explique, dans le théoréme 3.54, le défaut de 3 par
rapport a la borne de Weil-Serre.

Le probléme vient du lien entre variétés abéliennes indécomposables et jacobiennes de courbes.
L’existence ne pose pas trop de soucis, les complications viennent du fait que la courbe obtenue
n’est pas forcément définie sur IF; mais sur sa cloture. Plus précisément, un théoréme de Torelli
permet de montrer le résultat suivant.

Théoréme 3.59. Soit L un R—module hermitien indécomposable de rang 3. Alors, il existe une
courbe C définie sur F, telle que Jac(C) est isomorphe sur F, a Ap, ou & sa tordue quadratique.
De plus, si C' n’est pas hyperelliptique, les deux cas s’excluent.

On trouve ainsi une courbe de genre 3 dont le nombre de points rationnels sur F, est soit
q+ 1+ 3m soit ¢ + 1 — 3m, ce qui, avec une étude détaillée des cas du théoréme 3.58 en genre
3, conduit a une preuve du théoréme 3.54.

t. En fait, on a équivalence, voir [LRO7].
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