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A mes familles.

Il est en bras de chemise, avec des bretelles mauves [...]. Les bretelles se
votent a peine sur la chemise bleue, elles sont tout effacées, enfouies dans le
bleu, mais c’est de la fausse humilité : en fait, elles ne se laissent pas oublier,
elles m’agacent par leur entétement de moutons, comme si, parties pour
devenir violettes, elles s’étaient arrétées en route sans abandonner leurs
prétentions. On a envie de leur dire : « Allez-y, devenez violettes, et qu’on
n’en parle plus. » Mais non, elles restent en suspens, butées dans leur effort
inachevé. Parfois le bleu qui les entoure glisse sur elles et les recouvre tout a
fait : je reste un instant sans les voir. Mais ce n’est qu’une vague, bientot le
bleu palit par places et je vois réapparaitre des ilots d’un mauve hésitant, qui
s’élargissent, se rejoignent et reconstituent les bretelles.

Jean-Paul SARTRE, La Nausée.
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RESUME

Dans cette these, nous considérons le probleme inverse suivant : supposons que
H est un opérateur pseudodifférentiel elliptique (a priori inconnu) sur une variété
X. De quelles données spectrales avons-nous besoin pour retrouver son symbole
« total », autrement dit H microlocalement au voisinage infinitésimal d’un ensemble
(supposé connu) invariant par la dynamique classique engendrée par son symbole
principal 7

Dans le cas ou cet ensemble est une trajectoire périodique elliptique non-dégénérée
v, nous montrons que le développement de Taylor du symbole total du hamiltonien
quantique dans un systéme de coordonnées locales autour de vy peut étre recons-
truit a partir des contributions de v a la formule des traces de Gutzwiller associée
a une certaine famille d’observables localisées au voisinage de . Nous donnons éga-
lement des résultats analogues dans le cas ou I’ensemble invariant est un minimum
non-dégénéré du symbole principal de H. Nous nous intéressons finalement au cas
particulier du précédent ou il est su a priori que le hamiltonien est un opérateur de
Schrodinger, et a des analogues classiques de nos résultats.

Mots-clés : Formule des traces de Gutzwiller, forme normale de Birkhoff, ana-
lyse semiclassique, trajectoire périodique elliptique non-dégénérée, fond de puits,
opérateur de Schrodinger, problemes inverses.

ABSTRACT

In this thesis, we consider the following inverse problem : let us assume that
H is an elliptic semiclassical pseudodifferential operateur on a manifold X (a priori
unknown). What spectral data do we need in order to recover its “total” symbol,
namely H microlocally in formal neighborhood of a (known) set which is invariant
by the classical dynamics generated by its principal symbol ?

In the case where this set is an elliptic nondegenerate periodic trajectory v, we
show that the Taylor series of the total symbol of the quantum Hamiltonian in a
system of local coordinates near v can be recovered from the contributions of
to the Gutzwiller trace formula with observable associated to certain families of
observables localized near y. We also give some analog results in the case where the
invariant set is a non-degenerate minimum of the principal symbol of H. We are
finally interested in the special case of the preceeding where it is known a priori that
the Hamiltonian is a Schrodinger operator, and in classical analogs of our results.

Keywords: Gutzwiller trace formula, Birkhoff normal form, semiclassical anal-
ysis, non-degenerate periodic elliptic trajectory, bottom of the well, Schrodinger
operator, inverse problems.
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INTRODUCTION

Dans I'introduction de son article [Kel76], J.B. Keller donne une définition des
problemes inverses par opposition aux problémes directs :

We call two problems inverses of one another if the formulation of
each involves all or part of the solution of the other. Often, for historical
reasons, one of the two problems has been studied extensively for some
time, while the other is newer and not so well understood. In such cases,
the former is called the direct problem, while the latter is called the
inverse problem.

Il en donne ensuite onze exemples, avec beaucoup d’humour pour les trois pre-
miers dans lesquels il définit un probléme inverse comme celui de trouver la question
a une réponse donnée telle que : « Nine W » E] Il donne également ’exemple de 'inter-
polation de Lagrange (le probléme direct étant I’évaluation d’un polyndme), trouver
un polynéme connaissant ses racines (le probleme direct étant celui de trouver les ra-
cines d’un polynéme donné), ou enfin celui de trouver une matrice symétrique réelle
connaissant ses valeurs propres. La définition donnée par J.B. Keller est sujette a
interprétation. En physique, dont bon nombre de problemes inverses proviennent,
elle s’interpréte de la maniere suivante : le probleme inverse consiste a retrouver les
causes a partir des effets.

Un des problemes inverses les plus célebres est probablement celui que se pose M.
Kac dans son article « Can one hear the shape of a drum ? »([Kac66]) : étant donné
le spectre du laplacien sur un domaine plan €2 borné a bord lisse avec une condition
de Dirichlet au bord (correspondant aux fréquences propres de vibration du tam-
bour), peut-on connaitre, a isométrie pres, le domaine 2 (la forme du tambour) ?
Plus généralement, le spectre d’'un laplacien sur une variété riemannienne (M, g)
détermine-t-il, & isométrie pres, la variété (M, g)? Le probléme direct est connu :
si deux variétés sont isométriques, elles sont isospectrales. La réponse au probleme
inverse est négative en général, comme I’a prouvé J. Milnor dans [Mil64] en exhibant
une paire de tores plats de dimension 16, isospectraux mais non isométriques. Le
premier contre-exemple en dimension 2 apparait, lui, dans [GWW092]. En revanche,
on peut par exemple entendre laire (via la formule de Weyl) et d’autres caractéris-
tiques géométriques d’un tambour. S. Zelditch prouve également dans [Zel00] que
la réponse au probleme de Kac est positive dans le cas de domaines plans sous des
conditions de régularité et de symétrie.

1. La question qu’il propose est : « Do you spell your name with a "V", Herr Wagner ? »
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Dans cette these, nous étudierons le probléme inverse suivant : supposons que
H est un opérateur pseudodifférentiel elliptique (a priori inconnu) sur une variété
X. De quelles données spectrales avons-nous besoin pour retrouver son symbole
« total », autrement dit H microlocalement au voisinage infinitésimal d’un ensemble
(supposé connu) invariant par la dynamique classique engendrée par son symbole
principal ?

Dans le cas ou cet ensemble est une trajectoire périodique elliptique non-dégénérée
~v d’énergie F, si I'on suppose pour simplifier les énoncés que les périodes [T, | € Z*,
des itérées de y sont isolées et que I'on choisit des fonctions ¢; telles que le support
de ggl ne contient que la période [T, on sait que le développement semiclassique
—donné par la formule des traces de Gutzwiller [Gut71] — des traces de ¢ (H—gE
pour [ € Z* détermine la forme normale de Birkhoff associée a H(x, hD,, h) au voi-
sinage de v (voir [ISZ02, [GP10]). Dans le cas ou ’ensemble invariant est un fond de
puits m d’énergie F, on a un résultat analogue, ou la forme normale de Birkhoff est
déterminée par le spectre du hamiltonien dans l'intervalle [E, E + h'=?] (ot a > 0
peut étre choisi quelconque, voir [GPUOT]).

Le but de cette these est la détermination du symbole de H lui-méme, et non
plus seulement de sa forme normale de Birkhoff, dans un voisinage infinitésimal de
I'ensemble invariant (y ou m) considéré dans les deux cas précédents.

Puisque les coefficients de la formule des traces de Gutzwiller dans le cas d’une
trajectoire périodique et le bas du spectre dans le cas d’un fond de puits sont inva-
riants par conjugaison par un opérateur microlocalement unitaire, il est nécessaire
de supposer connue plus d’information spectrale que précédemment. Dans le cas ou
I'invariant v est une trajectoire périodique elliptique non-dégénérée, on se donne les
coefficients de la formule des traces semiclassique avec observables :

Tr (Ahgzﬁ (H - E)) _ fﬂ (AR + O(R) (%)

k=—

On montre que le développement de Fourier-Taylor du symbole total du hamiltonien
dans un systéme de coordonnées locales (z,t,&,7) € U C T*(R™ x S!') au voisinage
de la trajectoire (alors identifiée au cercle S') jusqu’a un certain ordre N — que I'on
définira par la suite — peut étre reconstruit a partir de la donnée des coefficients de
la formule des traces associée a une certaine famille d’observables. Le cardinal
de cette famille est équivalent, quand N tend vers +o00 et a constante multiplicative
pres, a N™. Ce cardinal est a comparer a la dimension de 'espace des fonctions
polynomiales de degré au plus N en (z, £, 7) dont les coefficients sont des polynomes
trigonométriques de degré au plus N, qui est équivalente, quand N tend vers +oo
et & constante multiplicative pres, & N?"*! : la réduction du nombre d’observables
nécessaires a la reconstruction du symbole du hamiltonien provient du fait que ce
dernier est conjugué a sa forme normale de Birkhoff par un symplectomorphisme,
et non pas un difféomorphisme quelconque.

On montre également que la contribution principale de la trajectoire périodique
a la formule des traces associée a une famille finie d’observables permet de re-
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construire explicitement, non plus seulement les angles de Poincaré modulo 27 mais
un systeme de coordonnées de Fermi, 7.e. un systéme de coordonnées symplectiques
locales (x,t,&,7) dans lequel la trajectoire s’écrit v(t) = (0,¢,0,0) et le symbole
principal ¢,(H) du hamiltonien s’écrit :

n 2 9
0p<H)(33,t,f,'r) = E_'_Zeixl ;‘@
=1

#7140 ((I@ O +I7)2)

On donne également des résultats analogues dans le cas d'un fond de puits.

Remarquons que l'information nécessaire ne requiert pas la connaissance des
vecteurs propres (1;5); mais seulement des éléments de matrice diagonaux — qui
sont déterminés par les coefficients de la formule des traces dans le cas d’une
trajectoire périodique elliptique — associés a une famille d’observables, ces éléments
de matrice correspondant physiquement a la valeur moyenne des résultats d’une
mesure.

Notons que I'on donne également des analogues classiques de ces résultats dans
la partie [5.4]

Rappelons que dans le cas ot I’on sait a priori que le hamiltonien est un opérateur
de Schrodinger, V. Guillemin et A. Uribe ont montré dans [GUO7| que le dévelop-
pement de Taylor a tout ordre du potentiel est déterminé par la forme normale de
Birkhoff classique si ce dernier vérifie une hypothese de symétrie. Dans [CdVG11],
Y. Colin de Verdiere et V. Guillemin prouvent qu’en dimension 1, il est possible de
déterminer le potentiel a partir de la forme normale de Birkhoff quantique sous des
hypothéses génériques, affaiblies par le premier auteur dans [CAV11].

Dans cette these, on montre que le développement de Taylor a tout ordre du po-
tentiel peut étre reconstruit, sans les hypotheses génériques des résultats de [CdVG11]
CdV11] et en dimension finie quelconque, a partir d’éléments de matrices diagonaux
associés a une famille finie d’observables. On montre également que le résultat de
V. Guillemin et A. Uribe est optimal : il est impossible de déterminer le potentiel
uniquement a partir de la forme normale de Birkhoff classique sans cette hypothese
de symétrie.

Plan de la these

Chapitre (1| : Rappels et définitions

Dans cette partie, on rappelle quelques définitions et propriétés nécessaires aux
chapitres suivants. On y fixe également quelques notations.

Chapitre 2| : Forme normale de Birkhoff

Dans chacune des parties de ce chapitre, les constructions sont faites dans les
deux cas suivants : au voisinage d’une trajectoire périodique elliptique non-dégénérée
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et au voisinage d'un fond de puits (minimum non-dégénéré avec une condition de
non-résonance)

Dans la partie 2.2, on construit un systeme de coordonnées de Fermi, c¢’est-a-
dire un systeme de coordonnées symplectiques locales dans lequel le hamiltonien
s’écrit comme une somme d’oscillateurs harmoniques (plus une partie linéaire en la
variable transverse a la surface d’énergie dans le cas d'une trajectoire périodique) :
c’est la premiere étape de la réduction a la forme normale de Birkhoff. On y consi-
dere également le cas particulier du symbole d’un opérateur de Schrodinger, pour
lequel la reconstruction la partie quadratique du potentiel requerra moins de données
spectrales que dans le cas général.

La partie [2.3| est I'occasion d’introduire quelques notations et objets qui nous
seront utiles tout au long de cette these. On y présente ensuite une construction de
la forme normale de Birkhoff quantique.

Dans la partie [2.4] on présente une construction purement classique de la forme
normale de Birkhoff, puis le lien entre cette derniére et la construction précédente.

Enfin, dans la partie 2.5, on montre I'unicité de la forme normale de Birkhoff
classique d’un hamiltonien modulo certaines relations d’équivalence.

Sans étre nouvelles, la construction des coordonnées de Fermi dans le cas d’une
trajectoire périodique elliptique non-dégénérée (inspirée par [Zel97]) et la preuve (di-
recte) de l'unicité de forme normale de Birkhoff sont rarement trouvées dans la
littérature.

Chapitre 3| : Formules des traces

Dans ce chapitre, apres présentation de quelques notions préliminaires, on donne
une interprétation de la formule sommatoire de Poisson comme formule des traces
dans deux cas particuliers. On donne ensuite les énoncés de la formule des traces de
Gutzwiller avec et sans observable, avant de présenter un calcul explicite de tous les
coefficients de ce développement asymptotique dans la limite semiclassique a 'aide
de la forme normale de Birkhoff quantique.

Chapitre (4| : Problémes inverses

Dans le Chapitre [4], on présente d’abord les principaux résultats obtenus pendant
cette these. Ceux-ci ont fait I'objet d’une prépublication avec Thierry Paul, [HP12],
reproduite a 'identique dans le Chapitre [5]

Dans le reste de ce chapitre (partie , on présente un résultat de V. Guillemin
et A. Uribe [GUQT], selon lequel le développement de Taylor & tout ordre du potentiel
vérifiant une hypothese de symétrie d’un opérateur de Schrodinger est déterminé
par la forme normale de Birkhoff classique de ce dernier. On montre ensuite que ce
résultat est optimal, 7.e. qu’il est impossible de déterminer le potentiel uniquement
a partir de la forme normale de Birkhoff classique sans cette hypothese de symétrie.
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Comme annoncé dans l'introduction, on se donne dans [HP12] plus de données
spectrales pour déterminer cette fois-ci tout le développement de Taylor du symbole
total du hamiltonien dans un systéeme de coordonnées locales, et non plus seulement
sa forme normale de Birkhoff quantique, dans les trois cas suivants :

Cas 1. au voisinage d’une trajectoire elliptique non-dégénérée ~.

Cas 2. au voisinage d’'un minimum m non-dégénéré (avec une condition de non-
résonance).

Cas 3. au voisinage d’'un minimum m non-dégénéré (avec une condition de non-
résonance) dans le cas particulier ou le hamiltonien est un opérateur de
Schrodinger.

Dans chacun des trois cas suivants, on a séparé la détermination locale du hamilto-
nien (résultats [C] ci-dessous) en deux résultats intermédiaires (résultats [A] et [B]).

Résultats A. Dans le cas[I] les premiers coefficients de la formule des traces associée
a une famille (finie) d’observables vérifiant des propriétés algébriques
au voisinage de vy permettent de reconstruire explicitement un systéme
de coordonnées de Fermi. Dans les cas[2]et3] le systéme de coordonnées
de Fermi est reconstruit a partir du bas du spectre et d’éléments de
matrice diagonaux d’une famille (finie) d’observables relativement aux
vecteurs propres associés. Ces résultats sont énoncés précisément dans
les Théoremes [5.1.3], [5.1.7 et [5.1.10]

Résultats B. Dans le cas [I} les coefficients de la formule des traces associés a une
famille d’observables définie dans un systeme de coordonnées de Fermi
(non nécessairement celui construit en permettent de reconstruire
explicitement le développement de Taylor du symbole total du hamil-
tonien exprimé dans ce méme systeéme de coordonnées de Fermi. Dans
les cas[2] et [3] ce développement de Taylor est reconstruit a partir du
bas du spectre et d’éléments de matrice diagonaux relativement aux
vecteurs propres associés. Dans le cas (3| la famille d’observables est
finie. Ces résultats sont énoncés précisément dans les Théorémes[5.1.4]

b.I8 et BITII

Résultats C. La combinaison des résultats [A] et [B] permet d’obtenir le résultat an-
nonceé : le développement de Taylor du symbole total du hamiltonien
est déterminé a ’aide des données spectrales ci-dessus. C’est le contenu

des Corollaires [5.1.5] [5.1.9 et [5.1.12]

Enfin, on donne des analogues classiques de ces résultats dans la partie [5.4]

Chapitre 5/ : Recovering the Hamiltonian from spectral data

Ce chapitre est une reproduction a l'identique de la prépublication [HP12].






CHAPITRE 1

RAPPELS ET DEFINITIONS

Dans cette partie, on rappelle brievement quelques définitions et propriétés néces-
saires aux chapitres suivants. On y fixe également quelques notations. Pour plus de
détails sur la mécanique classique, on pourra par exemple consulter [AMT78| [Arn89,
MZ05]. En ce qui concerne 'analyse semiclassique, [Rob87, [DS99, [Mar01], la théo-
rie spectrale [RS75] et pour une introduction aux opérateurs pseudodifférentiels
(en théorie homogene) [Hor90, [Shu87, [AGI1]. Finalement, [CAV93, [Pau97, VuNOG,
Lab09] proposent un panorama de ces notions.

1.1 Dynamique d’un systeme hamiltonien

1.1.1 Meécanique classique

En physique newtonienne, le mouvement d’une particule de 'espace est décrit
par le couple de sa position et de son impulsion (p,q) € R® x R3. Son mouvement
au cours du temps ¢t € R est décrit par I'équation de Hamilton :

{q'(t) = S(p(t)
t

plt) = —9(p( (L11)

ot H € C®(R® R) est le hamiltonien du systeme, et H(q,p) est 1'énergie de la
particule en (g, p). Celle-ci est conservée au cours du temps.

Plus généralement, les champs de vecteurs hamiltoniens sur des variétés sym-
plectiques offrent le cadre naturel d’un tel systeme, comme on le verra dans la suite

(voir Remarque [1.1.15)).

1.1.2 Variétés symplectiques

Définition 1.1.1. Une variété symplectique (M,w) est une variété différentielle
munie d'une 2-forme différentielle w fermée et non-dégénérée, ou 2-forme symplec-
tique.

Remarque 1.1.2. La dimension de chaque composante connexe de M est néces-
sairement paire, puisqu’'une forme bilinéaire alternée est dégénérée en dimension
impaire.
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Définition 1.1.3. Soient (M,w) et (M’ ') deux variétés symplectiques, et ¢ :
M — M’ un difféomorphisme. Alors on dit ¢ est un symplectomorphisme si et
seulement si p*w’ = w, i.e. si et seulement si :

Vo e M, Y(u,v) € T,M, Wi, (dpe(u),dp.(v)) = wlu,v) (1.1.2)

La définition d'un symplectomorphisme est une propriété globale : un difféo-
morphisme est une bijection. Cependant, par le théoreme d’inversion locale, une
application différentiable ¢ dont la différentielle est inversible en un point x est un
difféomorphisme local : il existe un voisinage U de x dont I'image est ouverte, et ¢
restreinte a U et corestreinte a o(U) est un difféomorphisme. Si de plus ¢ vérifie la
propriété sur U, on dit que ¢ est un symplectomorphisme local.

Proposition 1.1.4. Soit U une variété différentielle. Alors T*U est muni canoni-
quement (i.e. indépendamment du choiz de cartes locales) d’une 2-forme symplec-
tique w définie par :

V(z, &) € T'U, V(u,v) € To(T™U) = Tl x (T,U)", wiag(u,v) = (u,v) = (v, u)
ot (-,-) est le crochet de dualité.

Silf et V sont deux variétés, on peut associer a tout difféomorphisme u : U — V
un symplectomorphisme :

Proposition 1.1.5. L’application ¢, définie par :

b TU = TV
(@8 = (u(@), duiTH(E))

est un symplectomorphisme.

(1.1.3)

Démonstration de la Proposition[1.1.5. ¢, est un difféomorphisme car u en est un.

Soient w! et w? les formes symplectiques canoniquement associées & T*U et TV, et
soit (z,&) € T*U. Soient enfin (f, f*) et (g, g*) deux éléments de T, U x (T,U)*.

(630”)we) (£ £7),(9,97)) = Wi wg) (dBuiia) (f ), dugay (9, 97))

= (du;™(9"), dua(f)) = (e, (), dual9)) g 4 4
= (g* =9
= ((f,f) (9,97))

Finalement, ¢, est bien un symplectomorphisme. O]

Proposition 1.1.6. R?" est muni d’une structure de variété symplectique par la
2-forme w définie par :

V(2,8) e R" x R* =R™, wi e =Y dz; Ad§; (1.1.5)
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Remarque 1.1.7. Comme w(,¢) ne dépend pas de (z,&), on écrit simplement w
pour Wz.e).

Remarque 1.1.8. L’identification R*" ~ T*(R™) est un symplectomorphisme : dans
toute cette these, on écrit souvent 7*(R™) au lieu de (R*", w).

Ces deux exemples (qui n’en forment qu'un dans le cas U = R" d’apres la
remarque précédente) décrivent toute variété symplectique localement. Plus préci-
sément, on a le théoreme suivant :

Théoréme 1.1.9 (Darboux). Toute variété symplectique (M,w™) est localement
symplectomorphe a (R*™ w).

Autrement dit, si z € M, il existe un symplectomorphisme ¢ : 4 — V d’'un
voisinage U C R?" de 0 sur un voisinage V C M de z, tel que w™ = p*w.

Le systeme de coordonnées locales définies par ¢ au voisinage de x est appelé un
systeme de coordonnées de Darboux centré en x.

1.1.3 Flot hamiltonien
Soient (M, w) une variété symplectique de classe C*, et H € C*°(M,R).

Remarque 1.1.10. Dans cette partie, on pourrait faire des hypotheses de régula-
rité moins fortes. Cependant, dans les chapitres qui suivent (et notamment dans la
construction de la forme normale de Birkhoff), ce sont celles que 'on fera. On ne
cherche donc pas a exposer les rappels avec des hypotheses minimales.

Définition-proposition 1.1.11. On définit de maniére unique un champ de vec-
teurs par la relation :

VYm e M, wn(xa(m), ) =dnH (1.1.6)

On dit alors que yp est le champ de vecteurs hamiltonien associé a H. Dans un
systéme de coordonnées de Darboux (z,€) centré en m € M, on a :

B z”: O0H 0 0H 0
X = 0&; Oz Ox; 0&;

i=1

(1.1.7)

Par application du théoréme de Cauchy-Lipschitz dans un systeme de coordon-
nées locales, on obtient :

Définition-proposition 1.1.12. Soit m € M. Il existe une unique solution maxi-
male du systeme : '
®!(m) = xu (9'(m))
{ BO(m) = m (1.1.8)

En notant I, Uintervalle (ouvert) de définition de t — ®'(m), alors pour tout
m € M, il existe ¢ > 0 et U C M un voisinage de m, tels que pour tout m’ € U,
| —€,€[C L.
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En notant V = U {m} x I, C M x R, on appelle flot hamiltonien engendré
meM

par H Dapplication V 3 (m,t) — ®'(m). De plus, V est ouvert et le flot y est de
classe C*.
En dérivant le membre de gauche de I’équation suivante, on obtient :

Vt € In, Ho®'(m) = H(m). (1.1.9)

On dit que H est le hamiltonien du systeme ((1.1.8)), et on appelle énergie de m (ou
de la trajectoire ¢ — ®*(m)) le réel H(m).

On a également, pour £ € R, une condition suffisante de complétude du flot
sur la surface d’énergie X = H~'(E) (conséquence du théoréme de sortie de tout
compact, voir par exemple [AMTS], chapitre 2) :

Proposition 1.1.13. Soit E € R. Si X est compacte, alors pour tout m € Xg,
I, =R, ie. Uapplication (m,t) — ®'(m) est définie sur tout Xp X R.

Remarque 1.1.14. On écrira parfois exp yz pour le flot & temps 1 : .

Remarque 1.1.15. Dans le cas ot M = R, et en notant ®'(m) = (q(t), p(t)),
on retrouve le systeéme L’équation s'interprete comme la conservation
de I’énergie d'une particule libre. Dans le cas ou la particule est dans un champ de
potentiel V| on retrouve I’énergie mécanique :

P
§+V(q) (1.1.10)

La justification du fait que le cadre naturel pour I’étude de la mécanique classique
se trouve ci-dessous.

H(q,p) =

Soient (M7, w;) et (Ms,ws) deux variétés symplectiques, H € C*(May, R), ® le
flot hamiltonien engendré par H, ¢ : M; — My un difféomorphisme.
On définit un champ de vecteurs ¢*x g sur M par la relation :

Vm € My, v*xu(m) = (dm)  xa (@ (m)) (1.1.11)

Pour m € My, on notant I,,, 'intervalle d’existence de ¢t — ®*(¢»(m)), on pose pour
t €I, :¥(m) =1y od ory(m). Alors ¥ est définie sur un ouvert de M; x R et
ona:
Wt (m) = datopqm) (V") (B 0 1(2))

= (dy-roptonm®?) " (xu (P 0 (2)))

= (dur )™ (xar (¥ 0 ¥(2)))

= U"xm(¥'(2))
En toute généralité, le champ de vecteurs V" yy n’est pas nécessairement hamilto-
nien. Cependant, le théoreme suivant nous dit alors que les symplectomorphismes

sont exactement les difféomorphismes 1 qui envoient le flot hamiltonien engendré
par toute fonction H sur celui engendré par H o ¢ :

(1.1.12)
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Théoréme 1.1.16 ([AMT8]). Soient (My,wi) et (Mo, wq) deux variétés symplec-
tiques, et Y : My — My un difféomorphisme. Alors 1 est un symplectomorphisme
st et seulement si :

VH € C*(M3,R), ¥"Xn = Xuoy (1.1.13)

Finissons cette partie par une définition :

Définition 1.1.17. On dit qu'un réel E est une valeur réguliere de H si Xp # () et
pour tout m € g, m est un point régulier : dH,, # 0.

Remarque 1.1.18. En particulier, Y est sous-variété de M de dimension 2n + 1.
Physiquement, cela signifie qu’il n’existe pas de point d’équilibre dans la surface
d’énergie Y, i.e. qu’il n’existe pas de point dans X g invariant par le flot.

1.1.4 Trajectoires périodiques d’un systeme hamiltonien

Dans cette partie, on commence par introduire la notion d’application de Poin-
caré, outil essentiel a I’étude des trajectoires au voisinage d’une trajectoire pério-
dique (partie[1.1.4.a)), et plus particuliérement celle d’application de premier retour,
unique a conjugaison symplectique locale pres. Dans la partie [I.1.4.D] on définit les
trajectoires périodiques non dégénérées de période T', et on fait le lien entre le flot
linéarisé a temps T et 'application de Poincaré linéarisée. Apres une étude géné-
rale de la réduction des matrices symplectiques (partie , on introduit un des
objets principaux d’étude dans cette these : les trajectoires périodiques elliptiques
non-dégénérées (partie [1.1.4.d).

Dans toute cette partie, on adopte les notations suivantes : soient (M, w) une
variété symplectique de dimension 2n + 2 et H € C*(M,R). Soit E une valeur
réguliere de H. On suppose qu’il existe 6F > 0 tel que H™ ' ([E — dE, E + §E]) est
CompacteE] si bien que le flot hamiltonien ®! associé & H est défini pour tout temps
t € R sur un voisinage de .

Soit enfin v : R — M une trajectoire périodique du systeme hamiltonien associé
a H, de plus petite période (ou période primitive) T > 0 et d’énergie E.

1.1.4.a Application de Poincaré

Pour cette partie, ainsi que pour la suivante, on s’est inspiré de [AM78], MZ05].

Définition 1.1.19 (Section et application de Poincaré). On appelle section de Poin-
caré Y une sous-variété symplectique de dimension 2n contenue dans X et partout
transverse a xg. Si m € v (on confond «y et v(R)), et ¥ est une section de Poincaré
passant par m, on appelle application de Poincaré P,, un difféomorphisme d’un voi-
sinage U C ¥ de m sur son image tel que P,,(m) = m et pour tout z € U, P,(z)
est sur la méme trajectoire que z.

1. C’est le cas notamment si M est compacte ou plus généralement si H est une application
propre, i.e. 'image réciproque de tout compact de R est un compact de M.
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Remarquons que si l'on établit 'existence d'une application de Poincaré P définie
sur U, alors on a la propriété remarquable suivante, due au caractére autonome de
notre systeme hamiltonien :

Proposition 1.1.20. Soit z € U, alors z est un point périodique du flot hamiltonien
engendré par H si z est un point fize de P.

Pour obtenir une équivalence dans la proposition précédente, on s’intéresse alors
plus particulierement aux applications de premier retour :

Proposition 1.1.21. Soient ®' le flot hamiltonien da temps t € R engendré par
H, m € ~, et ¥ une section de Poincaré passant par m. Alors pour tout z € X,
Uensemble T, = {t > 0 | ®(2) € X} est discret. On peut donc définir le temps de
premier retour de z : 7(2) = min T, (7(z) = 400 si T, =0).

Démonstration de la Proposition[I.1.21. Soit z € U. ¥ est transverse a xpg en z,
donc si t € T, il existe € > 0, tel que pour tout 7 €|t — €,t + €[, D7(2) & 3. T, est
donc bien une partie discrete de R. O

Le théoréme suivant (dont la démonstration est donnée plus bas) donne ’exis-
tence et 1'unicité d’une application de premier retour associée a v :

Théoréme 1.1.22. Soient m € v et ®* le flot hamiltonien d temps t € R engendré
par H. Il existe une application de premier retour définie localement autour de m.
Plus précisément, il existe un voisinage V C M de m, une section de Poincaré
> C V contenant m dans son intérieur, un voisinage d C X de m et une application
lisse T : U — R, telle que T(m) =T et telle que pour tout z € U, T(z) est le temps
de premier retour de z. L’application de premier retour P,, est alors définie sur U
par :
P(z) = dT3)(2).

De plus, l'application de premier retour est un symplectomorphisme, unique au sens
sutvant : un changement de point m € ~v ou de section de Poincaré ne change P,,
qu’a conjugaison par un symplectomorphisme local prés. Lorsque cela ne préte pas a
confusion, on le notera P,, sans référence au point m ni a une section de Poincaré.

On a aussitot le corollaire suivant :

Corollaire 1.1.23. Soit P, une application de premier retour. Alors sa différen-
tielle, [’application de premier retour linéarisée, est un symplectomorphisme linéaire,
unique a conjugaison symplectique prés. En particulier, son spectre est bien défini
(i.e. ne dépend pas du choix du point m € v ni d’une section de Poincaré).

Remarque 1.1.24 (CONVENTION). Une application de premier retour est une ap-
plication de Poincaré (au sens de la Définition . Si v est une trajectoire pé-
riodique de période T' > 0, on note 7% > 0 sa période primitive. Il existe N > 1,
tel que T'= NT*. On appelle application de Poincaré associée & v I'application P,iv
(définie sur un ouvert Uy — construit comme dans la preuve du Corollaire -
tel que P, est définie sur Uy pour tout i € [1, N — 1], P! (Un) C Un).
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Le corollaire suivant, dont la preuve est donnée a la fin de cette partie, donne la
réciproque voulue a la Proposition [1.1.20] :

Corollaire 1.1.25. Soient m € v, ¥ une section de Poincaré locale contenant m et
P, U C X — X une application de premier retour . Soient N € N* et € €]0, g[
Alors il existe un ouvert Uy C X contenant m tel que :

(i) Un . nintersecte aucune trajectoire périodique de période dans Dy, ot :

Dy =)0, (N + 1)T — €[\ CJ]iT—E,iT-f—E[ (1.1.14)

=1

(ii) P, ..., PY sont bien définies sur Uy .

(iii) Pour i € [1,N], z € Uy, est périodique de période dans |iT — €,iT + €[ si et
seulement si z est un point five de Pt .

Avant de prouver le Théoreme [1.1.22] énoncons le théoreme suivant :

Théoréme 1.1.26 ([MZ05]). Soit m € M tel que dH,, # 0. Alors il existe un
voisinage ¥V C M de m et un systéme de coordonnées de Darboux centré en m,
(x,€) €V, tel que :

V(z,&) €V, H(x,&) = H(m) + & (1.1.15)

Remarque 1.1.27. Le Théoréme fournit un premier exemple de forme nor-
male. Au voisinage d’un point régulier, il existe un unique hamiltonien a symplecto-
morphisme local pres. Ce ne sera plus le cas au voisinage d'un point critique (partie
ni au voisinage d’une trajectoire périodique d’énergie réguliere (partie [2.2.3)).

Démonstration du Théoréme[L.1.26. Quitte & faire un changement de variable li-
néaire symplectique sur un systéme de coordonnées de Darboux, on peut supposer
qu’il existe un voisinage V C M de m et un systeme de coordonnées de Darboux
centré en m : (z,£) € V tel que :

H(x,&) = H(m) + & + O(||(z, )% (1.1.16)

V est un ouvert contenant m, donc il existe € tel que V contient le pavé ouvert
V. =| — ¢, 6[2". Dans toute la suite, on remplace V par ce pavé V.. %LI(O, 0) =1,
donc d’apres le théoreme des fonctions implicites, il existe une fonction f définie sur
un ouvert U C V N {x; = 0} contenant m = (0,0) telle que f(U) C] — €, €[ et :

H(0,2, f(2',€),£) =& (1.1.17)

ou 'on a noté, comme dans toute la suite, ' = (xq,...,2,), & = (&, ..., &).

2. 1l s’agit ici d’'un abus de notation : les coordonnées de Darboux sont définies via un sym-
plectomorphisme v d’un voisinage W de 0 dans R?" (muni de sa structure symplectique standard)
sur V. Cette inclusion s’exprime en réalité dans les coordonnées de Darboux : | — €, e[**C W.
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Quitte a restreindre V' a nouveau, on peut supposer (toujours avec le méme abus
de notation) que V =| — €, ¢[xU et on définit un difféomorphisme local ¢ par la
relation :

V(z,8) eV, o(x,§) = d™(0,4', f(a',€),£) (1.1.18)
On a pour tout (z,£) € V et pour tous (u,v) € Tz oV :

d(p(x,é) (u7 U) = U1XH<§0(JZ, g)) + d¢gp(0 x’,£) (07 ula df(x’,f) (Ul, U)7 U/) (]-]-]-9)
D’apres (1.1.17)) et parce que le flot conserve ’énergie :

w<ﬂ( ( ( ( §)> q)ﬂﬁlo x! £ (07 ulv df(x’,&) (U’,7 U)a U,))
= dHcp (x,6) (d(pf;l(o x €) (07 u' ) df(z/,ﬁ) (’LL/, U)a /U,))

- dH(p(O’II’S)((O’ u ) df@/af) (ula U), U/))

:’Ul

(1.1.20)

Comme ®*' est un symplectomorphisme, on a pour tous (uy,v1), (uz, v2) € T(ze)V :

wgp(m,&) (dq)zl(()@’,g) (Oa u/17 df($’,£) (ullﬁ Ul)? UIl)? dq)f;l(o,x/,g) (07 UIQ’ df(x/,@ (ul27 UQ)’ Ué))
= W@(O,x’,g)((o, u/17 df($’7§)<ulla Ul)? Ui)? (07 u/27 df(ﬂC’,{) (u/27 UQ)J Ué))

= W@(O,x’,é)«()a u/b 07 Ui)v (07 ul27 07 Ué))

=D u1;vaj — Uzjvyy

(1.1.21)

En regroupant (|1.1.20)) et (1.1.21]) :

W) ((ur, 1), (ug, va))
=Wy (2,6) (AP () (U1, V1), dp(a ) (U2, v2))
=We(a,¢) (W11Xa (P(2,€)), APl 11 (0, u), dfiar ¢ (U, v2), v5))
HWe(eg) (U Xm (2, €)), ALl 11 ¢ (0, U, df o 6) (), 02), v3))
Wz, 5)(0@I 0,2',€) (O Ul’df(:r 5)(“1’1)1) 1), dq)zl(o,x/,g)(oauéadf(x’,é‘) (uy,va),v5))

- Z UyjU25 — U25V14

:w(x,g)((ul, Ul)a (u27 U2))
(1.1.22)

Finalement, ¢ est un symplectomorphisme et :

V(z,8) €V, Hop(x,&) = H(0,2, f(2',£),8) =& (1.1.23)



1.1. DYNAMIQUE D’UN SYSTEME HAMILTONIEN 27

Démonstration du Théoréme[L.1.22. E est une valeur réguliére de H, donc dH,, #
0. D’apres le Théoreme [1.1.26] il existe un voisinage )V C M de m et un systeme de
coordonnées de Darboux centré en m, (z,£) € V, tel que :

V(z,6) €V, H(z, &) = E+& (1.1.24)

V est un ouvert contenant m, donc il existe € tel que V contient le pavé ouvert
V. =| —¢, 6[2”E|. Dans toute la suite, on remplace V par ce pavé V..

La sous-variété définie sur V par ¥ = {x; = & = 0} C Xg est partout transverse
au champ de vecteurs xygy et xg = 8%1 sur V. Soit i : ¥ — M l'injection canonique.
Alors dwyy, = d(i*w) = 7*(dw) = 0, donc wyy, est bien fermée. De plus, soient z € ¥
et u € T,X. w, est non-dégénérée donc il existe v € T, M tel que : w,(u,v) # 0.
Or T.X NT, X+ = {0}, donc T.X & 1.5+ = T, M. Soit alors (vi,v5) € T3 x T3+
tel que : v = vy +v2. On a w,(u,v1) = w.(u,v) # 0. Finalement, w5, est bien non-
dégénérée, et X est donc une sous-variété symplectique de M, de dimension 2n et
partout transverse a yg : c¢’est une section de Poincaré.

®T est continu, donc V = (®7)~1(V)NV est un voisinage de m tel que 7 (V) C V.
Soient alors U = VN Y et z € U. T(2) € VN U, done s'écrit (z,0,'). Par
conséquent, pour tout t € [—|zy|,|x1|]] C] — €, €[, DT (2) reste dans V et s'écrit
(x1+1t,2,0,&).

Soit maintenant ¢ 1’application définie sur V par : ¢o(x,§) = x4, et T' application
définie sur U par : T(z) = —x; = —p(®T(2)). T : U — R est lisse car ¢ et 7T le
sont, et pour tout z € U, ®T*)(z) € . De plus, ®T(m) = m donc T(m) = T.

L’ensemble des temps de retour de m est discret d’apres la Proposition [1.1.21],
donc quitte a resteindre U, on peut supposer que 7'(m) est le temps de premier

retour de m. Comme xg = 8%1 sur V, on a :

Vzel, 7(z) #T(z) = 7(z) <T(z) —e. (1.1.25)
ou € a été choisi au début de la présente preuve. Supposons qu’il existe une suite
(2n)nen d’éléments de U telle que z, —7,, M et pour tout n € N, 7(z,) # T(zn).

Alors quitte a extraire une sous-suite, on peut supposer que (7(2,))nen converge vers

un certain 7 > 0, et 7 = lim 7(z,) < lim T(z,) — e =T — e. Par continuité du
n—-+o0o n—-+o0o
flot, on obtient : ®7()(z,,) - ®7(m), et donc 7(m) =T < T, ce qui est absurde.
n o

Finalement, quitte a restreindre & & nouveau, T'(z) est bien le temps de premier
retour de z.
On définit donc P : U > z +— ®T)(2). P est différentiable, et pour tout z € U :

Vh e T.U, dP.(h) = dT.(h)xu(P(2)) + d®T?) (h) (1.1.26)
Or, pour tout h € T.U :
wp() (X1 (P(2)),d®" ) (h)) = dHp(.)(d®" ) (h)) = dHp(.)(h) = 0 (1.1.27)

3. Il s’agit ici du méme abus de notation que celui évoqué dans la note |2| : cette inclusion
s’exprime en réalité dans R?" via le symplectomorphisme qui définit les coordonnées de Darboux.
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car T.U C T.Xg. Donc, pour tout (hy, hs) € T.U?, on a :

(P*w).(h1, ha) = wp()(dP.(hy), dP.(hy))
= wp(x)(dDTE) (hy), dDT) (hy)) (1.1.28)
= wz(hla h2)

Ainsi, P est un symplectomorphisme local donc quitte a restreindre U et a cores-
treindre P & P(U), ¢’est un symplectomorphisme fixant m : ¢’est bien une application
de Poincaré.

On prouve l'unicité a conjugaison par un symplectomorphisme local pres en
deux étapes : on traite d’abord le cas ou les applications de Poincaré P; et P, sont
définies sur deux sections de Poincaré différentes mais intersectant v en un méme
point, puis on fait varier ce dernier point. Dans le premier cas, quitte a restreindre
les sections de Poincaré locales 1,25 C V associées a P, et P, on peut supposer
qu’elles intersectent exactement les mémes trajectoires du flot (et que xy = 8%1) :
dans un voisinage U; C Y1, on peut définir une unique application différentiable
telle que t(m) = 0 et, pour tout z € U, ®'*)(2) € X,y. L’application définie sur U,
par x(z) = ®'*)(z) est bien un symplectomorphisme local et P, o x = x o P. Si
maintenant P; et P, sont définies au voisinage de deux points m; # mq € 7y, on se
ramene au cas précédent en envoyant au préalable m; sur msy par le flot. O

Démonstration du Corollaire [1.1.25. Soit T : U — R I'application de premier retour
définie par le Théoreme T est continue et T'(m) = T, donc il existe un ouvert
Uy, C U contenant m tel que T (U]{,@) CIT — 55, T+ 5551 On construit alors une
suite décroissante d’ouverts de U contenant m de la maniere suivante :

Vi€ [1,N], Uy} = Uy, 0 P (Uy, N PuUis,) (1.1.29)

On a, pour tout i € [1,N], P,(Uy}) C Uk, C U. Donc par récurrence, pour tout
i € [1,N], P} est bien défini sur Uyl et Pi(UY!) C Uy, On pose finalement
Un,e = fvvjl Comme la famille (U}ngie%NHE est décroissante, les N premieres
itérées de P, sont bien définies sur Uy : le point est vérifié.

Pour z € Uy, notons 7;(2) le i-eme temps de retour de z (cela a bien un sens
car I’ensemble des temps de retour est discret d’apres la Proposition . Alors

i1 )
pour i € [I, N+ 1], on a: 7,(z) = > T(PJ,(z)). Nécessairement, si z engendre une
i=0

trajectoire périodique, sa période est un temps de retour. Or, pour tout i € [1, N] :
P! (Un.e) C Uy, Donc pour i € [1, N 4 1], 7;(2) €]iT — €,iT + €. Le point (i) est
aussitot vérifié. Enfin, les intervalles |iT — ¢, 7T + €[, i € [1, N 4 1] sont deux a deux
disjoints, donc z € Uy, est périodique de période dans un certain i7" —e¢, iT + €[ avec
i € [[1, N si seulement si sa période est son i-eme temps de retour, i.e. si seulement
si ¢’est un point fixe de P! : le point est donc vérifié, et le corollaire prouvé. [
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1.1.4.b Trajectoires périodiques non-dégénérées

Introduisons la notion de trajectoire périodique non-dégénérée :

Définition 1.1.28. On dit que v est non-dégénérée si et seulement si :
dP, n’a pas 1 comme valeur propre. (1.1.30)

Remarque 1.1.29. Cette définition ne pose pas de probleme d’ambiguité par le

Corollaire [LT.23

On définit également la notion de cylindre d’orbites :

Définition 1.1.30. On dit qu’un plongement I" : S x I — M (ot I est un intervalle
ouvert de R) est un cylindre d’orbites de x g si pour e € I, 7. = ['(S* x {e}) est une
trajectoire périodique du flot engendré par xp, de plus petite période T'(e), ou T'
est une fonction lisse de e. On dit que ce cylindre d’orbites est régulier si pour tout
e€l, H(v.) =e, et si Hol n’aaucun point critique.

On a alors le théoréme suivant :

Théoréme 1.1.31 ([AMTS8]). Une trajectoire périodique non-dégénérée y du flot
hamiltonien associé a H est incluse dans l'image C d’un cylindre régulier d’orbites.
De plus, C est une sous-variété symplectique de dimension 2, et est unique localement
au voisinage de 7.

Démonstration. Soit m € ~. E est une valeur réguliere de H, donc dH,, # O.
D’apres, le Théoreme [1.1.26] il existe un voisinage ¥V C M de m et un systeme de
coordonnées de Darboux centré en m : (z,£) € V tel que :

V(z,&) €V, H(z,§) = E+§ (1.1.31)

Soit © la sous-variété de dimension 2n + 1 définie par © = V N {x; = 0}. O est
partout transverse a x g et, exactement comme dans la démonstration du Théoréme
1.1.22, il existe une application lisse définie sur un ouvert ¥V de © contenant m
telle que ®7*)(z) € © pour tout z € W. De plus, ¥ = © N Ly est une section de
Poincaré locale, T' coincide bien avec 'application définie précédemment sur WNYg
et P : WNXp 3 2z ®TG)(2) € 3 est une application de premier retour (quitte a
restreindre W, comme on l'a déja vu dans la démonstration du Théoréme [1.1.22).
Or dP,, —Idr,,(wns,) est inversible car 7y est non-dégénérée. D’apres le théoreme
des fonctions implicites, on peut choisir des fonctions fo, ..., fui1,92, ..., gne1 défi-
nies sur un intervalle ouvert I C R contenant 0, telles que pour & € I, le 2n-uplet

(0, f2(&1), - -+ far1(61), €15, 92(81), - -+, gnra(61)) est bien dans Pouvert de R*" sur les-
quels sont définies les coordonnées de Darboux, et telles que le point z(&) € V

paramétré par (0, fo(61), .-+, far1(61),61,92(&1), - -+ 5 gnra(§1)) engendre une trajec-
toire périodique de période T'(2(&;)). On a alors d’apres (1.1.31]) : pour tout & € I,
H(z2(&)) = E+ &
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Posons | = E4+1,% = 2(- —E), et T : S' x I 3 (t,€) — ®rTCEO)(Z(¢))
(on fait ici l'identification S' ~ R/TZ). I est injective car pour (t,&) € S! x I,
Hol'(t,&§) = H(Z(§)) = € et T(2(£)) est la plus petite période de Z(§). De plus, I'
est différentiable et pour tout (£,£) € St x I, pour tout (h,v) € Tie)(S" x I~), ona:

TdT s (h,v) = (WT(2(€)) + to(T 0 2)'(€)) xu (D(t, €)) + vTddT O (' (¢))
X u est en tout point transverse a ©, donc I" est un plongement et Wipst ) est fermée
et non-dégénérée : C = I'(S* x I ) est une sous-variété symplectique de M contenant
v. De plus, comme 7 est compacte et E est une valeur réguliere, on peut supposer
que H oI' n’a aucun point critique (quitte a restreindre I ). Enfin pour tout e € I,
7. = I'(S* x {e}) est la trajectoire périodique engendrée par z(e — E), d’énergie e.
I' est donc un cylindre régulier d’orbite.

L’unicité locale de C au voisinage de 7y est donnée par I'unicité locale des fonctions
f2y92, -, fas1, gny1 au voisinage de 0 construite a I’aide du théoreme des fonctions
implicites. O

Remarque 1.1.32. T" —coresteint a son image dans (M, w)— n’est pas un symplec-
tomorphisme a priori. En revanche, si 'on note 7 : I — R la primitive de %T oz
qui s’annule en 0, alors 7(0) = 0 et 7'(0) = 1. Soit alors g l'inverse local de T
au voisinage de 0. On a : g'.%T og=1et ¢(0) = 1. En remplacgant z par zo g
dans la définition de T', I est un symplectomorphisme. En revanche, on n’a plus
HoT(t,€) =¢&mais HoT'(t,6) = E+g(é — E) = £+ O((€ — E)?).

On aurait également pu retrouver ce résultat a l'aide du théoreme du voisinage
tubulaire de Weinstein [Wei7ll, Wei77] car v est une sous-variété lagrangienne de

['(S' x I).
On a finalement la proposition suivante :

Proposition 1.1.33. Soient v une trajectoire périodique non-dégénérée, C le cy-
lindre d’orbites régulier contenant v, et m € . Alors dans une base symplectique
adaptée a la décomposition T,, M = T,,C & T,,C*, et si P, est une application de
premier retour définie sur une section de Poincaré tangente a T,,C+ en m, on a :

1 —(Toz)(0) 0
0 1
dedl = (1.1.32)
0 (dP,,)

ot (dP,,) est la matrice dans la base de T,,C* choisie ci-dessus.

Démonstration. On a pour t € R : ®T o ®'(m) = &1 (m), et, avec les notations de
la démonstration du Théoréme [1.1.31} on a pour tout & € I : ®TEE) (2(£)) = 2(¢).
En dérivant ces relations par rapport a t et £ respectivement en 0, on obtient :

dq)ﬁ(XH(m)) = XH((I’T(m)) = xu(m) (1.1.33)



1.1. DYNAMIQUE D’UN SYSTEME HAMILTONIEN 31

d®® (2/(0)) = 2/(0) — (T 0 2)'(0)xu(m) (1.1.34)
De la définition de la fonction z, on déduit que (xg(m),2'(0)) est une base sym-
plectique de T;,C. Or T;,C est stable par le symplectomorphisme d®% donc T;,C*
'est également. De plus, T,,C* est inclus dans le noyau de dH,, et ne contient pas
x#z(m), donc on peut bien choisir une section de Poincaré locale tangente a T,,C*
en m. Finalement, la matrice de d®? dans une base adaptée & la décomposition
T..M =T,C®T,C" a bien la forme annoncée dans la Proposition . O

1.1.4.c Matrices symplectiques et réduction

Pour plus de détails sur cette partie, on pourra consulter par exemple [ADI0].
On rappelle d’abord les notations :

Définition 1.1.34. On note Sps,(R) le groupe des matrices symplectiques de taille
2n, i.e. 'ensemble des matrices M telles que :

‘MJ,M = J, (1.1.35)

ou J, est la matrice par blocs :

0 |1,
Jp = ( —7 10 ) (1.1.36)

Proposition 1.1.35. Le polynome caractéristique wy; d’une matrice symplectique
M € Sps,(R) est réciproque réel, i.e. il satisfait I’équation :

(X)) = X*'1y ()1() (1.1.37)

M est inversible, et si A € C* est un valeur propre de M, alors X et \™' sont des
valeurs propres de M, de méme multiplicité algébrique.

Démonstration de la Proposition[1.1.35. 11 suffit d’utiliser la relation :
"MJ,M = J, (1.1.38)
et les égalités : det(M) = det(J,,) = 1 pour en déduire :

T (X) = det(M — X1s,)
— det(J, — X 'M.J,)

= det ([, — X "M) (1.1.39)
1
= (5)

Donc si A € C* est une valeur propre de M, A\~ est une valeur propre de méme
multiplicité algébrique car 7, est réciproque, A de méme car m,; est réel. O
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Soit maintenant M € Spo,(R) n’ayant que des valeurs propres simples. Dans
ce cas, 1 et —1 ne sont pas valeurs propres (ce qui sera justifié a posteriori), et on
distingue trois types de valeurs propres A € C\ {1, —1} :

Cas 1. A € R : dans ce cas, P\ := E) & E\ -1 est un plan stable par M.

Cas 2. 30 € R, X\ = €. Dans ce cas, Qp := Ker(M? — 2cos M + I,,) est un plan
stable par M.

Cas 3. I(p,0) € (RL\ {1}) x (R\ 7Z), X = pe®. Dans ce cas, les deux plans :
P, = Ker(M?—2pcos 0M +p*Iy,) et P,-1 g := Ker(p? M*—2p cos 0M +I5,,)
sont stables par M, mais sont tous deux isotropes (la restriction de la forme
symplectique standard de R?*" & chacun de ces deux plans est nulle). On
considere alors 'espace de dimension 4, Fj,g = P, ® P,-1 .

De plus, les espaces Py, Qg, F), ¢ associés a des valeurs propres différentes sont en
somme directe et leur somme est égale & R?". En effet, puisque M est de déterminant
1, —1 ne peut étre une valeur propre simple, et 1 ne peut pas étre une valeur propre
simple non plus car la dimension de la somme précédente est paire. De plus, ils sont
deux a deux symplectiquement orthogonaux.

On en déduit que :

— Dans le cas 1, on peut construire une base symplectique de P, dans laquelle

la restriction a M a P, est donnée par le bloc dit hyperbolique :

A0
oy 1140

— Dans le cas 2, on peut construire une base symplectique de )y dans laquelle
la restriction a M a Qy est donnée par le bloc dit elliptique :

<COS@ —Sm6’> (1.1.41)

sinf cos®

— Dans le cas 3, on peut construire une base symplectique de F), 9 dans laquelle la
restriction a M a F), 4 est donnée par le bloc dit focus-focus ou lozodromique :

pcos) —psinf 0

psinf  pcosé

T (1.1.42)

0 %cos@ =gin 6

—Lging Lcosh
p p

Finalement, on a la proposition suivante :

Proposition 1.1.36. Soit M € Spy,(R) n'ayant que des valeurs propres simples.
Alors, il existe une matrice S € Spa,(R) telle que ST*MS est diagonale par blocs
de type hyperbolique, elliptique, ou lozodromique.
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1.1.4.d Trajectoires périodiques elliptiques non-dégénérées

Dans cette these, on s’intéresse plus particulierement a 1’étude des trajectoires
périodiques elliptiques non-dégénérées :

Définition 1.1.37. Une trajectoire périodique ~ est dite elliptique non-dégénérée
si I’application linéarisée de Poincaré dP, n’a que des valeurs propres simples de
module 1, notées (e¥%);cp1.7, et si les réels (appelés angles de Poincaré) 61, . ... 0,
et 27 sont rationnellement indépendants (i.e. indépendants sur le corps Q).

Remarque 1.1.38. La définition ne pose pas de probleme d’ambiguité. En
effet, le spectre de dP,, ne dépend ni du choix de m ni du choix d'une section de
Poincaré comme on I’a remarqué au début de la section[I.1.4.a] Par ailleurs, les angles
de Poincaré sont définis modulo 27 mais la condition d’indépendance rationnelle ne
dépend pas du choix d’un représentant modulo 27.

Remarque 1.1.39. Si v est trajectoire périodique elliptique non-dégénérée, alors
~ est en particulier non-dégénérée (au sens de la définition , ainsi que toutes
ses itérées (la N-iéme itérée de v étant non-dégénérée si deV n’admet pas 1 pour
valeur propre).

On déduit de la Proposition [1.1.36] le corollaire immédiat suivant :

Corollaire 1.1.40. Soit v une trajectoire périodique elliptique non-dégénérée d’angles
de Poincaré 0y, . ..,0,. Alors il existe une base symplectique dans laquelle la matrice
(dPy) est diagonale par blocs de taille 2, et plus précisément ces blocs sont les rota-
tions d’angles 01, ... ,0,.

On a également la proposition suivante, qui nous sera tres utile dans ’étude des
problemes inverses faisant intervenir la formule des traces :

Proposition 1.1.41. Soit v une trajectoire périodique non-dégénérée de période T
(non nécessairement primitive). Il existe un voisinage V., C X de y et un voisinage
Vr C R de T tels qu’aucune trajectoire entrant dans V., n’est périodique de période
dans Vp.

En d’autres termes, v est tsolée dans [’ensemble des trajectoires périodiques
d’énergie E et de période proche de T : v x {T} est un ouvert de P = {(2,T) €
Y xR| &T(2) =2},

Démonstration. Soit Tj la période primitive de . Il existe N € N* tel que T' = NTj
et dPWN n’admet pas 1 comme valeur propre. Soit m € ~. D’apres le Théoreme|1.1.26),

il existe un systeme de coordonnées de Darboux centré en m et défini sur un ouvert
V] — €[ (avec 0 < € < L) tel que pour tout (z,£) € V, H(z,§) = E +&.

4. On fait toujours la méme identification que celle mentionnée dans la note : V est identifié a
un voisinage de 0 dans T*(R") via le symplectomorphisme définissant les coordonnées de Darboux,
ici noté ~.
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Soient X la section de Poincaré contenant m définie sur V par {x; = & = 0} et
P, : U C ¥ — X une application de premier retour . D’apres le Corollaire [1.1.25]
il existe un ouvert Uy, C X tel que Pﬂjff est bien défini sur Uy, et z € Uy, est
périodique de période dans |7 — ¢, T + €] si et seulement si c’est un point fixe de P2 .
Or dP}} n’admet pas 1 comme valeur propre, donc il existe Uy, . tel que P} n’admet
pas de point fixe dans Uy, .

I1 ne reste plus qu’a construire un voisinage V, de 7 tel que toute trajectoire
entrant dans V, intersecte Uy .. On aura prouvé la Proposition [1.1.41] en choisissant
Vi =|T — e, T +¢€[. On aura alors v x {T'} =P N (V, x V) et v x {T} sera bien un
ouvert de P.

Par construction de V, W, = U @' Uy .) =] — €, e[xU}y . est un ouvert de Xg
lt|<e ’ ’
contenant m. On définit alors V, = U Uy .). Soit maintenant m’ € ~. Il
—e<t<T+e ’

existe t € [0, T[ tel que m’ = ®*(m). Or, la restriction de ®* & X est un homéomor-
phisme sur X, donc ®*(W,) C V, est un ouvert de g contenant m’. Finalement, V,
est bien un voisinage de v et, clairement, toute trajectoire entrant dans V., intersecte
Uy . O

1.2 Analyse semiclassique

1.2.1 Meécanique quantique

La mécanique quantique apparait en 1925-26 sous deux formes équivalentes : la
formulation de M. Born, W. Heisenberg et P. Jordan [Hei25l [BJ25, BHJ26] ("ma-
trix mechanics', ou les observables évoluent) et celle de Schrodinger [Sch2§| ("wave
mechanics", ou ce sont les fonctions d’onde qui évoluent). En 1932, J. von Neumann
[vN55] donne la définition abstraite des espaces de Hilbert et montre que les deux
formulations sont équivalentes.

Un systeme physique est décrit par un vecteur (état) appartenant a un espace de
Hilbert H. Plus précisément, les états sont plutot les vecteurs de H de norme 1, avec
la convention que deux vecteurs définissent le méme état s’ils sont proportionnels.

Exemple 1.2.1. H := L?(R3) décrit une particule dans I’espace a trois dimensions.
Pour un état ¢ de H normalisé, |1)|? est la densité de probabilité de présence de la
particule dans I’espace.

A chaque grandeur physiquement mesurable, on associe un opérateur auto-
adjoint A sur H (une observable). Par le théoreme spectral (voir par exemple [Fol89]),
on associe a A une mesure borélienne de probabilité & valeurs projections : II(E) :=
Xe(A) pour E un borélien, et A = [ AdII(\). Effectuée sur un systéme dans I’état
i, le résultat est aléatoire et prend une valeur A € E avec la probabilité ||TI(E)]]*.
De plus, I'état ¢ est aussitot projeté sur 'espace propre correspondant. Une mesure
implique donc une perte d’information, irréversible.
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Exemple 1.2.2. La valeur moyenne d’une mesure d'un systeme dans 1’état 1 est
donc le réel : (1, AY) = (Y| Ale) en adoptant la notation bracket, ot pour un vecteur
Y de norme 1, [¢)) est le vecteur ¢ et (1] la projection sur 'espace engendré par . En
reprenant les notations de 'exemple|1.2.1} et en associant a la premiere projection de
la position z € R? I'opérateur de multiplication par z;, on obtient, pour un vecteur
¢ € L*(R3) a support compact et de norme 1 la valeur moyenne :

Aﬁwﬂ@m (1.2.1)

ce qui correspond bien & l'interprétation de ||*> comme densité de probabilité de
présence de la particule dans 'espace.

Enfin, I’évolution temporelle d’un systéme physique autonome (hors mesure,
donc sans projection brutale) est donnée par un groupe unitaire a un parametre
qui satisfait généralement I’équation de Schrodinger :

ihoU(t) = HU(t)

ou H est un opérateur auto-adjoint sur H.

1.2.2 Principe de correspondance

En mécanique classique, si I’espace des états est T* X, ou X est une variété, une
observable est une fonction lisse a € C*°(T*X,R). Et le résultat d'une mesure dans
Iétat (x,£) € T*X est tout simplement la valeur a(z,§). Le principe de correspon-
dance énoncé par Bohr en 1923 affirme que la mécanique classique doit se retrouver
comme limite de la mécanique classique quand A tend vers 0.

Pour une particule dans une variété X, on a le tableau de correspondance :

CLASSIQUE QUANTIQUE
(p,q) € T*X (variété symplectique) Y € L*(X) (Hilbert)
F e C>(T*"X,R) Opérateurs auto-adjoints sur L?(X)
Crochet de Poisson {., .} Commutateur =[., ]
Equation de Hamilton Equation de Schrodinger
Déterminisme/Chaos Aléatoire intrinseque

Il s’agit donc d’associer a tous les objets classiques ci-dessus un analogue quan-
tique tel que le principe de correspondance de Bohr soit vérifié en un sens a définir.
On appelle quantification ce procédé, et I'analyse semiclassique est 'étude de ces
objets quantiques quand & tend vers 0.

1.2.3 Quantification de Weyl

On se place dans le cas ou X = R". La quantification de Weyl permet (formelle-
ment, dans un premier temps) d’associer a une observable classique a une observable
quantique Op" (a) par la formule :
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(Opw(a)u) () = (27r1ﬁ)” /Rnx]Rn e T (x ; y,é) u(y)dyd€ (1.2.2)

Il existe de nombreuses manieres (voir par exemple [Mar01]) de donner un sens
a cette formule : il s’agit de définir une classe de symboles pour a et un espace
sur lequel Op" (a) est défini. On choisit ci-dessous une classe de symboles incluant
les fonctions polynomiales afin de pouvoir donner une interprétation physique du
quantifié des observables classiques correspondant a une mesure de la position et de
I'impulsion.

Définition 1.2.3. Soit a(-, i) une famille d’élements de C*>°(R?*", C) paramétrée par
h € [0,1). On dit que a est un symbole d’ordre m € Z si :

V(a,8) € N* x N, Jh,5 >0, 3C, 5 > 0,

V(x,&) € R*™, Vh € [0, hap), aa;;;i(x,g, h)‘ < Coplz, &)™ (1.2.3)
ou (z,¢&) = (1 + H(az,f)HQ)%. On note S™ l'espace des symboles d’ordre m.
Proposition 1.2.4. On a l'inclusion :
S™C S™sim < m/ (1.2.4)
De plus,
Y(m,m') € Z2, SmS™ c gmtm (1.2.5)

Ainsi, l’ensemble des symboles S = |J S™ est une algébre graduée.
meZ

Définition 1.2.5. On note Sy 'ensemble des symboles a support compact fixe :
So = {h+ a(-,h) € C*(R**,C) | Supp(a(-,h) C K} (1.2.6)
et So C S™° =Nz 5™
On a le théoréme suivant (voir par exemple [DS99, Mar01]) :

Théoréme 1.2.6. Soient m € Z et a € S™. OpW(a) est une application linéaire
continue de S(R™) dans lui-méme, ou S(R™) est l'espace de Schwartz.

Un simple calcul donne alors :

Exemple 1.2.7. Le quantifié de Weyl de la fonction constante égale a 1 est 'identité.
Pour j € [1,n], ceux de (z,&) — z; et (z,§) — &; sont, respectivement, 'opérateur

de multiplication par z; et I'opérateur —iha%_
J
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Ces exemples correspondent bien a l'interprétation physique donnée précédem-
ment. Conformément au principe de correspondance, on cherche a réaliser le quantifié
de Weyl non plus comme un opérateur sur S(R") muni de sa topologie usuelle, mais
comme sous-espace dense de I'espace de Hilbert L?(R™).

Proposition 1.2.8. Soit a € S*. On a :

V(u,v) € S(R™), (u, 0p" (a)v) r2zny = (Op" (@)u, v) 2(rn) (1.2.7)
Ainsi, si a est a valeurs réelles, Op" (a) est formellement autoadjoint (ou symé-
trique).

Théoréme 1.2.9 (Calderén-Vaillancourt,[CVTI]). Soit a € S°. Alors Op" (a) peut
étre prolongé en une unique application linéaire continue de L*(R™) dans lui-méme,
encore notée Op" (a). De plus, il existe deux réels positifs (C, M)

a+B
00" @],y <€ X |8

i e DxoOEP (1.2.8)

LO"(RnX[O,ho))
Par la suite, tous les symboles que nous utiliserons seront semiclassiques : le
lemme de Borel (Théoreme [2.3.32] reformulé dans le cadre des symboles) permet de

—+00
donner du sens au symbole formel Y. hfay :
k=0

Proposition 1.2.10. Soient m € Z et (a)ren une suite de symboles d’ordre m € 7
et indépendants de h. Alors, il existe a € S™ tel que :

—+00
a(-,h) ~ > Aray (1.2.9)
k=0
au sens ou :
N
VN €N, <(:c,£, h) — a(z, &, B) =) hkak(:c,f)> € pNrigm (1.2.10)
k=0

De plus, a est unique modulo O(h>), i.e. modulo un symbole dans ( hYS™.
NeN

+o00
Remarque 1.2.11. La série Y. h*a; n’est a priori pas convergente (au sens de la
k=0
convergence simple).
Définition 1.2.12. Soient m € Z et a € S™. On dit que a est un symbole semi-
classique d’ordre m € Z s'il existe une suite (a)reny de symboles d’ordre m € Z et
indépendants de h telle que :

+o0
a(-,h) ~ > Aray (1.2.11)
k=0

Dans ce cas, on dit que Op" (a) est I'opérateur pseudodifférentiel semiclassique
de symbole de Weyl a. On dit également que aq est le symbole principal de Op"(a),
et a; son symbole sous-principal. On note ag = ,(Op" (a)).
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Proposition 1.2.13. L’application :

+00 oo
> Bfay, — Op"(a) oua(-,h) ~ Y Hray (1.2.12)
k=0

k=0

est injective. En d’autres termes, Le symbole de Weyl d’un opérateur pseudodifféren-
tiel semiclassique est bien défini modulo O(h>).

Remarque 1.2.14. Dans ’équation ([1.2.10)), le réel A, s de la Définition est
autorisé a dépendre de N.

Le produit de deux opérateurs pseudodifférentiels semiclassiques est encore un
opérateur pseudodifférentiel semiclassique. Plus précisément :

Théoréme 1.2.15. Soient a et b deux symboles semiclassiques d’ordre m et m' res-
pectivement. Alors Op™ (a)Op" (b) est un opérateur pseudodifférentiel semiclassique,
de symbole de Weyl donné par le produit de Moyal a b € S™™ de a et b :

pletBl(—1)lel gatBy  gothp
(24)lo+Blal B! dzIER DxPOE™

axbn~
a,fEN”

(1.2.13)

En particulier, on retrouve le lien entre crochet de Poisson et commutateur im-
posé par le tableau de correspondance :

Corollaire 1.2.16. Soient A et B deux opérateurs pseudodifférentiels semiclas-
siques. Avec les notations de la Définition|1.2.5, on a :

0,(AB) = 0,(A)o,(B) (1.2.14)

oo (L2) = toytavionm) (1215)

Donnons enfin la définition d’un opérateur pseudodifférentiel semiclassique ellip-
tique :

Définition 1.2.17. Soit a un symbole semiclassique d’ordre m € Z. On dit que a
est elliptique s’il existe une constante C' > 0 telle que :

V(z,€) € R*", ag(x,£)| > Cla, &)™ (1.2.16)

Dans cas, on dit que Op"(a) est un opérateur pseudodifférentiel semiclassique el-
liptique.

On a alors le théoreme suivant (voir par exemple [Shu87]) :

Théoréme 1.2.18. Soit A un opérateur pseudodifférentiel semiclassique elliptique,
dont le symbole est réel. Alors A est un opérateur autoadjoint de L*(R™) et admet
une base hilbertienne dénombrable de vecteurs propres (1;);en, telle que pour tout
j €N, ¢; € C°(R"™). De plus, son spectre est une partie discréte de R, qui coincide
avec l’ensemble de des valeurs propres de A.
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1.2.4 Extension aux variétés

On a défini la notion d’opérateur pseudodifférentiel semiclassique sur R™. On
étend ici cette définition dans un premier temps a un ouvert de R", avant de I’étendre
a une variété lisse via des cartes locales. Cette partie est volontairement elliptique
car nous n’aurons pas besoin de plus dans cette thése : pour plus de détails, on
pourra consulter [H6r90, [Shu87, [AGI1].

Définition 1.2.19. Soient €2 un ouvert de R" et a(-, ) une famille d’élements de
C>*(R*", C) paramétrée par h € [0, 1).

On dit que a est un symbole local d’ordre m € 7Z si pour toute fonction a support
compact ¢ € C°(2,R), pa € S™.
Remarque 1.2.20. On définit de la méme maniere un symbole local semiclassique.

On a les propositions suivantes :

Proposition 1.2.21. Soit u € C*(R",C) telle que Supp(u) N Supp(¢p). Alors :
|0p" (a)u|| , = O(r™) (1.2.17)

Proposition 1.2.22. Soient x un C*-difféomorphisme et a € Sy un symbole semi-
classique a support compact fize. Alors u OpW(a)[uoxfl] est encore un opérateur
pseudodifférentiel semiclassique, de symbole principal :

(,€) = ao(x (@), dx; " (€)) (1.2.18)

Remarque 1.2.23. On voit ici I'intérét de définir des symboles sur un fibré cotan-
gent. Jusqu'ici, on a pu donner tous énoncés dans R?*" ~ T*(R"). Un changement
de coordonnées dans R™ induit un changement de coordonnées symplectiques (voir
Proposition dans 'expression du symbole.

Soit maintenant X une variété C°°-différentielle de dimension n.

Définition 1.2.24. Soit A : C§°(X) — C>(X) un opérateur linéaire continu. On
dit que A est un opérateur pseudodifférentiel semiclassique si et seulement si dans
toute carte locale xy : V- — V C R", 'opérateur transporté :

/Nl:CgO(V) Surr Aluox]ox! GCOO(V) (1.2.19)

est un opérateur pseudodifférentiel semiclassique dans 17, i.e. pour tout couple
(¢,9) € C°(V,R)?, pAY est un opérateur pseudodifférentiel semiclassique sur R”.

L2

D’apres les Propositions [1.2.21] et [1.2.22] le symbole principal d'un opérateur
pseudodifférentiel semiclassique est bien défini en tant que fonction sur 7%(X), in-
dépendamment du choix d’une carte locale et du choix de fonctions plateaux dans la
Définition [I.2.24] et le Corollaire reste vrai. On peut donc également définir la
notion d’opérateur elliptique sur la variété X comme précédemment, et le Théoreme
1.2.18| reste vrai en remplacant R™ par X.

En revanche, le symbole total d'un opérateur pseudodifférentiel sur une variété
ne peut pas étre défini de maniere intrinseque : on parle donc de symbole total dans
un systeme de coordonnées locales.







CHAPITRE 2

FORME NORMALE DE BIRKHOFF

Dans tout ce chapitre, on fixe n € N un entier naturel.

2.1 Introduction

En mécanique classique, un changement de variable symplectique 1) envoie le flot
associé a un hamiltonien H sur celui associé au hamiltonien H o). Une forme normale
est le choix d’un représentant de la classe de conjugaison par un symplectomorphisme
local d’'un hamiltonien, dont on connait mieux la dynamique. La forme normale
de Birkhoff classique, introduite par Birkhoff [Bir27] et étendue au cas résonant
par Gustavson [Gus66], permet de ramener 1’étude d’un systéme dynamique a celle
d’un systeéme formellement intégrable au voisinage d’un ensemble invariant de la
dynamique (point fixe, trajectoire périodique, tore invariant) : la forme normale
de Birkhoff n’est pas convergente en général, cependant sa troncature a 'ordre N
donne la dynamique (& symplectomorphisme local pres) du systéeme hamiltonien
avec une bonne précision sur des échelles de temps inversement proportionnelles a
la puissance N-ieme de la distance a ’ensemble invariant. Elle a de nombreuses
applications, notamment dans I’étude de la stabilité de tores invariants lors de la
perturbation d’un systeme intégrable avec le théoreme KAM [Kol54, [Arn63, [Mos62].

En mécanique quantique, I’équation de Schrodinger conduit a 1’étude spectrale
d’hamiltoniens quantiques : microlocalement au voisinage d’ensembles invariants
de la dynamique classique, ils sont conjugués unitairement a la forme normale de
Birkhoff quantique. Celle-ci, apparue dans [Ali85, [Eck86], permet notamment la
construction de quasi-modes associés a des trajectoires périodiques au voisinage
d’un fonds de puits, ramenant la description du bas du spectre a celle d’un systéme
intégrable (voir par exemple [Sj692]), avec un précision en A ott N est 'ordre auquel
on tronque la forme normale de Birkhoff quantique. Elle permet également un calcul
explicite des coefficients de la formule des traces semiclassique, comme on le verra
au Chapitre [3]
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2.2 Construction de coordonnées de Fermi

Dans cette partie, on construit un systeme de coordonnées de Fermi, c’est-a-dire
un systeme de coordonnées symplectiques locales autour d’un ensemble invariant de
la dynamique (fond de puits dans les parties et , trajectoire périodique el-
liptique non-dégénérée dans la partie dans lequel le hamiltonien s’écrit comme
une somme d’oscillateurs harmoniques (plus une partie linéaire en la variable trans-
verse a la surface d’énergie dans le cas d'une trajectoire périodique) : ¢’est la premiere
étape de la réduction a la forme normale de Birkhoff. Dans la partie [2.2.1] on traite
le cas d'un fond de puits. On considere ensuite le cas particulier du symbole d'un
opérateur de Schrodinger dans la partie 2.2.2] ou le changement de coordonnées
est entierement déterminé par son action sur la section nulle. La partie [2.2.3] est
enfin une extension naturelle de ’étude faite en dans le cas d'une trajectoire
périodique elliptique non-dégénérée.

2.2.1 Fond de puits

Soit H € C* (T*(R™),R). On suppose ici que H admet un minimum local non-
dégénéré E en (0,0). On a la propriété suivante :

Proposition 2.2.1. [l existe un symplectomorphisme ¢ de T*(R"™) dans lui-méme
tel que ¢(0,0) = (0,0) et des réels by, ...,0, strictement positifs tels que l'on ait au
voisinage de 0 :

= w & 3
Hod(e,§) = B+ 6~ +0 (|l(x.9l) (2.2.1)
i=1
De plus, les réels 01, . .., 0, sont uniques a permutation pres : si des réels A1, ..., \,

et un symplectomorphisme ¢' envoyant (0,0) sur (0,0) sont tels que :

n 2 2
Hod(z,6)=E+Y AY ;@'
=1

+0 ()P (2.2.2)

alors il existe une permutation o de [1,n] telle que pour tout i € [1,n], A\i = o).

Définition 2.2.2. Le systeme de coordonnées locales autour de (0,0) obtenues en
transportant le systéeme canonique de coordonnées symplectiques de 7*(R™) par le
symplectomorphisme ¢ de la Proposition [2.2.1] est appelé systéeme de coordonnées
de Fermi.

Remarque 2.2.3. Cet énoncé est local et reste donc valable en remplagant 77 (R")
par une variété symplectique M de dimension 2n : le symplectomorphisme est alors
défini localement dans des coordonnées de Darboux au voisinage du point en lequel
H admet un minimum local.
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Remarque 2.2.4. On retrouvera le résultat d’unicité de la Proposition lors de
I’étude de problemes inverses (Proposition [B.2)) : les réels 6, .. ., 0, sont déterminés
a permutation pres par le bas du spectre de 'opérateur H(x, hD,).

Démonstration de la Proposition [2.2.1. Commencons par énoncer le lemme suivant,
dont la preuve sera donnée apres la démonstration de la Proposition [2.2.1] :

Lemme 2.2.5. Soit A € My, (R) une matrice définie positive. Alors il existe une
matrice S € Spa,(R), et une matrice diagonale D définie positive de taille n telles

que :
tSAS = (%) (2.2.3)

De plus, si (S', D) est un couple de matrices tel que S’ € Spo,(R) et D' est une
matrice diagonale de taille n vérifiant :

D'| o
tor ’
S'AS _< - D,) (2.2.4)

alors D et D' ont les mémes coefficients diagonaux a permutation preés.

Puisque H admet un minimum local non-dégénéré en (0,0), d*H(0,0) est une
forme quadratique définie positive sur T(o) (7*(R")) ~ R*". Elle peut donc étre
représentée par une matrice définie positive et le Lemme [2.2.5] s’applique. Soit S la
matrice symplectique donnée par ce lemme : elle définit un symplectomorphisme ¢
via l'identification T*(R") ~ R?" et si 6y, ...,0, sont les éléments diagonaux de la
matrice D donnée par le lemme, on a par la formule de Taylor :

nog2? g2
Hoow,&) =B+ 0.7 5 0 (| o)) (2.25)
=1

La premiere partie de la Proposition [2.2.1] est donc montrée. Soient maintenant un
symplectomorphisme ¢’ envoyant (0,0) sur (0,0) et A, ..., A, des réels tels que :

Hod(z,6) = E+§njA 2+52

+0 (Il 9I1°) (2.2.6)

Soient S’ la matrice de la différentielle de ¢’ en (0,0) et D’ la matrice diagonale
ayant pour éléments diagonaux Ay, ..., \,. Le couple (S’, D’) vérifie les conditions
du Lemme [2.2.5] donc les n-uplets de réels (A, ..., A\, ) et (01,...,0,) sont bien
égaux a permutation pres. O

Démonstration du lemme[2.2.3. On considere I'espace euclidien R*® muni du pro-
duit scalaire canoniquement associé a la matrice A, et 'espace C>* muni du produit
hermitien associé a cette méme matrice A (si A est symétrique réelle définie positive,
elle est aussitot hermitienne définie positive).
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Dans 'espace C** muni de cette structure hermitienne, I’adjoint d'un endomor-
phisme dont la matrice dans la base canonique de C?* est B a pour matrice dans la
base canonique B* = A~! '{BA. En effet, pour tous X,Y € C**, on a :

NB*X)AY = '"XABA'AY = 'XA(BY) (2.2.7)

La matrice C' = 1A' J, est alors A-hermitienne (i.e. au sens du produit hermitien
associé a A) : C* = C.

Elle est donc diagonalisable en base A-orthonormée. De plus, toutes ses valeurs
propres sont réelles, donc celles de iC' sont toutes imaginaires pures. Or, iC' est une
matrice réelle, donc si 2\ € iR est une valeur propre de ¢«C', —i\ en est une de méme
multiplicité algébrique. Donc si A € R est une valeur propre de C, alors —\ est une
valeur propre de méme multiplicité.

Remarquons également que, comme C' a tous ses coefficients imaginaires purs, si
X est un vecteur propre associé a la valeur propre \, alors X est un vecteur propre
associé a la valeur propre —\.

Finalement, on peut choisir un n-uplet de réels strictement positifs (A, ..., A,) et
une famille de vecteurs (X1, ..., X,) tels que (X1,..., X,, X1,...,X,,) est une base
A-orthonormée de vecteurs propres de C associée au 2n-uplet de valeurs propres
comptées avec ordre de multiplicité (Ay,..., A, —A1,. .., —=A\,).

Posons alors, pour j € [1,n] :

X+ X, X, - X,
uj = AT A et v; = —L—2 (2.2.8)
2

%

On a pour tout j € [1,n] :
- ZCUJ = )\j'Uj et — iC'Uj = —)\juj (229)

On vérifie aisément que B = (uy,...,Upn, V1, ..., U,) est une base A-orthonormée de
R?". Posons enfin pour j € [1,n] :

1
ﬂj = 7Uj et ?7]‘ = —=0; (2210)

J
Aj VA
D’apres ([2.2.9), on a pour tout (ji, j2) € [1,n]? :

tr o — by, =4 .

Ujy Jnuj2 - UleUm - 5]1]27

Iy ~ ot _

Ujy Jptj, = ‘uj Avj, =0, (2.2.11)

ts ~o ot _
Uj JntQ - Uleujz =0

En d’autres termes, la base B = (iy,..., 0y, 71,...,0,) est symplectique, A-

orthogonale et, pour j € [1,n], les A-normes de u; et de v; sont toutes deux égales
1

AL
ver
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La matrice de passage S de la base canonique de R?" & la base B est donc
symplectique et en notant D la matrice diagonale dont la suite ordonnée des termes
diagonaux est (5 L), ona:

Tl’ ceey )\7”
rorne (DO
SAS = (%W (2.2.12)

La premiere partie du lemme est donc montrée.
Soit maintenant (S’, D') un couple de matrices tel que S’ € Spo,(R) et D" est
une matrice diagonale de taille n vérifiant :

Do
tar Al
S'AS = ( T > (2.2.13)

Alors S” = S715" est symplectique et :

tQ» D O » Dl O
o (219)s - (715) "

Or 'S” = —J,87"1J, = J-15"71J,, donc un calcul par blocs donne :

n—1 O D 9 0 D/
s (8105 (0 17) .

En élevant au carré les deux membres de 1’équation, on en déduit que les matrices

2 2
( l()) lg)z ) et ( % 13,2 > sont semblables. Or, d’apres (2.2.13)), D’ est définie

positive. Finalement, les matrices D et D’ ont bien les mémes éléments diagonaux
a réarrangement pres. O

2.2.2 Le cas « Schrodinger »

On considere ici le symbole de I'opérateur de Schrodinger semiclassique :

H(z,hD,) = —h;A +V(2) (2.2.16)

& domaine dense dans L?(R"), 4.e. le hamiltonien classique défini sur 7*(R") par :

*(Ton 1
V(z,&) € T*(R"), H(x,§) = 5 €N + V() (2.2.17)
ou le potentiel V' € C*°(R"™) admet un minimum local non-dégénéré E en x = 0.

Remarque 2.2.6. Dans (2.2.17)), comme dans toute la suite et en I’absence d’am-
biguité, ||-|| est la norme dérivant du produit scalaire canonique sur R™, R*"  ou
d’autres espaces qui s’y identifient naturellement.
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H admet un minimum local non-dégénéré en (0,0), donc d’apres la Proposition
, il existe un systeme de coordonnées de Fermi autour de (0,0). Mais, dans ce
cas particulier, on peut définir le changement de variable symplectique donné par la
Proposition [2.2.1] & partir de son action sur la section nulle uniquement, ce qui nous
sera utile dans I’étude de problemes inverses : on aura besoin de moins de données
spectrales que dans le cas général afin de construire explicitement un systeme de

coordonnées de Fermi (Théoreme [5.1.10)).
Plus précisément, on a la proposition :

Proposition 2.2.7. Il existe un isomorphisme linéaire u de R™, et des réels 64, ...,0,
strictement positifs tels que 'on ait :

x; +€2

Ho¢y(z,6) = E+Z€ +0 (|[«[*) (2.2.18)

ol ¢, est le symplectomorphisme associé da u, i.e. défini sur T*(R™) par : ¢, (z,&) =

(u(z), w(£)).

Remarque 2.2.8. Comme celui de la Proposition [2.2.1] cet énoncé est local : il
reste donc vrai en remplagant 7*(R") par le fibré cotangent d’une variété lisse
quelconque M. 1l suffit de définir v dans une carte locale U autour du point en
lequel V' atteint son minimum : quitte a restreindre U, u est un difféomorphisme
sur son image et le symplectomorphisme ¢, associé a u est défini sur T*(U) par

Su(@,8) = (u(x), duz™'(£)).

Remarque 2.2.9. Les applications ¢, définies dans la Remarque et dans
I'énoncé de la Proposition (les deux définitions coincident bien dans le cas ou
M =U = R" et u est linéaire) sont bien des symplectomorphismes, comme on 1’a

prouvé dans la Proposition [I.1.5

Démonstration de la Proposition[2.2.7. Soit d*V(0) la matrice hessienne de V en 0.
C’est une matrice définie positive : elle est donc diagonalisable en base orthonormée.
Soit alors (6;);eq1,,] le n-uplet de réels strictement positifs tel que (67);ep,n) est le
n-uplet des valeurs propres de d?V (0) (comptées avec ordre de multiplicité). Soit D
la matrice diagonale ayant pour éléments diagonaux 6%, ..., 6%. On peut choisir une
matrice orthogonale () telle que :

V(0)=QDQ ' =QD'Q (2.2.19)

La formule de Taylor au voisinage de 0 nous donne :

V(Qz)=F + - Zez 2 0(|)=|1) (2.2.20)

—_

Soit A la matrice diagonale dont les éléments diagonaux sont \/%)T’ cee

5
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D’apres la Proposition Poa est un symplectomorphisme et (QA)*™! =
QA" On a donc :

V(2,€) € T"(R"), Hogoal(w,&) =5 HA e[ + v(Qaa) (2.2.21)
Finalement, on a au voisinage de (0,0) € T*(R") :

n 2+ 2
H o ¢oa(z,&) = E+Z¢9 3

+0 (|[«[*) (2.2.22)

]

2.2.3 Au voisinage d’une trajectoire périodique elliptique
non-dégénérée

On reprend ici les notations de la partie [1.1.4] : on considere un hamiltonien H
sur un variété symplectique (M, w) de dimension 2n + 2, E une valeur réguliére de
H. On suppose qu'il existe E > 0 tel que H™' ([E — 0F, E + 0E]) est compacte si
bien que le flot hamiltonien ®! associé & H est défini pour tout temps t € R sur un
voisinage de Y. Soit enfin v une trajectoire périodique elliptique non-dégénérée du
flot hamiltonien engendré par H de plus petite période 7' > 0 et d’énergie F.

Remarque 2.2.10. (Convention) Dans toute cette partie, on fait I'identification
S' ~ R/TZ. Les fonctions définies sur S!' sont confondues avec les fonctions T-
périodiques de la variable réelle.

La proposition suivante donne l’existence de coordonnées de Fermi autour de ~.
L’idée de la preuve suivante est due a [Zel97] :

Proposition 2.2.11. Soit 6y,...,0, une réalisation (quelconque) des angles de
Poincaré associés a . Alors il existe un symplectomorphisme ¢ d’un voisinage
U C TR xS de S' = {x = & =7 = 0} dans un voisinage ¥V C M de v
tel que pour t € S*, ¢(0,,0,0) = y(t) et :

n 2+£2
Hop(x,t, & 1) :E+T+ZQ
i=1 2T

+O(|(z, 0> + ) (2.2.23)

De plus, si est un symplectomorphisme d’un voisinageU' de S* C T*(R"xS') dans
un voisinage V' C M de vy, et Ay, ..., A\, sont des réels tels que 1(0,t,0,0) = ~(t)
et :

2?2 4 &2

Hop(w,t,6,7) = E+7 +ZA o7

+O(l[(, O +7°) (2.2.24)

alors il existe une permutation o de [1,n] telle que pour tout i € [1,n], A\; = 0,¢;)[27].
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Remarque 2.2.12. Comme dans le cas du fond du puits, les angles de Poincaré sont
déterminés par des données spectrales de 'opérateur H(x, hD,), ici des coefficients
de la formule des traces. C’est un résultat dia a [Fri88], sur lequel nous reviendrons
en détail dans le Chapitre

Remarque 2.2.13. On confond régulierement, quand cela ne préte pas a confusion,
St et {0} xS € R*x S ou R" xS € T*(R" xS') est la section nulle de T*(R™ x St).

Démonstration de la Proposition[2.2.11 D’apres le théoréme du voisinage tubulaire
de Weinstein ([Wei71, Wei77, Weig1], voir également la Remarque [1.1.32)), il existe
un symplectomorphisme ¢, d'un voisinage U; C T*(R" x S') de S dans un voisinage
Uy C M de v tel que 1(0,2,0,0) =(t), et o7 (SNU) = {z =E=0}NU :

Hoop(x,t,6,7)=E+740(|(z,&7)|) (2.2.25)

De plus, S! est une trajectoire périodique elliptique non-dégénérée du flot hamil-
tonien engendré par H o ¢y, donc d’apres la partie [1.1.4, on peut trouver un sym-
plectomorphisme ¢, défini sur un voisinage Uy de S' égal a 'identité sur S! avec
wa2(Us) C Uy, tel que T'on ait toujours :

Hopy0pa(z,t,6,7) = E+ 7+ 0(|(2,6,7)|]*) (2.2.26)
et tel que I'application de Poincaré associée a H o 1 095 en O = (0,0,0,0) s’écrive
dans la base (%,...,%,%,...,%) :

cos(Dy) —Sin(D9)> (2.2.27)

dFo = ( sin(Dy)  cos(Dy)

ou Dy est la matrice diagonale dont les éléments diagonaux sont 64, ..., 0,.

Pour ¢t € S', on note K(t) la matrice hessienne de H o o1 o 5 en (0,t,0,0)
relativement aux coordonnées x,£ uniquement. C’est une matrice symétrique de
taille 2n, et :

Hopiopy(a,t,6,7) = E+7+ (2, )K(t) "(z,6) + O(||(z, 9| + 72)  (2.2.28)

Soient S' 3 ¢ — S(t) € Mo, (R) et S! 3t — M(t) € My, (R) des fonctions
dérivables telles que pour tout ¢ € S, M(t) est symétrique.

On définit par gy sur un voisinage U de S* choisi que gy (U) C Us (c’est tou-
jours possible car ¢g s est continu) par la formule (en réarrangeant ici les variables
pour une commodité de notations) :

V(z,t,6,7) €U, psm(z, & t,7)=(S(t)(x,8),t, 7+ qu(t,z,§)) (2.2.29)

ou qu(t, -, -) est la forme quadratique de matrice M(t).
On cherche alors (S, M) tel que ¢g s est un symplectomorphisme et tel que 'on
ait au voisinage de S! :

N Tt &
HOSOIOSOQOQOS,M(xatag?T):E+T+Zei oT
=1

+O(||(z, 6] + %) (2.2.30)
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On aura alors prouvé la premiere partie de la proposition [2.2.11| en posant ¢ =

$10¥P20Q3 M-
On a (2.2.30) si et seulement si pour tout t € S,

LS() K (4)S(t) + M(t) = ; ( %9 89 ) (2.2.31)

La différentielle de g en un point (z,t,€,7) € U exprimée dans la base

(8%1, e %, 8%1, e %, %, a%) est la matrice par blocs de tailles 2n x 2n, 2n x 2,
2x2net2x2:
0
St | S ( ﬂg ) :
D(t,z,§) = 0 (2.2.32)
0 1 0
(2, M) | gyt 2,8 1

ou ' désigne la dérivation (partielle ou non) par rapport a t.
s est donc symplectique si et seulement si pour tout (x,¢,&,7) € U :

‘Dtz €) ( i« 32 )D(t,x,g) _ ( T 32 ) (2.2.33)
Or, pour tout (z,t¢,&,7) € U, le membre de gauche est égal a :
0
LS(t)J,S(t) (= tS()JS'(t) + M(t)) < ’ )
S| e2sy
(@, &) (M(t) + *S'(t) JnS(1)) 0 1
0 —1 0

Donc finalement, ¢g s est donc symplectique si et seulement si pour tout ¢ € S' :
S(t) € Span(R), et M(t) = 'S(t).J,S'(t) (2.2.35)

En effet, si pour tout ¢t € S, 'S(t)J,S(t) = J,, alors en dérivant la relation, on
obtient bien que 'S(t)J,S'(t) est symétrique pour tout ¢ € S'. Finalement, d’apres
(2.2.31) et (2.2.35)), il suffit de chercher une solution S de I’équation différentielle
sous contrainte suivante :

LSK(t)S(t) + 'S(t) S8 (t) = % ( Dy | 0 )

vVt € Sl, 0 | Dy

(2.2.36)



50 CHAPITRE 2. FORME NORMALE DE BIRKHOFF

(2.2.36|) est équivalent a :

S(t) = J,K(£)S(t) — LS(t) < 0 | Dy )

vt e S, —Dy| 0 (2.2.37)
S(t) € Spa,(R)
Soit alors S; : R — My, (R) la solution globale du probléme de Cauchy :
Vit e R, Si(t) = J.K(t)S:(t)
{ 5.(0) = 1 (2.2.38)

ou K est vue comme une fonction T-périodique sur R.
Le flot hamiltonien linéarisé d®%, (ou, rappelons-le, O = (0,0,0,0) associé a
hamiltonien H o ¢, o ¢y, restreint au sous-espace de ToT*(R"™ x S!) engendré par

(8%1, e %, 8%1, e %) et corestreint au sous-espace de Tot(0)T*(R" x S') engen-
dré (8%1, e %, 6%1’ e %) a pour matrice dans ces deux bases S ().
Ainsi, d’apres (2.2.27)) et (1.1.32), on a :

[ cos(Dy) —sin(Dy)
Si(T) = < sin(Dj) cos(D9§ ) (2:2.39)

et de plus, pour tout t € R, Si(t) est symplectique. Posons alors pour tout ¢t € R :

S(t) = Si(1) ( lesn((TthZ) ::; Eggzg ) (2.2.40)

Alors la fonction S est dérivable et est solution du probleme de Cauchy :

Ve R, S/(t) = JK(1)S(t) — L8(t) ( 0 1D >

T —Dy | 0 (2.2.41)

S(-+T) est solution du méme probléme de Cauchy, donc par unicité de la solution
globale de ce probléeme S est T-périodique. De plus, pour tout t € R, S(t) est
symplectique. On peut donc identifier S & une fonction définie sur S ~ R/TZ par
la Remarque , et celle-ci vérifie aussitot . On choisit alors M = 'S.J,5",
et la premiere partie de la proposition [2.2.11] est montrée comme annoncé ci-dessus.

Pour montrer la seconde partie de la proposition [2.2.11] supposons qu’il existe
un symplectomorphisme 1 défini localement autour de S' C T*(R" x S!), égal a
l'identité sur S!, et des réels A, ..., \, tels que :

T4 E

Hyo(w,t,6,7) = E+7+ 3 A= 20 + O(l|(w. )| +7°) (2.2.42)
i=1

19T

ou Hj est défini en (23,25,5,7‘) € T*(Rn XSI) par : H()(l',t,f,T) = E+74+ i 0 :1:12+£2-2.
=1

Soient alors ®! et W' les flots hamiltoniens associés a Hy et Hj o 1) respectivement.
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On a pour tout ¢t € R, ®" = 1) o W' o ¢)~! car ¢ est un symplectomorphisme (voir
partie . Ainsi, pour tout ¢t € R, d®}, = dipyr(0ydV5Hd(¢1)o et en particulier :
ddL = dwodlﬂgdwal. Ainsi, les applications linéarisées de Poincaré associées a Hy et
Hyo1) sont conjuguées par diyo et ont donc méme spectre. Or, la matrice hessienne de
Hy (resp. Hyo1)) relativement aux coordonnées z, ¢ est en tout point de S! égale a :
% ( l())@ lg)g ) (resp. % ( lz))‘ l[?)A )) On en déduit 'expression des applications
linéarisées de Poincaré sous la forme , et leurs valeurs propres et ... e¥n
et e ... e respectivement : ainsi, il existe une permutation o de [1,n] telle que
pour tout j € [1,n], e = e ce qui achéve la preuve de la seconde partie de la
proposition. ]

2.3 Forme normale de Birkhoff quantique

Dans cette partie, on commence par introduire quelques notations et objets qui
nous seront utiles tout au long de cette these (partie . On présente alors une
construction de la forme normale de Birkoff quantique au voisinage d’une trajectoire
elliptique non dégénérée, essentiellement reprise de [GP10], en insistant sur les prin-
cipales modifications apportées et en précisant quelques points (partie [2.3.2)). Enfin,
on donne dans la partie les analogues des énoncés de la partie dans le cas
du fond de puits.

2.3.1 Quelques notations et rappels préliminaires

2.3.1.a La variable complexe

Il est tres utile dans certains cas (par exemple pour résoudre les équations co-
homologiques des Propositions [2.3.30} [2.3.39} [2.4.8} [2.4.19)) de voir une fonction de
(r,€) € R" x R" = R?" comme une fonction de la variable complexe z = “”;%5 c C.

Plus précisément, on associe & G € C®(R?",R) la fonction g définie pour z € C"
par :
Z2+2z2 z—2
) (2.3.1)

9(2) =G (\/522

si bien que pour (z,£) € R?*", on a :

Gz, §) =g (%) (2.3.2)

Il est en fait d’usage de voir la fonction g précédemment définie comme une
fonction des deux variables (z, z). Remarquons qu’il ne s’agit pas d’un prolongement
(régulier) de la fonction G de R*" a C?", mais bien uniquement d’une commodité de
notations.
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On confond alors les fonctions de (x,&) que sont z : (x,§) — xﬂﬁ et z: (z,&) —

m&%{ avec, respectivement, le premier et deuxieme n-uplet de Varlables de g(+,-), alors
définie sur T’ = {(u,v) € C*" | u = v} ~ C", si bien que la relation ([2.3.2)) s’écrit :

G=yg(z2) (2.3.3)
On introduit alors, pour tout j € [1,n], les opérateurs de dérivation W et %
dg ,  _ 1 0G 1 0G
—(2,7) = —=—— F —=—— 234
9z, (%2) V205 iv20¢ (2:34)
° 0 190G 1 0G
I (2% (2.3.5)

95" = 36s, TR oE,

Le crochet de Poisson de fonctions F, G € C®(R?*",R) se réécrit alors, si f et g
sont les fonctions associées :

| 0f 0g Of Og _
FGy =S |9L99 9799 2.3.
(RG)==i% | 5ot gogn | (9 (2.3.6)

Remarque 2.3.1. Si G est polynomiale homogene de degré k € N en (z,&), alors
la fonction associée est aussitot polynomiale homogene (a coefficients complexes) de
degré k en (z, z). Toutes les précautions précédentes ne sont alors pas nécessaires :
la fonction polynomiale G' définie sur R?" se prolonge en effet en une fonction poly-
nomiale définie sur C*".

Le développement de Taylor a l'ordre n € N en (0,0) d'une fonction G €
C>*(R?*",R) permet d’ obtenir celui de la fonction g associée, au voisinage de (0,0) €

T:

B 1 QHtImlg k—m N+1
= Y O R o) @3

k|+m|<N

ot k!, m!, z* et ||z|| sont définis comme suit :

Définition 2.3.2. Si z = (21,...,2,) et k = (ky,...,k,) sont respectivement des

n-uplets de complexes et d’entiers positifs, alors 2! désigne la quantité z! := H Z

La méme convention Vaut pour des n-uplets d’opérateurs (au lieu des complexes)

et en particulier aa 85. De plus on a les notations suivantes :

k| =) ki et k!:=]] k! (2.3.8)
i=1 i=1

Enfin, ||2]| = % [(z, Il
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On définit alors les termes diagonauz et extra-diagonauzr d’une fonction polyno-
miale de la fagon suivante :

Définition 2.3.3. Soient G € C*(R*",R) une fonction polynomiale et g la fonction
associée (aussitdt polynomiale en (z, 2)).

On dit qu’un terme de la fonction polynomiale g est un terme diagonal s’il est
de la forme azFzF = a|z|?* (avec a € C, k € N").

On dit que c’est un terme extra-diagonal sinon, i.e. s’il est de la forme az
(avec o € C*, (k,1) e N> k #£1).

Par extension, on appelle terme diagonal (resp. extra-diagonal) de G un terme
associé a un terme diagonal (resp. extra-diagonal) de la fonction g.

kzm

Remarque 2.3.4. Cette définition ne porte pas a confusion du fait de la correspon-
dance bijective entre les fonctions polynomiales en (z, £) et celles en (z, Z) (équations

231) et @23.2)).

Définition 2.3.5. Dans toute la suite, on fixe les notations suivantes :

x? + &

V(z,&) € T*(R"), Vi € [1,n], pi(z,§) = :

(2.3.9)
Comme on I'a fait précédemment pour z et z, on omet, quand cela ne porte pas a
confusion, la dépendance en (z,&) en écrivant simplement p; pour p;(x,§). Aussi, p
désignera le n-uplet (p1,...,pn).

Concluons cette partie en étendant cette commodité de notations a une fonction
G lisse sur T*(R" x S') ~ R" x S! x R" x R : il suffit d’appliquer le changement de
variables & (f,7) € S* X R fixé a la fonction G(+, ¢, -, 7). Les opérateurs de dérivation
8%]_ et a%- sont définis comme précédemment, et on a une correspondance bijective
entre fonctions polynomiales en x,&, 7 et fonctions polynomiales en z,z,7. Plus
précisément, on définit les fonctions polynomiales homogenes comme suit :

Définition 2.3.6. Soient F' € C>°(T*(R" x S'),R) et [ € N. On dit que F est poly-
nomiale homogene de degré [ s’il existe une famille (Oéjkm)(j,k,m)eN2n+1,|j| k| +2m=1
d’élements de C*(S',R) tels que dans les coordonnées canoniques (z,t,&,7) de
T*(R™ x S') :

Flx,t,&,1)= > ajm(t)2?&rm (2.3.10)

|71+|E|+2m=l

On dit que F' est polynomiale de degré [ si elle est somme de fonctions polynomiales
homogenes de degré au plus [.

Remarque 2.3.7. Avec nos notations, la fonction nulle est polynomiale homogene
de degré quelconque. Cela nous sera utile pour alléger certains énoncés (voir par
exemple les Lemmes [2.4.4] et [2.4.14] et les remarques attenantes).
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Comme précédemment, une fonction polynomiale homogene est aussitot polyno-
miale homogene en z, z, 7 de méme degré, et le développement de Taylor en z,&, 7
au voisinage de x = £ = 7 = 0 permet d’en obtenir un en z, z, 7 au méme ordre. On
définit enfin les termes diagonaux et extra-diagonauzr d’une fonction polynomiale :

Définition 2.3.8. On dit qu’'un terme d’une fonction polynomiale est un terme
diagonal il est de la forme azz% = a|z|?* (avec a € C, k € N").
On dit que c’est un terme extra-diagonal sinon, i.e. s'il est de la forme azFz™

(avec v € C=(SY,C) \ {0}, (k,1) € N*", satisfaisant [q a(t)dt =0 ou k # ).

Remarque 2.3.9. Conformément & la convention de la Remarque [2.2.10] on iden-
tifie les fonctions définies sur S' ~ R/TZ aux fonctions T-périodiques de la variable
réelles. [q1 a(t)dt est donc égal au coefficient de Fourier d’ordre 0 de la fonction « :

Jy aO)F-
2.3.1.b  Quelques opérateurs particuliers sur L*(R")

Enfin, pour i € [1,n], on considére les opérateurs suivants, & domaine dense
dans LQ(]R") :
1

— a; = 5(x; + hd,,) (opérateur d’annihilation)
- a;f‘ = %(wl — ho,,) (opérateur de création)
- P = % + T ) aja; + i (oscillateur harmonique)
On a alors pour out (i,7) € [1,n]? :
la;, aﬂ = 0;;h, [a;,a;] =0 (2.3.11)

On définit également le vecteur |0) (état « vide ») par :

1 el
Vo € R, |0)(z) i= ——pe 5 (2.3.12)
(mh)s
On définit alors, pour p € N” :
*Nz
1 (2.3.13)
= —=a**|0)

Vil

avec les conventions de la définition 2.3.2]
(|1t) ) penn est une base hilbertiennem de vecteurs propres communs a Py, ..., P, :

. 1

vi € [1,n, Pl = (i + 5)hlu) (2.3.14)

1. Pour plus de détails, voir le dernier paragraphe de cette partie.
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On déduit alors aisément de (2.3.13) les égalités suivantes, pour i € [1,n] et
pwe N

az‘,“) = V,uih‘,uh ceey Mi—1y Mg — 17,ui+1, <. 7,un> (2 3 15)
aﬂﬂ> = \V (/’L’L + 1)h‘:ul> ey i1y i T 17/*L’i+17 ce 7,un>

Enfin, si Op" (a) est Popérateur pseudodifférentiel dont le symbole total est a,
alors pour i € [[1,n] :

i a
) =at (2.3.16)

2.3.1.c Extension a L*(R" x S')

Considérons maintenant 'espace L*(R™ x S!). Commencons d’abord par une
remarque importante :

Remarque 2.3.10. Tout au long de cette thése on confond L?(S!) avec I'espace des
fonctions 1-périodiques de L7 (R). On étend alors cette identification a L?(R" x S!)

loc

via l'identité : L?(R™ x S') = L?(R") ® L*(S')

Pour i € [1,n], on peut étendre la définition des opérateurs a;, aj, et P; a
L*(R™ x S'). On définit également opérateur Dy = —ihd;.
L’état « vide »est alors défini comme précédemment :

1 —[]z[|?

V(z,t) € R" x S, |0,0)(x,t) := e 2n (2.3.17)
(nh)’
et pour (pu,v) € N* X Z :
- 1
V(z,t) € R" x S, |, v)(z,t) := e’zwyt—'a*“|0,0>(x,t) (2.3.18)

N

(|44, V) ) (uv)enn xz est maintenant une base hilbertienne de vecteurs propres com-
muns a Py,..., P, et D, :

. 1
Vi€ [Ln], Pilu,v) = (i + 5)hlu), Dilp,v) = 2mv|u,v) (2.3.19)

Les propriétés (2.3.11)), (2.3.15)) et (2.3.16)) restent vraies et de plus : Op" (1) =
D;.
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2.3.1.d Fonctions de Hermite

On se place dans un premier temps dans le cas ou n = 1.
2

Soitwh:RBxHﬁe h.
La fonction wy, est intégrable, positive, et d’intégrale 1. On définit alors I'espace :

L = {f : R — C mesurable ,/R |f(z)Pwp(z)dz < —|—oo} (2.3.20)
muni du produit hermitien (.,.), défini par :

v(f.9) € (L)% (fogh = [ F@)g(lwn(a)dr, (2:3.21)

C’est un espace de Hilbert contenant C[X].

ac2
On définit également : w : R 3 = — \/%6’7, qui est une fonction positive,
intégrable d’intégrale 1, et I’espace de Hilbert contenant C[X] :

L = {f : R — C mesurable ,/ |f (z)Pw(x)de < —i—oo} (2.3.22)
R
muni du produit hermitien (.,.) défini par :

V(f.9) € (L2 (Foghni= [ f(@)g@@w(o)dr, (2:8.23)

Définition-proposition 2.3.11 (Polynémes de Hermite). On définit la famille
(Hy)uen des polyndmes de Hermite comme la famille orthogonalisée de Gram-
Schmidt de la base canonique de C[X] dans l'espace de Hilbert L2. (H,)en est
donc une base algébrique de C[X], et pour i € N, H, est un polynome unitaire de
degré p. (H,)uen est une suite récurrente linéaire d’ordre 2 :

Hy=1, HH=X, et VueN, HM+2 = XH/H-l — ([,L—I— 1)HN (2324)

Et on en déduit que :

Pl =

dzt

VpeN,Vz e R, H,(z) = (—1)"e ) (2.3.25)

Proposition 2.3.12. On a pour tout p € N :

Vo € R, |u)(z) = (W;)i \/1M_!HM (\/gx) e 5 (2.3.26)

De plus, (|u))uen est une base hilbertienne de L*(R)

Remarque 2.3.13. Dans la démonstration de la Proposition 2.3.12] la preuve de
la densité de C[X] dans L7, est tirée de [KF94].
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Démonstration de la Proposition[2.53.19 On définit une famille de polynémes (P,) sen
par la formule :

1
YueN, P(z) = — 2.3.27
D’apres, (2.3.13]), ceux-ci vérifient la relation de récurrence :

Vi eN, y (w+1)hB0 = \/_XP \/— M

i) O

Or, on déduit de (2.3.25)) la relation de récurrence :

VueN, Hyy = XH, — H, (2.3.29)

Comme Py = Hy =1, on a donc :

1 2

On en déduit que pour tout € N, P, est un polynome de degré p et que :

1
a V! pa!

V(Mh MQ) € N27 <PM17 P > <HM17 H > 5#1#2 (2331>

ol ¢ est le symbole de Kronecker.

I suffit donc de montrer que C[X] est dense dans L2 , (P,),en sera aussitot une
base hilbertienne de L7, , et donc (|p))uen une base hilbertienne de L*(R).

Il suffit donc de montrer que I'orthogonal de C[X] dans L2 est réduit a {0}.

Soit donc f € C[X]*. On définit F : C — C par :
VzeC, F(z) = / f(z)wp(z)e * dx (2.3.32)
R
F est bien définie et méme holomorphe sur C car pour tout z € C,

J 1 @en@ede = [[17@)knle O ds

< [ 1@ @ [ w@era  (2333)
R R
< 400
De plus,
vm e N, F™(0) = / F(@)a™wn(x)dz = 0 (2.334)
R

car f € C[X]*. Donc F = 0. Or, en reprenant I'inégalité (2.3.33) pour z = 0, on
voit que fwyp € LY(R), et F(iR) = {0} donne fw, = 0, donc fw; = 0 et finalement
f=0.

L]
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On en déduit alors les deux propriétés suivantes dans le cas général (n € N*
quelconque) car L*(R") = ® L*(R) et L?*(R" x S) = L*(R™) @ L*(S!).
i=1

Proposition 2.3.14. On a pour tout u € N" :

2
[lz]]

vz € R, ) (x) = (7r711)\/1,u—' ﬁl H,, (\/gx) 4 (2.3.35)

De plus, (|it))uenn est une base hilbertienne de L*(R")

et puisque (|v) : t — €?™),cz est une base hilbertienne de L*(S') :

Proposition 2.3.15. On a pour tout (u,v) € N* X Z :

x2

, 1 1 2 2
Yo.t) € B xS ) (ont) = e e [T (\/;x) e (2330

De plus, (|11, V) (ur)ennxz est une base hilbertienne de L*(R™ x S')

a3

Remarque 2.3.16. On pourrait retrouver le fait que (|u))uenn et (|14, 1)) (upyennxz
sont des bases hilbertiennes de L?(R") et L*(R™ x S') respectivement a I'aide de la
théorie spectrale des opérateurs compacts. En effet, dans le cas oun = 1, 'opérateur
P = %(—h% + IQ) est borné inférieurement et a résolvante compacte, donc il
admet une base hilbertienne dénombrable de vecteurs propres, et I’ensemble de ses
valeurs propres est une suite tendant vers +o00. Le cas général (n € N* quelconque)
se déduit du cas n = 1 comme précédemment. Pour plus de détails, on pourra par

exemple consulter [RS75], partie VIII.14, ou [VuNO6], Chapitre 3.

2.3.2 Construction au voisinage d’une trajectoire périodique
elliptique non dégénérée

Dans cette partie, on présente la construction de la forme normale de Birkhoff
quantique au voisinage d’une trajectoire périodique elliptique non-dégénérée faite
dans la partie Celle-ci reprend les grandes lignes de la construction faite dans
[GP10], mais présente essenticllement deux différences sur lesquelles nous revien-
drons dans la suite : premiérement la définition des opérateurs polynomiaux (PO)
prend ici en compte 'ordre en A et surtout impose aux produits d’opérateurs d’étre
ordonnés de maniere a pouvoir faire correspondre de maniere bijective nos opéra-
teurs polynomiaux a un ensemble indicé fini de complexes, et ainsi a ramener la
détermination d’un opérateur polynomial (et donc de tout opérateur microlocale-
ment autour de la trajectoire comme nous allons le voir) a la détermination de ces
nombres complexes. Deuxiémement, 'opérateur qui conjugue le hamiltonien origi-
nal a sa forme normale de Birkhoff jusqu’a un certain ordre n’est plus un opérateur
intégral de Fourier quelconque, mais I’exponentielle d’un opérateur polynomial, que
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I'on pourra alors déterminer comme expliqué ci-dessus lors de 1’étude de problemes
inverses (Chapitres [4] et [f]).

On considere un opérateur pseudodifférentiel semiclassique autoadjoint elliptique
H(z,hD,, k) sur un variété X de dimension n + 1, E une valeur réguliéere de son
symbole principal H. On suppose qu'il existe 6 E > 0 tel que H~! ([E — §E, E + 6 E])
est compacte. Soit enfin v une trajectoire périodique elliptique non-dégénérée du flot
hamiltonien engendré par H et d’énergie E.

Pour alléger les notations, on suppose que la plus petite période de ~ est 1, et
on identifie S' & R/Z conformément & la Remarque [2.2.10, D’apres la Proposition
2.2.11] si 6y, ...,0, est une réalisation des angles de Poincaré, il existe un symplec-
tomorphisme ¢ d’un voisinage Y C T*(R" x S*) de S' = {z = ¢ = 7 = 0} dans un
voisinage V C T*(X) de 7 tel que pour t € S, ¢(0,¢,0,0) = y(t) et :

Hog(x,t,&,7) = Holw, t,€,7) + O([|(z, O’ + ) (2.3.37)

N n x24€2
ou Hy(x,t,&,7) = B+ 7+ X 0;~5+
i=1

Puisque la forme normale de Birkhoff est une réduction du hamiltonien au voi-
sinage de 7, on suppose dans la suite que X = R" x S! et que :

H(z,t,¢,7) = Ho(x,,&,7) + O(||(z, O)|]* + ) (2.3.38)
Commencons par introduire quelques notations :

Définition 2.3.17. Soient A un opérateur pseudodifférentiel semiclassique sur R™ x
S! et N € N. Alors on écrit :

1Al )] = O ((lih] + [vh])™) (2.3.39)
Si:
VM >0, 3C >0, Y(u,v,h) € N* x Z x [0, 1],
(k| + |vhl < M = || Al )] 2(n sy < Clluh] + [R)Y)

(2.3.40)

Remarque 2.3.18. Remarquons que les estimations ne dépendent que de A micro-
localement dans un voisinage formel de la trajectoire S' = {0} x S! € T*(R" x S').
Plus précisément, choisissons x une fonction C*(R,R) a support compact. On sup-
pose de plus qu'il existe € > 0 et M > 0 tel que : x = 1 sur [—¢, €] et le support de
X est inclus dans [—M, M].

On note xo = x(P, + -+ + P, + |Dy|) l'opérateur de symbole total de Weyl (a
support compact contenant v) o (xo) : (z,t,&,7) — X (M + |T])

Alors pour tout (u,v) € N* X Z, on a :

nh
ol = x (1t + v+ %) o (23.41)
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En particulier, pour (p,v,h) € N* x Z x [0, <[, on a :
Xolp,v) = |p,v) st |phl + |vh| < 3

Yoluv) =0 si |ah| + |wh| > 1 (2.3.42)

Donc finalement,
1Al )| = O(luh| + A1) < [[Axolp, v)I| = O(luh] + [vAIY) — (2.3.43)

Définition 2.3.19. Soient A un opérateur pseudodifférentiel semiclassique et » € N.
On dit que A est polynomial d’ordre r (PO(r)) s'il existe une famille d’éléments de

1 .
C=(SY,C), (Qpjkm) (p.jik.myenzns2, 2p(ji 4| +2m=r, telle que :

A= > Qpjkm (1) RPODY (27 2%) D} (2.3.44)

2p+|j|+|k|+2m=r

De plus, on dit que A est sans terme diagonal si pour tout (p, j,m) € N2 tel que
2p+|jl+m) =r,ona: [ aym(t)dt =0.

Remarque 2.3.20. Comme dans la Remarque [2.3.9] [q1 0j5m (£)dt est, avec I'iden-
tification S' ~ R/Z, le coefficient de Fourier d’ordre 0 de la fonction 1-périodique

Qpjjm-

Remarque 2.3.21. Une telle écriture est aussitot unique. La famille (aqjzm) est la
famille des coeflicients du symbole principal de A, et la famille (a5, ) se reconstruit
ainsi a partir de A par récurrence sur p. On peut également retrouver I'unicité de
cette écriture & partir du Lemme [2.3.33

Remarque 2.3.22. On aurait pu définir de maniere équivalente les opérateurs po-
lynomiaux d’ordre r» comme les opérateurs dont le symbole total est polynomial de
degrér (en z, z, T et h avec des poids respectifs 1,1,2 et 2). L’intérét de cette définition
réside dans 'unicité de I’écriture , qui facilite ainsi grandement la détermi-
nation d’opérateurs polynomiaux lors des problemes inverses considérés dans cette
these. Le prix a payer est qu’il est nécessaire de montrer que le produit ou le crochet
d’opérateurs polynomiaux peut encore s’écrire sous la forme , comme par
exemple dans la preuveﬂ du Lemme Une définition qui permettrait aux pro-
duits d’opérateurs a;, af, ¢ € [1,n] d’étre ordonnés de maniere quelconque (comme
dans [GP10]) permettrait, elle, d’obtenir immédiatement ces derniers résultats.

On a donc choisi ici le point de vue des opérateurs, mais on aurait également pu
travailler uniquement sur les symboles totaux en définissant le produit de symboles
comme un produit déformé (comme le produit de Moyal, voir Théoréme .

La proposition suivante est essentielle a notre construction de la forme normale
de Birkhoff : elle permet de se ramener, dans tous nos calculs, au cas des opérateurs
polynomiaux.

2. Celle-ci figure dans le Chapitre [5, Le Lemme [2.3.29|y est renuméroté
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Proposition 2.3.23. Soit A un opérateur pseudodifférentiel semiclassique. Il existe
une unique famille (| A, )ren telle que, pour tout r € N, | A, est polynomial d’ordre
roet:

VN € N,

(4= 3148 )

_0 ((|,m| 4 |yh|)”2“) (2.3.45)

M=

Pour N € N, on pose |Al<ny = X | Al

0

r

On peut alors définir une notion d’équivalence asymptotique :

Définition 2.3.24. Soient A et B deux opérateurs pseudodifférentiels semiclas-
siques. On définit la relation ~ par :

A~B & VreN, |Al, =B, (2.3.46)

Soit (A;)ien est une famille d’opérateurs pseudodifférentiels semiclassiques telle que
pour tout N € N, 'ensemble Iy = {l € N | | 4| <y # 0} est fini.
Alors ~ prend le sens suivant :

A~ +§AZ SYNEN, Y |Aloy = |Al<n (2.3.47)

=0 lely

On appelle développement en PO la relation :
400
A~ Z | A, (2.3.48)
r=0

Esquisse de la démonstration de la Proposition |2.5.25. L’unicité du développement
en PO, implicite dans le Chapitre[5] est équivalente au lemme suivant, dont on donne
la démonstration a la fin de cette partie :

Lemme 2.3.25. Soit (B,),en une famille telle que, pour tout r € N, B, est PO(r)
et :

N+1
2

VN €N, ~0 ((W‘zl + |vh)) ) (2.3.49)

N
Z BT|/% V)
r=0

Alors pour tout r € N, B, = 0.

En effet, si (A,)ren et (AL),en sont deux familles vérifiant les hypotheses de la
Proposition , alors (B, = A, — A]),en vérifie celles du Lemme

Quant a l'existence, on la montre en choisissant pour | A|, 'opérateur ayant pour
symbole total les termes d’ordre r dans le symbole total de A. Le lemme clé pour
démontrer que cette famille convient est donc le suivant :



62 CHAPITRE 2. FORME NORMALE DE BIRKHOFF

Lemme 2.3.26. Soient A un opérateur pseudodifférentiel semiclassique et N € N

tel que le symbole total a de l'opérateur A vérifie au voisinage de v x {0} = {z =
E=17=0}x{h=0}:

a(z,t,&,7,h) = i O (W (|2” + 7)) (2.3.50)
p=0
Alors, on a :
Al )] = O ((luh] + [vh)™). (2.3.51)

]

Remarque 2.3.27. Dans le Chapitre , on renvoie & [GP10] pour une démonstration
du Lemme a l'aide des états cohérents. Remarquons qu’en utilisant la forme
explicite des vecteurs |y, v) donnée dans la Proposition[2.3.15] on pourrait également
déduire du théoreme de la phase stationnaire (dont 1’énoncé est donné dans [Mar01])
une autre démonstration de ce lemme.

On peut maintenant énoncer le théoréme suivant, donnant notre construction de
la forme normale de Birkhoff :

Théoréme 2.3.28. Il existe une famille d’opérateurs pseudo-différentiels autoad-
joints elliptiques (W<y)n>3 et une fonction h € C*°(R"2 R) telles que :

‘ ( Wen —iWen

e hn He #® — h(Pl,...,Pn,Dt,h)> |, v)
On appelle alors forme normale de Birkhoff quantique l'opérateur h(P, ..., P, Dy, h).
Mieuz, on peut construire la famille W<y récursivement de la maniére suivante :
il existe une famille d’opérateurs (Wy),>3 telle que pour tout ¢ > 3, W, est polyno-
mial d’ordre q, sans terme diagonal et symétrique, et telle que :

= O ((|uh| + [vh])5") (2.3.52)

n

Wey = Wey + (D2 + 3 P)N*H (2.3.53)
=1
ol :
Wen= > W, (2.3.54)
3<g<N

La démonstration du Théoreme [2.3.28 repose sur les deux résultats suivants,
ainsi que sur le lemme de Borel (Théoréme [2.3.32)). Des démonstrations du Théoréme
du Lemme [2.3.29] et de la Proposition [2.3.30] sont données au Chapitre [3]
On donne ici I'esquisse d’une démonstration du Théoreme [2.3.28|

Lemme 2.3.29. Soient F' et G deux opérateurs polynomiaux d’ordre r et r' respec-
[£,G]

tivement. Alors =32 est un opérateur polynomial d’odre r + 1" — 2.

Et en notant toujours Hy(P, hD;) = i 0,P, + D, :
i=1



2.3. FORME NORMALE DE BIRKHOFF QUANTIQUE 63

Proposition 2.3.30. Soit G un opérateur polynomial d’ordre r. Il existe un opéra-
teur polynomial F' d’ordre r et une fonction polynomiale G telles que :
[HO(Pa Dt)a F]
th

De plus, F symétrique si G l'est, Gy = 0 si r est impair, et Gy est une fonction
polynomiale homogene de degré 5 sir est pair.

= G + G1(P, Dy, h) (2.3.55)

Remarque 2.3.31. L’hypothese d’indépendance rationnelle de 64, ...,0, et 27 in-
tervient de maniere cruciale dans la démonstration de la Proposition [2.3.30]
Plus précisément, si la condition d’indépendance n’est pas vérifiée, on peut trou-

ver (ki,....kn,p) € Z" tel que Y 0;k; + 27p = 0, et 'opérateur polynomial
i=1
G = 2™t QpW (zmax(0k) zmax(0k)) met la Proposition [2.3.30| en défaut.

Théoréme 2.3.32 (Lemme de Borel,|]AG91]). Soit (a;)jen une suite d’élements
de C*(R™,C) telle que pour tout j € N, a; est polynomial de valuation v(a;). On
suppose de plus que pour tout N € N, l’ensemble Iy = {j € N | v(a;) < N} est fini.
Alors il existe une fonction a € C*(R",C) a support compact telle que pour tout
N € N, on a au voisinage de v =0 € R" :

a(z) = > aj(x) + O(||z||") (2.3.56)
JEIN
On écrit alors : N
an~ a; (2.3.57)
§=0

Esquisse de la démonstration du Théoréeme|2.3.28. On se donne le développement
en PO de H(z,hD,,h) :

“+oo
H = H(z,hD,, h) ~ Ho(P,D;) + > H, (2.3.58)
q=3
ou pour g > 3, H, := |H(z,hD,, h)|,
Soit N > 3. Supposons l'opérateur polynomial W<y construit. En notant ad

N PWen
%[Wg N, |, on a une action sur le développement en PO de H donnée par :
W, —iW tooq
e He o ~ —ad?~  (H) (2.3.59)
— q! W
q=0

Cette derniere relation est bien définie au sens de la Définition puisque la
décomposition en PO de l'opérateur ad’ - (H) ne contient aucun PO(i) avec i <
A

<N
2 + q d’apres le Lemme [2.3.29]
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L’idée de la démonstration est alors de construire la suite (1, ),>3 par récurrence.
Pour alléger les notations, notons : A = B+ PO(N) si les décompositions en PO de

A et B coincident jusqu’a I'ordre N — 1 1nclus
zW<2

Posons W<y = 0. On a alors : T He e = = Hy(P, D;) + PO(3).
Soit N > 3. Supposons construits (W,)s<,<n des opérateurs polynomiaux et
(H?)3<,<n des fonctions polynomiales tels :

(i) pour tout ¢ € [3,N], W, est polynomial d’ordre ¢, sans terme diagonal et
symétrique.
(ii) pour tout ¢ € [3, N], H? est polynomiale homogene de degré 1 si g est pair,
nulle si ¢ est impair.
iVA[}<N —zW

(iii) e+ He—n = Ho(P,D,)+ 5 HY(P, Dy, h)+PO(N +1), ot Wey est défini
q=3
en (2.4.40),([2.4.41)).

Soit G y1 'unique opérateur polynomial d’ordre N + 1 tel que :

7‘W<N W

—iWe N
Gyi=e & He 7 —Hy(P,D) =S HYP, D, h)+ PON+2) (2.3.60)

q=3

G i1 est symétrique, et la Proposition donne 'existence d'un opérateur po-
lynomial d’ordre Wiy 1, symétrique et sans terme diagonal, et d’une fonction po-
lynomiale H¥*! homogene de degré % si N est impair, nulle si N est pair, tels
que :

[Ho(P, Dy), W 14]

— =Gy + HYTYP, Dy, h) (2.3.61)

On vérifie alors par utilisations successives du Lemme [2.3.29 que si I/T/S ~ est défini
comme en (2.4.40),(2.4.41)) :

% —iW. N+1
e~ He 7+ =Hy(P,D,)+ S HYP,Dy,h)+ PO(N +2) (2.3.62)

q=3

La construction par récurrence est achevée, et il ne reste plus qu’a construire la
fonction h au voisinage de p = 7 = h = 0 grice au lemme de Borel (Théoréme
2.3.32)), dont les fonctions H? vérifient bien les hypotheses :

h~ Hy+ > H* (2.3.63)

q=3

]

Démonstration du Lemme[2.3.25. Avant de démontrer le Lemme [2.3.25] énoncons
le lemme suivant, dont la preuve est donnée ci-apres.
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Lemme 2.3.33. Soient o, 3 € C®(S',C), et (jy, ki, m1), (jo, k2, ms2) € (N*)? x N.
On suppose que ji + ko # jo + k1. Alors pour tout (u,v) € N x Z, les vecteurs de
LAR™ x SY) -

a(Op™ (72D vy et B(#)OP™ (2722 Dy, v)

sont orthogonaux.
De plus, on a :

Jj1+k1

g 3 LR
L2(Rnxg1)N||a||L2(81)M > y™MAT e T (2.3.64)

|a(®)Op™ (=7 24) D, v)

ot I'équivalent ~ est pris dans la limite p; — 400 pour tout i € [[1,n].

Remarque 2.3.34. On a étendu ici la Définition 2.3.2/aux n-uplets de demi-entiers :
/ k y . .
,u% désigne le produit [T, \/lTZ-JZHfZ‘

Soit (Bpjkm) (p.jkm)enxmmy2xn la famille d’élements de C°(S*, C) telle que :

VreN, B, = > Bpjkm () RPOPY (29 2) Dy (2.3.65)

2p+|j|+|k|+2m=r

Supposons que (B,).ey n'est pas la famille nulle, et notons r¢ le plus petit entier r
tel que B, # 0. On a alors :

E={(p.j, k,m) € Nx (N")? x N | 2p+|j| + k| +2m = 1o, Byjm # 0} # 0 (2.3.66)

Soit (po, S0, mp) comme le plus petit élément au sens de l'ordre lexicographique de
N2 de Pensemble {(p,j + k,m) | (p,j, k,m) € E}.

L’ensemble & = {(p,j,k,m) € € | (p,7 + k,m) = (po, S0, mo)} est non vide, et
deux éléments distincts (po, j1, k1,m0) et (po, jo, ke, mo) de & vérifient nécessaire-
ment j; + kg # jo + k1 (car j; + k1 = ja + ka2 = 5¢). Choisissons p, v des fonctions de
h € [0, 1] dans N et Z respectivement, tendant toutes vers +oo quand & tend vers
0 et telles que :

. . To
Vi € [0,n], % =0 0 (('ul;l) > (‘en posant pg =1, fpy1 = V). (2.3.67)
Supposons avoir montré que pour tout (p, j,k,m) € £\ &
u#um 0 O (,u%ol/mo) (2.3.68)
On aura d’apres le Lemme [2.3.33] :
2 50| tme g0
| Brolp )y~ Yo Bpmllpzgyp [v[™0h> (2.3.69)
h—0 (Sh)
(p,g,k,m)eE’

et ([2.3.69)) est bien incompatible avec les hypotheéses du Lemme [2.3.25| (en choisissant

N = ry dans (2.3.49)).
Montrons donc que 1’équation ([2.3.68]) est bien vérifiée sous la condition (2.3.67)).

Deux cas se présentent alors :
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1. p > po. Dans ce cas, on a d’apres ([2.3.67) :

itk ro—2p - T0*22P0 T0;2P0 B 501 ime
pEW = 0 (W) mo(m ™) et P =, 0 (uF )
(2.3.70)
2. p = po. Dans ce cas, j + k # so (car sinon m = mg et (p,j,k,m) € £). Soit
alors ¢ € [[1,n] le plus petit indice tel que j; +k; > so; (on a alors j, +k; = so;

pour [ < 7). D’apres (2.3.67) :

[

) i ro— . s0,0—2po—1
N]+k|V|2m - 0 H,Ufo’l-,uﬂ/ =
=1

h—0

' (2.3.71)
i sy T0*2P0*Z;:1 50,1
— 2 . 2
w50 lzl_llﬂz Hit1
et .
H IR CTE R W0 @ (N7 ’V|m0) (2.3.72)
=1
Dans les deux cas, on a bien ([2.3.68)).
O]

Démonstration du lemme [2.3.33 Remarquons d’abord que par (2.3.15)), il existe
une fonction fj, définie sur R?}, telle que :

(i) pour tout (u,v) € N* X Z :
Op" (725) D' 1, v) = fulp)r™ B°5 ™+ k — ) (2:3.73)

(ii) |
fir(pe) ~ ,u# lorsque p; — +oo(Vi € [1,n]) (2.3.74)

Alors, en notant pour p € Z, a, le p-ieme coefficient de Fourier de la fonction «,
vue comme 1-périodique :

VEER, a(t) = ae”™, (2.3.75)
pEZ
on a la somme hilbertienne :
. m g LR .
(O™ () D, v) = Fu(p)™ K25 S g k= jv+p)  (2:3.76)
PEZL

Or, pour tout s € N"\ {0} et pour tout p € Z les vecteurs |u, V) et |u+ s,v + p)
sont orthogonaux, ce qui suffit a prouver le premier point du lemme.
Le deuxieme est prouvé par I'égalité :

a()0pY (72) Dy | 1) |[] = F )2 BB ST 2

- Jjkm
PEZL (2377)
m j m 2
- J‘ka(M)VQ Pl IR+ ||a||L2(Sl)

[]
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2.3.3 Construction au voisinage d’un fond de puits

Dans cette partie, on donne les énoncés des définitions et propositions analogues a
celle de la partie suivante dans le cas du fond du puits. Plus précisément, on considere
un opérateur semiclassique autoadjoint elliptique H (x, hD,, h) sur une variété X de
dimension n, et m un point en lequel H admet un minimum non-dégénéré E.

D’apres la Proposition 2.2.1) et la Remarque [2.2.3] on peut trouver un symplec-
tormorphisme ¢ d’un voisinage de (0,0) dans 7*(R") dans un voisinage de m dans
T*(X), et des réels strictement positifs 6y, ..., 6,, uniques a permutation pres, tels
que :
xf +

2

Comme dans la partie [2.3.2] on suppose dans la suite que X = R" et que :

Hoo(w6) =B+ 30525 Lo (o)) (2:3.75)

z7 +
2

H(z,€) = E+i€i €40 (G, 91P) (2.3.79)

On a alors les analogues des Définitions [2.3.17] et 2.3.19] :

Définition 2.3.35. Soient A un opérateur pseudodifférentiel semiclassique et N €
N. Alors on écrit :

|A|)|| = O(luh|™) (2.3.80)
Si:
VM >0, 3C > 0, Y(u, h) € N" x [0,1],

(2.3.81)
(luhl < M = ||| o @ny < Clubl™)

Définition 2.3.36. Soient A un opérateur pseudodifférentiel semiclassique et r € N.
On dit que A est polynomial d’ordre r (PO(r)) sl existe une famille d’éléments de

C®(S",C), (jk) (pjk)eNza+t, apt|j+|k=rs telle que :

A=0p" ( > apjkhpzjzk> (2.3.82)

2p+|jl+|k|=r
De plus, on dit que A est sans terme diagonal si pour tout (p,j) € N**1 tel que
2(p+|j]) =7, on a: ap;; = 0.

L’existence du développement en PO prend ici la forme suivante (dont la dé-
monstration est tout point analogue a celle de la Proposition [2.3.23]:

Proposition 2.3.37. Soit A un opérateur pseudodifférentiel semiclassique. Il existe
une unique famille (| Al )ren telle que, pour tout r € N, | A, est polynomial d’ordre
et :

VN € N,

(4= 211 ) o = o (n*#) 2353)

M=

Pour N € N, on pose |Al<y = X [A],.

r=0
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La relation ~ est alors définie exactement comme dans la Définition 2.3.24] Fina-
lement, la construction de la forme normale de Birkhoff est donnée par la proposition
suivante :

Théoreme 2.3.38. Supposons que les réels 01, . .., 0, définis par la relation (2.3.79)
sont rationnellement indépendants. Alors il existe une famille d’opérateurs pseudo-
différentiels autoadjoints elliptiques (W<y)n>3 et une fonction h € C®(R"™ R)
telles que :

N+1

iWe —iWey
H<e P He 7w —h(Pl,...,Pn,h)> |/L>H:O(\uh\2) (2.3.84)

On appelle alors forme normale de Birkhoff quantique l'opérateur h(Pi, ..., Py, h).

Mieux, on peut construire la famille W< récursivement de la maniére suivante :
il existe une famille d’opérateurs (W,),>s telle que pour tout ¢ > 3, W, est polyno-
mial d’ordre q, sans terme diagonal et symétrique, et telle que :

Wey = Weny + (O )N (2.3.85)
=1
ol :
Wen= Y. W, (2.3.86)
3<q<N

La démonstration du Théoréme [2.3.38| est une adaptation immédiate de celle du
Théoreme [2.3.28| et repose donc en particulier sur ’analogue de la Proposition |2.3.30

suivant, ot 'on a noté Hy(P) = X 0,P; :
i=1

Proposition 2.3.39. Soit G un opérateur polynomial d’ordre r. Il existe un opéra-
teur polynomial F' d’ordre r et une fonction polynomiale Gy tels que :

[H()(P)v F]
th
De plus, F' symétrique si G l’est, G = 0 si r est impair, et Gy est une fonction
polynomiale homogene de degré 5 sir est pair.

Remarque 2.3.40. Ici encore, la Proposition n’est valable que sous la condi-
tion nécessaire d’indépendance rationnelle des réels 6y,...,6,. Le méme contre-
exemple que dans la Remarque[2.3.31]la met en défaut dans le cas ou cette condition
n’est pas satisfaite.

— G +Gy(P,h) (2.3.87)

2.4 Construction de la forme normale de Birkhoff
classique

Dans les parties et[2.4.2] on présente une construction purement classique de
la forme normale de Birkhoff dans les deux cas d’étude de cette these : au voisinage
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d’une trajectoire périodique elliptique non-dégénérée et au voisinage d'un fond de
puits. On en donne une seconde dans la partie [2.4.3, déduite de la construction
quantique présentée dans la partie par passage a la limite semiclassique.

2.4.1 Au voisinage d’une trajectoire périodique elliptique
non-dégénérée

On considere ici un hamiltonien H sur un variété symplectique (M,w) de di-
mension 2n + 2, E une valeur réguliere de H. On suppose qu’il existe 6F > 0 tel
que H ' ([E — 0E,E + §F]) est compacte. Soit enfin v une trajectoire périodique
elliptique non-dégénérée du flot hamiltonien engendré par H de plus petite période
1 et d’énergie F.

La construction de la forme normale de Birkhoff classique associée & H est donnée
par le théoreme suivant :

Théoréme 2.4.1. Soit 0y, ...,0, une réalisation (quelconque) des angles de Poin-
caré associés a . Alors il existe un symplectomorphisme ¢ d’un voisinage U C
T*(R" x S') de S' = {z = £ = 7 = 0} dans un voisinage V C M de v tel que pour
t €S »(0,t,0,0) = ~(¢) et :

V(z,t,&,7) €U, Hop(x,t,&,7)=Hi(p,7)+ Ho(x,t,&,7) (2.4.1)

ou Hy € C*(R" R) vérifie au voisinage de p =1 =10 :

Hi(p)=E+7+> 0pi + O(pl* + 72 (2.4.2)

i=1

et Hy s’annule a tout ordref| en z =¢& =7 =0.
On appelle alors forme normale de Birkhoff du hamiltonien classique H la fonc-
tion (x,t,§,7) — Hy (p(x,), 7).

Remarque 2.4.2. Conformément a la Définition rappelons que H;(p, T) est
a prendre dans un sens variant selon le contexte. Ainsi, dans (2.4.1)), il désigne
Hy(p(z,€), ), alors qu'il est dans (2.4.2)) 'image par la fonction H; de (p,7) € R™"!.

On rappelle également la définition :

Définition 2.4.3. Soient G € C* (T* (R" x S') ,R) et k € N,

On dit que :

— G s’annule jusqu’a lordre k en x = £ = 7 = 0 si, au voisinage de {0} x S! C
R™ x S' € T*(R™ x S') et dans les coordonnées canoniques de T*(R™ x S'),
ona:Gx,t&r) =0 (9 +|r)%).

— G s’annule a tout ordreen x = £ = 7 = 0 si pour tout [ € N, G s’annule jusqu’a
l'ordre [ en x = £ = 7 = 0. On écrit alors G (x,&) = O ((H(az,§)||2 + ]T|)°°)

3. Voir la Définition m
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La démonstration du Théoreme repose sur le lemme de Borel (Théoreme
et sur les analogues classiques du Lemmeet de la Proposition sle
Lemme [2.4.4] et la Proposition [2.4.8] Méme si elle peut se déduire de la construction
quantique (ce que l’'on montrera dans la partie , la construction classique est
beaucoup plus simple : contrairement aux opérateurs polynomiaux de la partie[2.3] la
stabilité par produit et crochet des fonctions polynomiales homogenes est immédiate,
tandis que les analogues du développement en PO et de la relation ~ (voir Définition
se définissent ici simplement a 'aide de développements de Taylor.

L’analogue classique du Lemme [2.3.29] dont la preuve est donnée a la fin de cette
partie, s’énonce comme suit :

Lemme 2.4.4. Soient F' et G deux fonctions polynomiales homogénesﬁ de degré k
et r respectivement. Alors {F,G} est polynomiale homogéne de degré k +r — 2.

Remarque 2.4.5. Avec nos notations, la fonction nulle est polynomiale homogene
de degré quelconque. Par exemple, si F' = G dans le Lemme le crochet {F, G}
est nul, et la conclusion du lemme tient toujours.

La Définition [2.3.24] quant a elle, devient :

Définition 2.4.6. Soient F' € C>°(T*(R" xS'),R) et N € N. On définit | F'|x (resp.
| F'|<n) comme la somme des termes polynomiaux homogenes de degré N (resp. au
plus N) intervenant dans le développement de Taylor de F' par rapport a x,&, 7 au
voisinage de x = =7 = 0.

On définit alors la valuation de F, v(F'), comme le plus petit N € N tel que
| F'|n # 0 (si I'ensemble des tels N est vide, alors v(F') = +00).

Soient F et G deux éléments de C®(T*(R™ x S'),R). On définit la relation ~
par :

F~G&VYNeN, |Fly=|Gly (2.4.3)

Si (F})jen est une famille d’éléments de C*°(T*(R™ x S'),R) telle que pour tout
N € N, l'ensemble Iy = {j € N | v(F;) < N} est fini, alors ~ prend le sens suivant :

+o0
FNZF] @VNGN, ZL‘FJJSN: LFJSN (244)
J=0 JeIN
Remarque 2.4.7. Avec ces nouvelles notations, I'équation (2.4.1) du Théoreme
2.4.7] se réécrit :
Hop~ Hi(p,T) (2.4.5)

ou, ici, Hy(p, T) désigne la fonction (x,t, &, 7) — Hi(p(x,§), 7).

Rappelons alors le résultat général suivant : soit ' € C®(T*(R™ x S'),R) de
valuation au moins 3. Au sens des séries formelles, on a alors le résultat propre aux
groupes et algebres de Lie suivant (voir par exemple [VuN06]) :

4. La définition des fonctions polynomiales homogenes et de leur degré est donnée dans la
Définition @ On remarquera que le degré a la particularité ici d’étre pondéré.
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+oo

1
Hoypoexpyp =expadp)(Hop) =Y Ead}(H o ) (2.4.6)
i=0 "

ot adp : C®(T*(R"),R) 5 G — {F,G} € C=(T*(R"),R).

Cette égalité au sens des séries formelles est a prendre ici au sens suivant : comme
la valuation de F' est au moins 3, on déduit du Lemme que les fonctions ad%(H)
ont une valuation au moins 2 + 4. Donc :

+o00 1 )
Hopoexpxp ~ Y, ,—‘adip(H o) (2.4.7)
i=0 v
au sens de la Définition [2.4.6
On donne enfin I'analogue classique de la Proposition [2.3.30] :

Proposition 2.4.8. Soient 61, ...,0, une réalisation des angles de Poincaré, et Hy
la fonction définie par :

n 2 2
V(z,t,6,7) € T*(R" x SY), Ho(z,t,6,7) = E + 1+ Zef”’;@ (2.4.8)
i=1

Soit G € C®(T*(R" x S'),R) une fonction polynomiale homogéne de degré k > 3.

Alors, il existe un unique couple de fonctions F € C®(T*(R™ x S'),R) et G, €
C>®(R™, R) vérifiant :

V(z,6) € T"(R" x 8Y), {Ho, F}(x,1,§,7) = G(a,t,§,7) = Gip,7)  (2.4.9)

et F' est polynomiale sans terme diagonalﬂ
De plus, on a :

1. F est polynomiale homogene de degré k et est entierement déterminée par les
termes extra-diagonaux de G.

2. G est polynomiale homogéne de degré g st k est pair, nulle sinon. De plus,
G1(22) est exactement égal a la somme des termes diagonauzr de G.

Remarque 2.4.9. La démonstration de la Proposition [2.4.8] donnée ci-dessous,
prouve méme mieux : si (F,Gy) est solution de I'équation (2.4.9), alors F' et G,

sont nécessairement polynomiales modulo une fonction s’annulant a tout ordre en
r=&6=17=0.

Remarque 2.4.10. Dans cette partie, seul le résultat d’existence nous est utile. On
se servira de 'unicité dans la partie [2.5]

5. voir la Définition m
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Démonstration du Théoreme|2.4.1. D’apres la Proposition [2.2.11], il existe un sym-
plectomorphisme ¢ d'un voisinage U C T*(R™ x S') de S' = {x = £ = 7 = 0} dans
un voisinage ¥V C M de « tel que pour t € S', p(0,¢,0,0) = ~(¢) et :

Hop(x,t,&,7) = Hy(z,t,6,7) + O(||(z, )| + 72 (2.4.10)

En posant F, =0, et Hy : R"™™ 5 (p,7) — E + 7+ 3", 0;p;, on a au voisinage
deS'={x=¢=7=0}:

Hopoexpxn,(n.t.6,7) = Hy(p,7) + O (Il I +7])%) (24.11)

Soit N > 2. Supposons avoir construit des fonctions (Fy)o<k<n €t (Hy)a<r<n
telles que pour tout k € [2, N]|, Fj, € C®(T*(R" x S'), R) est polynomiale homogene
de degré k et Hy € C>°(R"*!, R) est polynomiale homogene de degré £ si k est pair,
nulle sinon, et telles qu’au voisinage de S* :

H o oexpry(0,t,67) ZHkp, )+O (1@ OIP+17)F)  (2412)

on Fey = 3N, F.
Soit G4 la fonction polynomiale homogene d’ordre N 4 1 définie a 'aide de la
Définition par :

Gny1 = [Hogoexpxry|nm (2.4.13)

On a alors au voisinage de t =€ =7=0:

GN+1<x7t7€77—) Ho ¢OeXpXF<N Lt,f, ZHk’ b, T

O (I, I + 7))

(2.4.14)

La Proposition nous donne l'existence de fonctions Fy,; et HN*! telles
que :

1. Fyy € C°(T*(R™ x S'),R) est polynomiale homogene d’ordre N + 1.

N+1

5 si NV est impair,

2. Hyi € C®(R™ ! R) est polynomiale homogene de degré
nulle sinon.

et telles que pour (z,t,&,7) € T*(R" x S) :

{H(b FN+1}(xa tvgvT) = GN+1(:E7t7€77—) - HN+1(p7 7—) (2415)
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On a alors au voisinage de S! :

HogpoexpXr.y,,(7,t,§7)
N— 11

=2 edro, (Ho@)(z,t,&7)+ O (O + 7))

N-1
lH°<P+{F<N7H090} + {Fni1, Ho} + > 1adZF<N+1(HOSO)] (z,t,8,7)
=2 7
+0 (1@ OIF + 7))
N-1
[{FNH,HO} FHop+ (FanHoph+ X hady, (o) (5,67

+0 (. O +17))
= [{Fvia, Ho} + H o g o exp Xy ] (@:1:6,7) + O (I, OIF + 7))
:[{FN+17HU}+GN+1] (l‘,t7§,7')+2Hk(p77)+0<(||($,5)||2—|—|T|)¥>

k=2
N+1

=3 flp. )+ 0 (U O + 1))

ou l'on a déduit du Lemme 2.4.4] et utilisé :

1. & la premiére ligne que : ad} (H o ¢) s’annule jusqu'a l'ordre 2 + i en

Fangt
r==17=0.
2. a la deuxiéme que : {Fy,1, H o ¢ — Hy} s’annule jusqu’a l'ordre N + 2 en
r=&=17=0.

3. a la troisieme que pour @ > 2, adF<N (Hop)—ad;

F<N(H o p) s'annule jusqu’a
l'ordre N+ienxz=¢6=7=0.

4. a la quatrieme que : ad}w(H o ) s’annule également jusqu’a l'ordre 2 + i en
r=€6=71=0. -

puis on a utilisé :
1. a la cinquieéme ligne I’équation ([2.4.14))
2. a la derniere ligne I’équation ([2.4.15)).

On a donc construit par récurrence des fonctions (Fiy)n>2 et (Hy)ny>2 telles que
pour tout N > 2, Fy € C®(T*(R™ x S'),R) est polynomiale homogene de degré
N et Hy € C®(R"! R) est polynomiale homogene de degré % si N est pair, nulle
sinon, et telles qu’au voisinage de S :

H o oexpxr.,(z,1,6,7) = ZHkp, +O0 (1@ OIF +17)F)  (24.16)

N N
ou FSN = Zk:Q Fk
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On déduit alors du lemme de Borel (Théoreme [2.3.32)) I'existence de fonctions
F e C®(T*(R™ x S'),R) et H; € C*(R"" R) telles que :

+o00
F~ Z Fy (2.4.17)
N=2
et :
+oo
Hi~ Y Hy (2.4.18)
N=2

Soit N > 2. Par la méme succesion d’arguments que précédemment, on a au
voisinage de x =& =7 =0

Hopoexpxp(r,t,&,7)=Hopoexpxr. (2,8 + O ((H(%@HQ i m)%)
N
= > Hilp,7) + O (1Ol +17) )
k=2

— Hy(p,7)+ O (|, O + 7))
(2.4.19)

Or I'équation ([2.4.19) est valable pour tout N > 2, donc :
Hoypoexpxr ~ Hi(p,T) (2.4.20)

Il suffit maintenant pour conclure la preuve du Théoreme [2.4.1] de vérifier que
1 = ¢ o exp(xr) vérifie bien : pour tout t € S, 1(0,¢,0,0) = y(t). Or, F s’annule
jusqu’a l'ordre 3 en x = £ = 7, donc exp xp laisse invariant tout point (0,t,0,0)
(avec t € St et (0,t,0,0) = ~(¢). Finalement, on a bien ¥(0,t,0,0) = ~(t) pour
tout t € St. O

Il nous reste maintenant & prouver le Lemme et la Proposition [2.4.8 La
démonstration du lemme est immédiate :

Démonstration du Lemme[2.4.4 Soient F et G deux fonctions polynomiales homo-

genes de degrés k et r respectivement. Pour tout j € [1,n], les fonctions gTF,- et

O (resp. 99 et %) sont polynomiales homogenes de degré k — 1 (resp. r — 1) De
J

9¢; ¢j
plus, %—f et %—? sont polynomiales homogenes de degré k et r respectivement, et les
fonctions g—f et % sont polynomiales homogenes de degré k — 2 et r — 2 respecti-

vement. Finalement, { F, G} est bien une fonction polynomiale homogenes de degré
k+r—2. O

Démonstration de la Proposition[2.4.8 Par linéarité, il suffit de prouver la propo-
sition dans le cas ot G € C®(T*(R" x S'),C) est un mondéme d’ordre r > 3 en
(2,2,7) : G = azlzFr™, avec a € C*(S!,C), (j, k,m) € N> et |j]| + |k| +2m =r.
On cherche alors F sous la forme : F' = B2/zZ*t™ avec B € C®(S!,C), et F
extra-diagonal ou nul (au sens de la Définition i.e. Jq B(t)dt =0sij=k.
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Le crochet de Poisson de Hy et F' est alors donné par I’équation ([2.3.6)) :

{Hy, F} = —26201 (ky — gi) 27 2Fr™ — B2 2 (2.4.21)

=1

Donc F' est solution de {Hy, F'} = G et est extra-diagonal si et seulement si
est solution de :

ZQZ ki —j) —if =i« et/ t)dt =0sij=k) (2.4.22)

En notant pour p € Z, ¢,() et ¢,(B) les coefficients de Fourier d’ordre p de « et
respectivement, I’équation ([2.4.22)) est équivalente a :

Vp € Z, <zn: O,(ky — ji) + 27rp> p(B) =icy(a) (et co(B) =0sij=k) (2.4.23)

=1

Du fait de I'indépendance rationnelle de 6y, ...,60, et 27, on a : i 0y (ky—j1)+2mp # 0
=1
des que p # 0. Donc ([2.4.22) est équivalente a :

Vp e Z*, c,(B) = icy(a) et { o(B) ; il = i) = ico(@) (2.4.24)

O,(ky — ji) + 2mp co(f)=0sij=k

NgE

=1

On distingue alors deux cas :

Cas 1. G est extra-diagonal, i.e. a # 0, et I'une des deux conditions suivantes est
vérifiée : co(a) = 0 ou j # k. Dans ce cas, les coefficients de Fourier de
sont entierement déterminés par I'équation ([2.4.24]).

Réciproquement, soit (¢,),ez la suite définie par :

. n 0 k _ . — .
/A C) et { o & 0ulhi = i) = dcola) g 4 oy
> 0i(ky — ji) + 2mp co=0sij=Fk
=1
a est de classe C*, donc ¢,(a) = O (%)7 et en réinjectant cette esti-
|pl—+o0 P
mation dans (2.4.25)), on obtient : ¢, o = 0O (;%-o) Donc 'unique fonction
p|—+00

B telle que : Vp € Z, ¢,(8) = ¢, est de classe C* et non nulle. De plus, la
fonction ( vérifie alors aussitét 1’équation en remontant les calculs.
Le couple (F,G,) ot F = Bz9zFr™ et G est bien solution de I'équation
de I’énoncé du lemme.

Cas 2. G est diagonal, i.e. « est constante et 7 = k. Dans ce cas, 'unique solution
de est la solution nulle. On pose alors G; : R" 3 u — au’t™ € R.
G est polynomiale homogene de degré |j| +m = Z, et le couple (0,G1) est
bien solution de I’équation ([2.4.9)).
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Finalement, tout polynéme homogene de degré r étant combinaison linéaire de
mondmes de méme degré et I’équation a résoudre étant linéaire, on obtient un couple
de solutions (F, G;) de I’équation avec F' polynomiale homogene d’ordre r et
sans terme diagonal et G polynomiale homogene d’ordre £ si r est pair, nulle sinon.

Pour montrer I'unicité, il suffit de remarquer, que d’apres I’équation , un
monome de la forme 3z9zFr™ (I, m € N") est envoyé par {Hy, -} sur un monome de
la forme a2’ zF7™. L’équation se résout donc terme a terme, admet aussitot
une unique solution si 'on impose a F' d’étre polynomiale sans termes diagonaux,
et ce couple vérifie bien les conditions 1. et 2. de I’énoncé du lemme. O

2.4.2 Au voisinage d’un fond de puits

Soient M une variété symplectique et H € C* (M,R). On suppose ici que
H admet un minimum local non-dégénéré E en un certain m € M. D’apres la
Proposition [2.2.1] et la Remarque [2.2.3] il existe un symplectomorphisme ¢ dun
voisinage de (0,0) € T*(R™) dans un voisinage de m € M tel que ¢(0,0) = m et

des réels 0y, ..., 0, strictement positifs tels que 1'on ait au voisinage de (0,0) :
= w & 3
Hog(w,6) = B+ 6i=—="+0 (||(z.9)I) (2.4.26)

=1

La construction de la forme normale de Birkhoff classique associée a H est donnée
par le théoreme suivant :

Théoreme 2.4.11. En supposant que les réels 01, ...,0, sont rationnellement in-
dépendants, il existe un symplectomorphisme ¢ d’un voisinage U de (0,0) € T*(R")
dans un voisinage de m € M tel que :

ou Hy € C*(R",R) vérifie au voisinage de p =0 :
Hy(p) =E+_0p; + O(Ipl[*) (2.4.28)
i=1

et Hy s’annule a tout ordreﬂ en x = & = 0. On appelle alors forme normale de
Birkhoff du hamiltonien classique H la fonction (z,£) — Hy (p(z,£)).

Remarque 2.4.12. Conformément a la définition rappelons que Hy(p) est
a prendre dans un sens variant selon le contexte. Ainsi, dans (2.4.27)), il désigne
Hy o p(x,€), alors qu'il est dans (2.4.28)) l'image par la fonction H; du n-uplet
p € R™

Donnons 'analogue de la Définition suivant :

6. voir la Définition [2.4.13
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Définition 2.4.13. Soient F' € C™ (T* (R"),R) et k € N.
On dit que :
— F s’annule jusqu’a l'ordre k en z = £ = 0 si, au voisinage de (0,0) et dans les
coordonnées canoniques de T*(R"), on a : F'(z,£) = O (H(:c,f’)Hk)

— F' s’annule a tout ordre en x = & = 0 si pour [ € N, F' s’annule jusqu’a I'ordre
len x =¢ =0. On écrit alors F (z,&) = O (||(z, &)]|™).

La démonstration du Théoreme repose sur le lemme de Borel (Théoreme
2.3.32) et sur les analogues dans le cas du fond du puits du Lemme et la
Proposition : le Lemme [2.4.14] et 1a Proposition [2.4.19] Les démonstrations de
tous les énoncés donnés ici ne sont qu’'une version plus simple des preuves données
dans la partie : on ne donne donc aucune démonstration dans cette partie.

Lemme 2.4.14. Soient F' et G deux fonctions polynomiales homogénes de degré k
et r respectivement. Alors {F, G} est polynomiale homogéne de degré k +r — 2.

Remarque 2.4.15. Avec nos notations, la fonction nulle est polynomiale homogene
de degré quelconque. Par exemple, si F' = G dans le Lemme [2.4.14] le crochet {F, G}

est nul, et la conclusion du lemme tient toujours.

Définition 2.4.16. Soient F' € C*(T*(R"),R) et N € N. On définit | F|y (resp.
| F'| <) comme la somme des termes polynomiaux homogenes de degré N (resp. au
plus V) intervenant dans le développement de Taylor de F' au voisinage de x = £ = 0.
On définit alors la valuation de F, v(F'), comme le plus petit N € N tel que
| F'|n # 0 (si 'ensemble des tels N est vide, alors v(F') = +00).
Soient F' et G deux éléments de C*°(T™(R"),R). On définit la relation ~ par :

Si (F})jen est une famille d’éléments de C*°(T™*(R™), R) telle que pour tout N € N,
I'ensemble Iy = {j € N | v(F;) < N} est fini, alors ~ prend le sens suivant :

F~ ion SVNeN, Y |Fjlav=[Fl<n (2.4.30)

J=0 JeIN

Remarque 2.4.17. Dans I'équation (2.4.30)), si toutes les fonctions F} sont po-
lynomiales, la définition de ~ coincide avec la définition donnée dans ’énoncé du
Théoreme [2.3.32.

Remarque 2.4.18. Ici encore, 'équation ([2.4.27) du Théoreme [2.4.11| se réécrit

simplement :
Hoyp~ Hi(p) (2.4.31)

ou, ici, Hy(p) désigne la fonction (x, &) — Hy(p(z,£)).
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Proposition 2.4.19. On suppose les réels (0;)icp,n) Tationnellement indépendants,
et on définit Hy par :

n 2 2
V(e,€) € T'(RY), Holw,€) = B+ 0,58
=1

(2.4.32)

Soit G € C®(T*(R™),R) une fonction polynomiale homogéne de degré k > 3.
Alors, il existe un unique couple de fonctions Gy € C*(R™,R) et F' € C*(T*(R"),R)
vérifiant :

V(z,§) € T*(R"), {Ho, F}(z,8) = G(z,£) — Gi(p) (2.4.33)

et F' est polynomiale sans terme diagonal.
De plus, on a :

1. F est polynomiale homogéne de degré k et est entierement déterminée par les
termes extra-diagonaux de G.

2. G est polynomiale homogene de degré g st k est pair, nulle sinon. De plus,

G1(22) est exactement égal a la somme des termes diagonauz de G.

Remarque 2.4.20. La démonstration ci-dessous prouve méme mieux : si (F,G)
est solution de I’équation cohomologique, alors F' et (G; sont nécessairement poly-
nomiales modulo une fonction plate.

Remarque 2.4.21. Ici, seul le résultat d’existence est utile a la démonstration du
Théoréme 2.4.11] On se servira également de I'unicité dans la partie 2.5 mais aussi

dans la partie [4.3]

2.4.3 Symbole principal de la forme normale de Birhoff quan-
tique

Dans cette partie, on montre que le symbole principal de la forme normale de
Birkhoff quantique dont la construction est donnée dans les Théoréemes et
est la forme normale de Birkhoff classique associée a son symbole principal.

Les énoncés ci-dessous étant identiques dans le cas du fond de puits et dans
celui d’une trajectoire périodique elliptique non-dégénérée, on se place pour éviter
les redondances indifféremment dans le cadre de la partie ou de la partie[2.3.3

On a la proposition suivante (Corollaire [1.2.16]) :

Proposition 2.4.22. Soient A et B deux opérateurs pseudodifférentiels semiclas-
siques. Alors si 0,(-) associe a un opérateur son symbole principal, on a :

oo (L) = oyt onm) (2430
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Remarque 2.4.23. Il n’y a pas d’ambiguité dans 1’énoncé de la Proposition [2.4.22
car le symbole principal d'un opérateur semiclassique ne dépend pas de la quanti-
fication usuelle choisie (Weyl, Wick, anti-Wick). Dans le cas du fond de puits, et
en particulier dans la définition des opérateurs polynomiaux, on a choisi la quanti-
fication de Weyl. Dans le cas d’une trajectoire périodique elliptique non-dégénérée,
on a choisi la quantification de Weyl en les variables x, & mais la quantification de
Wick en les variables ¢, 7. Dans les deux cas, le symbole principal d'un opérateur
polynomial d’ordre r

Op" ( > apjkhpzjzk> (resp. > apjkm(t)hpOpW(zjzk)Df")

2p+jl+|kl=r 2p+jl+k|+2m=r

est la fonction polynomiale homogene de degré r :

(2,8) = > gz (resp. (x,t,&,7) — > ankm(t)ZjZkTm) .

17|+ k|=r |71+ k|+2m=r

On a aussitot la correspondance suivante entre les relations ~ définies dans les

parties [2.3] et [2.4] :

Proposition 2.4.24. Soient A et (A;)ien un opérateur pseudodifférentiel semiclas-

sique et une famille d’opérateurs pseudodifférentiels semiclassiques telle que pour
tout N € N, Uensemble Iy = {l € N | |A;] <y # 0} est fini. Alors, pour tout N € N,
Uensemble {l € N | v(0,(A;)) < N} C Iy est fini, et de plus, sil'on a :

—+00
A~ A (2.4.35)
=0

au sens de la Définition|2.5.2/| (resp. de son analogue dans le cas du fond de puits),

alors :

o,(A) ~ Jioap(Al) (2.4.36)

au sens de la Définition (resp. de la Définition . En particulier, o,

envoie le développement en PO de A :
“+o0o
A~D>TA]L (2.4.37)
r=0

sur le développement de Taylor de o,(A) (en x,&,7 dans le cas d’une trajectoire
périodique) :
+o0

ap(A) ~ D _lop(A)]s (2.4.38)

r=0
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On a maintenant tous les éléments permettant de montrer que les formes nor-
males quantiques construites dans les Théoremes [2.3.28| et [2.3.38 ont pour symbole
principal la forme normale de Birkhoff classique associée au symbole principal du
hamiltonien quantique d’origine.

On se place dans un premier temps dans le cadre de la partie 2.3.2] : soient
H(z,hD,, k) un opérateur semiclassique autoadjoint elliptique sur une variété X de
dimension n + 1, et E une valeur réguliére de son symbole principal H. On suppose
qu'il existe 0F > 0 tel que H'([F — §E, E + 0E]) est compacte. Soit enfin v une
trajectoire périodique elliptique non-dégénérée du flot hamiltonien engendré par H
et d’énergie F.

La construction de la forme normale de Birkhoff quantique associée au hamil-
tonien H donnée par le Théoreme [2.3.28 est la suivante : il existe une famille
d’opérateurs pseudo-différentiels autoadjoints elliptiques (W<y)n>3 et une fonction
h € C*(R"™2 R) telles que :

On appelle alors forme normale de Birkhoff quantique I'opérateur h(P, Dy, h). Mieux,
on a construit la famille W<y récursivement de la maniere suivante : il existe une
famille d’opérateurs (W,),>3 telle que pour tout ¢ > 3, W, est polynomial d’ordre
q, sans terme diagonal et symétrique, et telle que :

T ey
(e i He & —h(P,Dt,h)> |, v)

‘ = O ((|uh| + lvh)) ) (2.4.39)

n

Wey = Wen + (DZ+ Y )N (2.4.40)
=1
ou :
Wen = > W, (2.4.41)
3<g<N

On a maintenant le théoréme suivant :

Théoreme 2.4.25. Le symbole principal de la forme normale de Birkhoff quantique
construite ci-dessus :

op (h(P, Dy, b)) = (x,t,&,7) — h(p,7,0)

est une forme normale de Birkhoff classique associée au hamiltonien o,(H), i.e. il
existe un symplectomorphisme ¢ d’un voisinage U C T*(R™ x S') de S' = {z = ¢ =
7 =0} dans un voisinage ¥V C M de v tel que pour t € St, ©(0,¢,0,0) = ~(t) et :

op(H) o p(,t,&,7) ~ h(p,T,0) (2.4.42)

Démonstration du Théoréme[2.4.25. Soit N > 3. D’apres le Lemme [2.3.25] 1'équa-
tion (|2.4.39)) s’écrit également :

iWen —iWen

{ehHehJ = [A(P. Dy, )]y (2.4.43)
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Donc d’apres la Proposition :

% —iW.
{ap <e§N He EN>J = [h(p,7,0)] oy (2.4.44)
<N

De plus, d’apres les Propositions [2.4.22| et [2.4.24] I’équation (2.3.59) :

iWen —iWey too 1
e~ He 7 ~>» —adl’- (H)
0q! Wen

ouad,r = %[WSN, ], devient :

PWen
T ) 3 L H 4.4
ople e * N;;;q!a Up(ﬁ/gzv)(ap( ) (2.4.45)
ouad, g oy = {o,(W<y),-}. On en déduit, par un calcul similaire & ceux de la

démonstration du Théoréme (donc a l'aide du Lemme [2.4.14]), que :

iWo N —iWepy N=211
< < B 1 0
{Jp (e n He & >J§N = qg {q!adop(W<N)(ap(H))J
N—

[en]

=N (2.4.46)

1ad3p(W§N)<ap<H>>J

Il
[N}
I
=

En posant, pour N > 3, Fy = 0,(Wy), Fx est une fonction polynomiale homogene
de degré N. On définit maintenant F' a ’aide du lemme de Borel par la relation :

+oo
F ~ Z Fy (2.4.47)
N=3
On a encore, toujours par un calcul similaire a ceux de la démonstration du Théoreme
24T :
Wen —iWen N=211
{ap (e n He & >J = Ll'adgp(W<N)(crp(H))J
<N  g¢=0 LY <N
N—2
1 (2.4.48)
= 3 | Sty
q=0 <N

= |op(H) oexp xr]_y

Finalement, les équations (2.4.44]) et (2.4.48)) étant valables pour tout N > 3, on a
bien :

op(H) o exp xr ~ h(p,7,0) (2.4.49)
O
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Plagons-nous maintenant dans le cadre de la partie : on considere un opéra-
teur semiclassique autoadjoint elliptique H(x,AD,, h) sur une variété X de dimen-
sion n, et m un point en lequel H admet un minimum non-dégénéré. On suppose
également que les réels strictement positifs 01, . . ., 6,, donnés par la Proposition [2.2.]]
sont rationnellement indépendants. La construction de la forme normale de Birkhoff
quantique associée au hamiltonien H (donnée par le Théoréme [2.3.38)) est la sui-
vante : il existe une famille d’opérateurs pseudo-différentiels autoadjoints elliptiques
(W<n)n>3 et une fonction h € C®°(R"™! R) telles que :

N+1

|| (JWEN He > — h(P, h)) |u>|| — O(|uh|™) (2.4.50)

On appelle alors forme normale de Birkhoff quantique 1'opérateur h(P, ).

Mieux, on a construit la famille Wy récursivement de la maniére suivante : il
existe une famille d’opérateurs (W, ),>3 telle que pour tout ¢ > 3, W, est polynomial
d’ordre ¢, sans terme diagonal et symétrique, et telle que :

Wey = Wen + (O )N (2.4.51)
i=1
ou :
Wen= > W, (2.4.52)
3<g<N

L’analogue du Théoreme [2.4.25 dont la démonstration est en tout point analogue
a celle de ce dernier, est le suivant :

Théoréme 2.4.26. Le symbole principal de la forme normale de Birkhoff quantique
construite ci-dessus :

ap (W(P,R)) (2,8, 7) = h(p,0)

est une forme normale de Birkhoff classique du hamiltonien o,(H), i.e. il existe un
symplectomorphisme ¢ d’un voisinage U de (0,0) € T*(R™) dans un voisinage de
m € M tel que :

¥(0,0) =m et o,(H)o(x,&) ~ h(p,0) (2.4.53)

2.5 A propos de I'unicité des formes normales de
Birkhoff classiques

Dans cette partie, on montre 1'unicité de la forme normale de Birkhoff classique
d’un hamiltonien modulo certaines relations d’équivalence. Plus précisément, dans
le cas du fond de puits, la forme normale de Birkhoff classique d’un hamiltonien
est unique a permutation des coordonnées pres et modulo une fonction s’annulant
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a tout ordre en x = £ = 0. Dans le cas d'une trajectoire périodique elliptique non-
dégénérée, la forme normale de Birkhoff classique d’'un hamiltonien est unique a
permutation des coordonnées pres, modulo une fonction s’annulant a tout ordre en
r =& =1 =0, et modulo le choix d'une réalisation des angles de Poincaré associés
a cette trajectoire.

2.5.1 Le cas du fond de puits

On se place ici dans le cadre de la partie[2.4.2]: soient M une variété symplectique
et H € C* (M, R). On suppose ici que H admet un minimum local non-dégénéré E
en un certain m € M. D’apres la Proposition et la Remarque [2.2.3] il existe
un symplectomorphisme ¢ d’un voisinage de (0,0) € T*(R"™) dans un voisinage de
m € M tel que ¢(0,0) = m et des réels 6,...,0, strictement positifs tels que I'on
ait au voisinage de (0,0) :

=, T+ & 3
Ho(x,6) = E+ 3 6=~ +0 (|l(z,€)|]) (2.5.1)
i=1
On suppose les réels 64,...,60, rationnellement indépendants. On précise alors le

Théoreme [2.4.11], donnant I'existence d’une forme normale de Birkhoff, par la pro-
position suivante, qui en donne 1'unicité (modulo une permutation des coordonnées
et une fonction s’annulant a tout ordre en x = ¢ =0) :

Proposition 2.5.1. Soient 1y et 1y des symplectomorphismes définis sur des voisi-
nages de (0,0) € T*(R™) et a valeurs dans M, Hy et Hy deuz éléments de C*°(R™, R)
tels que ¥1(0,0) = 102(0,0) =m, et :

Hoyy ~ Hi(p), Hos~ Hy(p) (2.5.2)

au sens de la Définition[2.4.16. Alors il existe un isomorphisme u de R™ représenté
par une matrice de permutation dans la base canonique tel que : Hy ~ Hy o u.

Remarque 2.5.2 (Rappel). On dit qu'un isomorphisme u de R™ est représenté par
une matrice de permutation dans la base canonique s’il existe une permutation o
telle que pour tout ¢ € [1,n], u(e;) = ey ou (e1,...,ey,) est la base canonique de
R™.

Remarque 2.5.3. En d’autres termes, une fois la partie linéaire en p fixée, la
forme normale de Birkhoff associée a un hamiltonien h, définie modulo une fonction
s’annulant a tout ordre en x = £ = 0, est unique.

La démonstration de la Proposition [2.5.1| repose en partie sur le lemme suivant,
dont la preuve est donnée plus bas :

Lemme 2.5.4. On munit R* de sa forme symplectique standard, et on considére
¢ un symplectomorphisme et k > 2 un entier tels qu’au voisinage de x = & =0, on
ait :

(.6 = (2,9 + O (Il 9)I") (2.5.3)
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Alors il existe une fonction F € C*°(R*"R) de valuatz’onm au moins k+1, telle que :

¢(x, &) = expxrp(z,€) + O ([[(z, ) (2.5.4)

Remarque 2.5.5. On pourrait également obtenir une expression sans reste dans
(2.5.4) en écrivant ¢ comme le flot & temps 1 d’un hamiltonien F' dépendant du
temps.

Démonstration de la Proposition[2.5.1 D’apres la Proposition 2.2.1] il existe des
isomorphismes u; et us de R™ représentés par des matrices de permutation dans la
base canonique tels que pour j € {1,2} :

Hjoui(p) = E+ Xn: 0ip; + O(p°) (2.5.5)

=1

De plus, quitte a restreindre le voisinage sur lequel v); est défini, on peut considérer

¢ =1y oy, On a1(0,0) = (0,0) et :
Hyopotp~Hyop (2.5.6)

En particulier, en notant ¢; (resp. ¢2) la forme hessienne de H; o p (resp. Hy o p) en
(0,0), on a :
q2 © do,0) = @1 (2.5.7)
De plus, les matrices de permutations sont des matrices orthogonales, les symplec-
tomorphismes ¢,, = (u1,u{™") et ¢y, = (ug,us ') définis dans la Proposition m
vérifient :
PO Gu =ULOP, POy, =UpOp (2.5.8)
Donc :
G2 © diP(0,0) © uy = q1 © Puy = 2 0ipi = G2 © buy (2.5.9)
i=1
Donc d’apres le Lemme (page |166)), il existe un isomorphisme symplectique v

de T0,0)(T*(R™)) tel que pour tout i € [1,n], le plan P; engendré par (8%,-’ 8%) est

stable par v, tel que v induise sur chacun de ses plans une rotation, et tel que :
d(0,0) © Puy = Puy OV (2.5.10)
On a donc :
podi) = PO Qu, ovogb;ll = u20povoq§;11 = Uy opogb;ll = u20u1_1 op (2.5.11)

en utilisant la relation p o v = p due la forme de v et I"équation ([2.5.8)). Notons
U =uy0uy’. uest encore un isomorphisme de R™ représenté par une matrice d'une

7. voir Définition [2.4.16
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permutation dans la base canonique. L’identification T*(R") ~ T{o o) (T*(R")) ~ R*"
donne du sens a la définition : ¢ = dq/’(_o,lo) oY, et ona:

Hyopotyp=Hyopodipppop=Hyouopog (2.5.12)

et au voisinage de x = £ =0 : ¢(x,¢&) = (x,8) + O (H(:L‘,§)||2> D’apres (2.5.6) et
(2.5.12)), on a :

Hyouopo¢p~ Hiop (2.5.13)
D’apres le Lemme [2.5.4] il existe une fonction F' € C*°(R?*", R) de valuation au moins
3 telle que :

0, €) = exp e () + O (|, €)) (25.14)
D’apres ([2.5.5)), il existe une permutation o telle que :

n

Hyou(p) =E+Y 0,0pi + O*) et Hi(p) = E+ > _ ,mpi +O0(p°)  (2.5.15)

i=1 i=1

Notons Hy: R" > p+— E + ieg(i)pi.

Montrons par récurrence sur N > 1 'assertion suivante (Ay) : « [Hyou|<y =
| H1|<n et tous les termes de la fonction polynomiale | F'| <oy sont des termes dia-
gonaux ».

(A1) est vraie car |Hyoul<y = |Hi]<1 = Hp et |F|<o = 0. Soit N > 1. On
suppose (Ayx). On a au voisinage de © = ¢ = 0, en notant hy = Hyowuop et
ho = Hyop :

I (,€) = ha 0 exp xp(, €) + O(||(, )| *)
2N—-1

1 )
=2 ﬁdﬁw(hz)+O(|I($,€)||2N+2)
=0
2N—-1

= bt (B R+ Y Sadi, ()] (5,8 + O(, V)
=2

= [ha + {F.ho}] (2,€) + O(|| (2, )7
= [ho + {|F Jon+1, ha}] (2,€) + O(|[ (2, )7
= [ha + {[F Jans1, ho}] (2, €) + O(ll(, )7 ?)

ou ad,(-) = {*,-}, o l'on a utilisé & la premiere ligne les équations et
, et ou 'on a déduit du Lemme puis utilisé :

1. & la deuxieéme ligne que : ad%(hy) s’annule jusqu’a 'ordre 244 en x = ¢ = 0.

2. & la troisieme que pour i > 2, ad’(hy) — adiLFJQN(hg) s’annule jusqu’a 'ordre
2N +ienx=¢=0.

3. a la quatrieme que le crochet de Poisson de deux fonctions polynomiales sans
termes extra-diagonaux est nul (il suffit de le vérifier pour des monémes diago-
naux par bilinéarité du crochet de Poisson), et ’hypothese de récurrence (Ay)
sur | F'|<on.
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4. ala cinquieme que {F — | F|any1,ho} = {F — | F|<an+1, he} s’annule jusqu’a
I'ordre 2N 4+ 2 en z =& = 0.
5. a la derniére ligne que {|F'|an11, ho — ho} s’annule jusqu’a l'ordre 2N + 2 en
x=£&=0.
En identifiant les termes de degré 2N + 1 dans I’équation h; ~ hs o ¢, on obtient
donc :

0 - {I_FJQN+1,h0} (2516)
Or | F'|on41 est polynomiale sans terme diagonal, donc d’apres la Proposition [2.4.19]
| F'|an+1 = 0. On montre alors comme précédemment que :

I (,€) = [ho + {|F Jan+a, ho}] (2,€) + O] (2, )[[**7) (2.5.17)

Notons Fonio la somme des termes extra-diagonaux de | F'|on1o. En identifiant les
termes de degré 2N + 2 dans I’équation (2.5.17]), on obtient :

Lhafont2 = [ha]onso + {Fony2, ho} (2.5.18)

donc d’apres la Proposition , Fonio =0et [hy]ani2 = [ha]onie, done (An.q)
est vraie. Finalement, on a prouvé que I'assertion (Ay) est vraie pour tout N > 1,
et donc :

Hyou~ Hy (2.5.19)

O
La démonstration du Lemme [2.5.4] repose elle-méme sur un lemme :

Lemme 2.5.6. On munit R*® de sa forme symplectique standard, et on considére
¢ un symplectomorphisme et k > 2 un entier tels qu’au voisinage de v = & = 0, on
att :

6(z,6) = (2,8 + O (Il 9)II") (2.5.20)
Alors 1l existe une fonction F, polynomiale homogéne de degré k + 1 telle que :
O(x,€) = (2,6) + xr(2.6) + O (|| OI"") (2:5.21)

Démonstration du Lemme[2.5.6. Pour alléger les notations de la démonstration, on
se place dans le cas n = 1, la généralisation au cas n > 1 quelconque se faisant sans
difficulté.

Soient ¢ : R? — R? un symplectomorphisme et k& > 2 un entier vérifiant la
relation (2.5.20)).

Notons ¢ = (41, ¢2). Par hypothese, il existe deux fonctions polynomiales homo-
genes de degré k, ¢ et ¢q, telles que :

61(2,€) =z + 1z, + O (|[(2, 9" (2.5.22)

et :
Go(w,6) = €+ doi(,6) + O (Il I (2.5.23)
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Soit F' une fonction polynomiale homogene de degré k£ + 1. En identifiant les
termes de degré k dans les équations ([2.5.21)),(2.5.22), (2.5.23)), ’équation (2.5.21))
est équivalente au systeme :

oF

o7 = Pk
o€ ’
oF (2.5.24)
8,:1: - ¢2,k
qui admet une solution polynomiale homogene de degré k + 1 si :
0o | Ok
o€ + e 0 (2.5.25)
Il suffit en effet de définir F' par la formule :
1
V(z,8) € R?, Fl,€) = /0 (b1 a(tw, 1) — 3o s (ta, 1E)) dt (2.5.26)
F est bien polynomiale homogene homogene de degré k+1, et on a pour (z,€) € R?:
OF e 1,k Y
0.6 = [ (o) + %508 (10,16) — 202 ,16))
1
- / b1 (L, 1) + 7t 000k (tz, t€) + 200 (tz, &) | dt
0 ox o0&
. o (2.5.27)
0 ot
= ¢1,k (IL‘, 5)

en notant h : (t,z,£) — ¢y ,(tz, t€), et en utilisant :
1. a la premiere ligne la formule de dérivation sous le signe [,
2. a la deuxieme ligne I’équation (12.5.25)),
3. a la troisieme 'expression de h,
4. a la quatrieme une intégration par partie,
5. a la derniere ligne I’équation : ¢ 4(0,0) = 0.

On montre de méme que g—f = —¢o. Or (2.5.25) se déduit de I'identification des
termes de degré k — 1 dans 1’équation :

{¢1, 02} =1 (2.5.28)

qui est bien vérifiée car ¢ est un symplectomorphisme, donc le systeme ([2.5.24])
admet une solution polynomiale homogene d’ordre k41 qui vérifie aussitot I’équation
(2.5.21)). O
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Remarque 2.5.7. On pourrait voir I’équivalence entre ’existence d’une solution de
(2.5.24)) et I’équation (2.5.25)) comme une conséquence du lemme de Poincaré : on en
a redémontré la condition suffisante dans notre cas particulier, la condition nécessaire
découlant du théoreme de Schwarz. Cette équivalence a ici une interprétation plus
simple : les fonctions ¢y et ¢o étant polynomiales homogenes de degré k,
peut étre simplement vu comme un systeme réel de 2k + 2 équations linéaires a
k + 2 inconnues, de rang k + 2. L’équation définit un sous-espace vectoriel
R2?*+2 de dimension k + 2, qui est précisément I'image du systéme homogene associé

\ @520

Démonstration du Lemme[2.5.4 Soient ¢ un symplectomorphisme et k£ > 2 un en-
tier vérifiant la relation (2.5.20). On montre par récurrence sur N € N D'assertion
(Ay) : « Il existe des fonctions polynomiales Fy, ..., Fy polynomiales homogenes

telles que pour tout i € [0, N, F; est de degré i + k, et :
6(2,) = exp xr_y (1,€) + O (||(z,€)[|*) (2.5.29)

N
ou Fey = Y Fi».
i=0
(Ap) est vraie : il suffit de choisir Fy = 0. Soit N € N. On suppose (Ay). On a :

60 (expxrey) " (@,8) = (,€) + O (||, ) (2.5.30)
donc d’apres le Lemme[2.5.6] il existe Fy 1, polynomiale homogene de degré k+ N +1
telle que :

60 (e X ) (0,6) = (2.6) + xen (0. + O (I O (2531)
On déduit du Lemme [2.4.14] que :

XD Xy (7€) = XD Xy (2,€) + Xy (,6) + O (I ) (2.5.32)

Or puisque F<py est de valuation au moins 3, on a :

XFni1 (xv f) = XFn,1 © €XP XFSN(:L‘7 5) + O (||<$, €)||k+N+1) (2533)
Donc I'équation ([2.5.34)) se réécrit en utilisant ([2.5.32)) puis (2.5.33) :
qb(x, f) = exXp XFgN (l’, 5) + XFN+1 (ZL’, 5) + O (||(l‘, f) | ’k—HV—H)
= exp Xrey, (7, €) + O (||(2, )

On a donc prouvé I'assertion (Ay) pour tout N € N, et le lemme de Borel nous
donne 'existence d'une fonction F' € C*(R?*",R) telle que :

(2.5.34)

+o0o
F~Y F (2.5.35)
i=0
On a alors aussitot en utilisant le Lemme 2.4.14 :
VN €N, ¢(z,€) = exp xr. (2,6 + O (|l &)™)
= expxr(,8) + O (||(z, &)™)

ce qui acheve la preuve. O

(2.5.36)
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2.5.2 Le cas d’une trajectoire périodique non-dégénérée

On se place ici dans le cadre de la partie[2.4.1]: on considére un hamiltonien H sur
un variété symplectique (M, w) de dimension 2n+2; E une valeur réguliere de H. On
suppose qu'il existe dE > 0 tel que H! ([E — 0E, E + 0 E]) est compacte. Soit enfin
~ une trajectoire périodique elliptique non-dégénérée du flot hamiltonien engendré
par H de plus petite période 1 et d’énergie E, et soit 61, ..., 0, une réalisation des
angles de Poincaré associés a 7.

L’unicité de la forme normale de Birkhoff classique de H (une fois sa partie
linéaire en p, 7 fixée, ou de maniere équivalente modulo une permutation des coor-
données py,...,p, et le choix d'une réalisation des angles de Poincaré) est donnée
par la proposition suivante :

Proposition 2.5.8. Soient 1y et 1)y des symplectomorphismes définis sur des voi-
sinages de S' = {x = & =7 =0} C T*(R" x S') et d valeurs dans M, H; et Hy
deuz éléments de C®(R" R) tels que :

vt € S, 1(0,1,0,0) = 15(0,¢,0,0) = ~(t) (2.5.37)

et :
H O¢1 ~ Hl(pa T)? H 0"402 ~ HQ(pa T) (2538)

au sens de la Définition . Alors il existe deux permutations de [1,n], oy et oa,
et deux n-uplets de réels o et 5 tels que :

Vi € [[1,71]], o; = 6‘01(1) = 502(1) [27T] (2.5.39)

et : .
Hy(p,7) = E+T+Zaip@-+0(!|p|!2+r2) (2.5.40)

i=1
Hy(p,7) = E+ 71+ Bipi + O(||pl)> + 72 (2.5.41)

=1

De plus, en notant u l’isomorphisme de R"™* défini par :

V(p,7) € R u(p,7) = (pagl(l)’ S I N C ﬂazu'))pi) (2.5.42)
=1

ona: Hy ~ Hyou.

Démonstration de la Proposition [2.5.8. Comme 1); et ¢ vérifient la condition ([2.5.37)),
il existe deux n-uplets de réels « et 5 tels que :

Hi(p,7) = E+71+> aip +O(||p||* + 1) (2.5.43)
i=1
Hy(p,7) = E+71+> Bipi + O||pl)* + 7% (2.5.44)

=1
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La Proposition [2.2.11] nous donne alors l'existence de deux permutations de [[1,n],
01 et o9, telles que :

Vi€ [1,n], a; = 0,,4) = By [27] (2.5.45)

Notons pour i € [1,n], k; € Z l'entier tel que : a; — Bo,;) = 27k;, et définissons un
symplectomorphisme 1, 5 dans les coordonnées canoniques de T*(R™ x S') :

¢a,5(x7 t? 57 T) = (Rl (t7 T, f)a ta R2<t7 T, 5)7 T+ 27 zn: klpl) (2546>

i=1
ou :
Ry(t,z,6) = ( - COS(2MR 1 )T 1y — SIN(2TK 1 )€1y, - ) e R" (2.5.47)
et :
Ro(t,,6) = (- sin(2mk, 1 )2, 1) + 082k, 11,1, - ) € R (2.5.48)

On vérifie aisément que v, g est bien défini (i.e. que Ry et Ry ne dépendent pas du
représentant de ¢ modulo 1 choisi), est un symplectomorphisme et que 1'on a :

(s 7) 0 Yag = uo (p,7) (2.5.49)
ou (p, ) est vue comme l'application (z,t,&,7) — (p(x,€), 7). Donc :
H oy otpap ~ Hyou(p,T) (2.5.50)

Notons Hy € C®(R™"! R) I'application définie par :

V(p,7) € R"™, Ho(p,7) = E+7+ Y aip; (2.5.51)

=1

De plus, quitte a restreindre le voisinage sur lequel 1, est défini, on peut considérer
) = w;}lﬁ oy ohy et I'on a les trois propriétés suivantes :

vt € S, (0,t,0,0) = (0,t,0,0) (2.5.52)

H2 ou(p, T) 01/1 ~ Hl(pa T) (2553)
et :

Hyou(p,7) = Ho(p, 7)+O(||p|| +72), Hi(p,7) = Ho(p, 7)+O(||p|]>+7%) (2.5.54)

Or pour tout t € S! :
d(Ho o (p;7))000) = dT (2.5.55)
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Donc en réordonnant les coordonnées canoniques de T*(R™ x S') pour une écriture
plus commode de ¥, ¥(z,&,t,T) a pour expression :

(SO (@, + Oll(w, O + 7]), alw, t, &, 7), 7 + q(t, 2,€) + O(([|(, OII” + 7))

ol pour tout t € St, S(t) € My, (R) et q(t,-,-) est la matrice de forme quadratique
M(t) € My, (R), et «(0,¢,0,0) = t.
Comme dans la partie [2.2.3 on a, pour tout t € St :

S(t) € Spon(R), et M(t) = S(t)J,S" (1) (2.5.56)

et en notant D, € May,(R) la matrice diagonale ayant pour éléments diagonaux
Oy ey Oy Qoo (i ONL A

'SD.S + M = D, (2.5.57)
Donc S satisfait ’équation :
S"= J,D,S — SJ,D, (2.5.58)
Donc S vue comme une fonction (1-périodique) de la variable réelle est solution de
I’équation Ainsi, il existe Sy € Spa,(R) telle que :
vt € R, S(t) = e!nPoGyet/nPa (2.5.59)
Or S est 1-périodique, donc :
Vi € Z, InPeGpe tnlPe = G (2.5.60)

Rappelons maintenant le théoreme de Kronecker :

Théoréme 2.5.9 ([Kro84]). Soit (ai,...,a,) € R" tel que a,...,a, et 21 sont
rationnellement indépendants. Alors Z.(aq, ..., a,) + 2nZ" est dense dans R™.

Les réels aq,...,a, et 2m sont rationnellement indépendants, donc d’apres le
théoréme de Kronecker, il existe, pour tout ¢ € R, une suite (Iy)yen € Z" telle que :

. IANEe T ita;
Vi e [1,n], e~ N € (2.5.61)
donc :
Sy = elvInPa g e=innDa N7 etInDa Gpe=tmDa — g(¢) (2.5.62)
—+00

Ainsi, S = Sy € Span(R) est constante, donc M = 0 et :
*SD.S = D, (2.5.63)

D’apres le lemme[A. 1] (page[166)), S stabilise, pour tout ¢ € [1,n], le plan P; engendré
par (a%i, 3%) et induit sur chacun de ses plans une rotation. Le symplectomorphisme
1o défini dans les coordonnées canoniques (z,t,&,7) de T*(R™ x S') par :

Yoz, & t,7) = (S(x,),t,7T) (2.5.64)
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vérifie : (p, 7) oy = (p, 7). Donc en posant ¢ = 1, 01, on a :
Hyou(p,7)o ¢~ Hi(p,7) (2.5.65)

et :
¢ = (1, b2, P3, P4) (2.5.66)

ou au voisinage de x = =7 =0

) =2+ 0(|( &I + 7))

(251(517, t? 57 T

¢2(07 tu 07 O) =t

Os(a,t,6,7) =€+ O(l|(@ I + ) (2.5.67)
da(z,t,6,7) =7+ O0((|[(z, 9>+ |7])2)

On conclut alors exactement comme dans la preuve de la Proposition a laide
du lemme suivant, dont la preuve est donnée ci-dessous :

Lemme 2.5.10. Soient ¢ un symplectomorphisme défini sur un voisinage de S* C
T*(R™ x S') et k > 2 un entier tels que :

¢ = (¢1, P2, 3, Pa) (2.5.68)
ot au voisinage de x =& =17 =0 :
(e, t.6,7) =2+ O0(([|(@, I +|71)7)
bolwt,6,7) =1+ O(([[, &)1+ I7])'T) 2.5.69)
d3(w,t.67) =&+ O((II(@ I + 7))
ax,t,6,7) =71+ O((|l(, )| + |r)) =)

Alors il existe une fonction F € C°(T*(R™ x S'),R) de valuation au moins k + 1,
telle que :

6(x,t,6,7) = expxr(,1,6,7) + O (([(2, )| + [7)™) (2.5.70)

ou les équations ci-dessus prennent du sens via l’identification :
T*(R" x S') ~ R" x §' x R" ¢ R¥"2, (2.5.71)
O

Démonstration du Lemme[2.5.10. On énonce dans un premier temps le lemme :

Lemme 2.5.11. Soient ¢ un symplectomorphisme défini sur un voisinage de S* C
T*(R™ x S') et k > 2 un entier tels que :

¢ = (¢1, P2, 3, Pa) (2.5.72)
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ot au voisinage de x =& =717 =0 :

b t6r) =2+ O((I(w O + Ir))
ol 1.6.7) =+ O((|(w. I + Ir)'F)
bo(a..67) =€+ Ol O + 7)) 27
suat6r) =7+ O((w O + ) )

Alors il existe une fonction F € C®°(T*(R" x S'),R) polynomiale homogéne de degré
k+ 1, telle que :

b, 1,6,7) = (2,4,6,7) + xp(2,1,6,7) + O (||, QI + 7)) (2.5.74)

ot les équations ci-dessus prennent du sens via l’identification :
T*(R" x S') ¥ R" x §' x R"! ¢ R¥2, (2.5.75)

Le passage du Lemme [2.5.11} au Lemme [2.5.10| est en tout point analogue a celui
du Lemme [2.5.6| au Lemme On ne donne donc ici que la démonstration du
Lemme 25111 O

Démonstration du Lemme [2.5. 11 Comme dans la démonstration du Lemme [2.5.6]
on se place dans le cas n = 1, la généralisation au cas n > 1 quelconque se faisant
sans difficulté. On note alors ¢ = (¢1, P2, 3, ®4) ou, par hypothese, il existe une
fonction ¢y (resp. ¢ok, @3k, ¢axr) polynomiale homogene de degré k (resp. k — 1,
k,k+1):

k+1

oo t67) =2+ o, t,6 ) +O((l|@ Ol +I7) +)

a0 t,6,7) =t + dap(e,t.6,7) + O(([I(=, I +171)2) (2.5.76)
O3 t,6,7) =€+ Sa(1,6,7) + O((I(@, &) +|7))'7 ) -
Oi(0t,6,7) =T+ dap(e,t,6,7) + O OI° + 7))

Soit. F' une fonction polynomiale homogene de degré k + 1. L’équation (2.5.74)) est
équivalente au systeme :

OF

e = 1k

Zi = —034

oF (2.5.77)
or = Q2

881;7 = —Qup

En identifiant les termes en dt A dr et dx A d§ de degré k — 1 dans 1’équation :
¢*w = w (ol w est la forme symplectique canonique dont 7*(R x S'), on obtient :
0Py n Opay  Od3y | 091k

ar "ot~ o o (2:5.78)
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En identifiant les termes en dt A dx et dt A d§ de degré k dans 1’équation : ¢*w = w,

on a :
O¢sr _ Oar _ Obrk n 0P
o or ot | oe

Finalement, identifiant les termes en dx Adt et d¢ Adt de degré k—2 dans ’équation :
¢*w = w, on obtient :

—0 (2.5.79)

0 0 0 0
D3k n P2k _ ¢1,k+ Do

or ' Ox or "o (2.5.80)

Donc la forme
A = =3 1dr + O1 1 dE — Py rdl + PopdT

est fermée. Le lemme de Poincaré ne permet a priori d’obtenir que I'existence locale
de F au voisinage (0, t,0,0), to € S'. Plus précisément, F'y est défini par la formule :

Flat,6,7) = /01 Mz, to + u(t — to), ué, ur)). (@t — to, &, 7)du (2.5.81)

L’équation (2.5.81)) ne dépend pas du représentant réel de ¢y choisi (imposant le
représentant réel de t). Elle définit donc aussitot une fonction polynomiale homogene
de degré k+1, dont elle vérifie comme dans la démonstration du Lemme qu’elle

satisfait le systeme (|2.5.77)), donc 1’équation ([2.5.74)). [

Remarque 2.5.12. On pourrait montrer de maniere analogue 'unicité du dévelop-
pement en PO de la forme normale quantique construites dans les Théorémes [2.3.2§|
et une fois sa partie linéaire en P (resp P, D;) fixée.

Cette unicité est également la conséquence de problemes inverses : dans le cas ou
I'invariant de la dynamique considéré est une trajectoire périodique non-dégénérée,
on sait déja que les coefficients de la formule des traces de Gutzwiller déterminent
la forme normale de Birkhoff quantique (voir [[SZ02, [GP10]). Dans le cas d'un
minimum non-dégénéré, cette derniere est déterminée par la partie basse du spectre

du hamiltonien (voir [GPUOQT]).



CHAPITRE 3

FORMULES DES TRACES

Dans tout ce chapitre, on fixe n € N* un entier naturel non nul.

3.1 Introduction

On ne sait déterminer le spectre d’'un hamiltonien quantique que dans tres peu
de cas. Pour les systémes non intégrables (cas générique), il n’est pas donné par la
formule de Bohr-Sommerfeld.

La formule des traces de Gutzwiller offre le cadre naturel pour obtenir des in-
variants spectraux. Celle-ci est d’abord apparue en physique ([Gut71, BB70l, BBT71],
BBT2]). Les premieres études rigoureuses ont été réalisées dans le contexte des
asymptotiques en haute énergie : [CAV73] montre une généralisation de la formule
de Poisson pour opérateurs elliptiques sur une variété compacte en s’inspirant de
I'intégrale de Feymann, [Cha74, [DG75| font intervenir les opérateurs intégraux de
Fourier. La premiere preuve de la formule des traces telle qu’elle est énoncée ici
(dans le cadre de I’analyse semiclassique) apparait dans [PU91), [PU95| (dans le cas
d’opérateurs semiclassiques elliptiques sur une variété compacte) aprés une étude
microlocale dans [GUS9] mais pour des opérateurs pseudodifférentiels d’ordre 1 (la
racine carré d’un opérateur de Schrodinger). D’autres preuves traitent le cas d’opé-
rateurs de Schrodinger sur R™ (par exemple [Mei92]). Enfin, on trouve dans [CRR99)
une preuve utilisant les états cohérents.

Généralisant la formule des traces de Selberg [Sel56], qui est exacte et concerne
le laplacien sur les surfaces a courbure négative constante, la formule des traces de
Gutzwiller fait le lien entre mécaniques quantique et classique. C’est une formule
asymptotique pour une densité régularisée de valeurs propres : elle permet de calculer
dans la limite semiclassique des moyennes a 1’échelle de la constante de Planck du
spectre purement discret d’un opérateur pseudodifférentiel elliptique a partir de
I’ensemble des orbites fermées d’énergie fixée.
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3.2 Préliminaires

Soient X une variété et H € C*(T* X, R)

3.2.1 Flot propre

Définition 3.2.1. On dit que le flot hamiltonien ® engendré par le symbole principal
de H est propre sur X si :

1. L’ensemble P = {(2,T) € ¥p xR | ®T(2) = 2} est une sous-variété de X x R
(la dimension pouvant varier d'une composante connexe a l'autre).

2. Pour tout (z,7) € P, l'espace tangent & P en (z,7) est I'ensemble des points
fixes de la différentielle en (2, 7T) de (z,t) — ®'(z), i.e. :

T.nP={(( 1) € .S xR | Txu(2) +d®L(() = (} (3.2.1)

L’hypothese de flot propre généralise la notion de trajectoire périodique non-
dégénérée : d’apres l'expression de l'application de Poincaré linéarisée [1.1.26], une
trajectoire périodique d’énergie est incluse dans une variété lisse de trajectoires pé-
riodiques d’énergie E (sa composante connexe dans P) de dimension m + 1, ou m
est la dimension de ’espace propre associé a la valeur propre 1 de son application
de Poincaré.

Plus, précisément, on a vu dans la Proposition que si v est une trajectoire
périodique non-dégénérée de période T, elle est isolée : 'ensemble v x {T'} est ouvert
dans P, fermé et connexe. C’est donc une composante connexe de P, de dimension
1. De plus, la condition 2. de la Définition est vérifiée en tout point de v x {T'}.
En effet, si z est un point de v, on a : T, /P = T (v x {T'}) = Rxu(z) x {0}, et
on déduit de la Proposition que :

{(¢.7) € T.Zp x R | xu(2) +d®I(C) = ¢} = Rxu(z) x {0}

Réciproquement, si v x {T'} est une trajectoire périodique isolée, alors elle est
non-dégénérée sous I’hypothese que le flot est propre. En effet, c’est une composante
connexe de P de dimension 1, donc en tout point z de v, on a :

{(¢,7) e .Y X R | 7xu(2) + d®1({) = ¢} = TP = Ryxu(z) x {0}

et donc la différentielle en z de son application de Poincaré ne peut admettre 1
comme valeur propre.

Remarque 3.2.2. Si le flot hamiltonien associé au symbole principal de H n’en-
gendre sur Y g que des trajectoires périodiques non-dégénérées, alors il est propre
sur Xg.

On a également la proposition suivante :
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Proposition 3.2.3. Soit K un compact de R. Alors, sous [’hypothése que le flot est
propre sur Xg, il existe un nombre fini de composantes connexes de P qui contiennent
au moins un point périodique de période dans I .

Remarque 3.2.4. Sans ’hypothese de flot propre, il existe un nombre fini des
trajectoires isolées (en particulier de trajectoires non-dégénérées) de période dans
un compact donné de R.

Démonstration de la Proposition[3.2.3. P est un fermé de ¥ xR, donc PN(Xgx K)
est compact. Supposons qu’il existe un nombre infini de composantes connexes de
P qui contiennent au moins un point périodique de période dans K. Il existe alors
une suite (2, Ty, )nen a valeurs dans PN (g x K) et dont les termes sont dans des
composantes connexes deux a deux distinctes. Quitte a extraire une sous-suite, on
peut supposer qu’elle converge vers un certain (z,7) € PN (Xg x K). Or P est une
variété donc localement connexe. Donc a partir d’un certain rang, (z,, 7)) est dans
la méme composante connexe que (z,7T), ce qui est absurde. O

3.2.2 Action de Maupertuis

L’action de Maupertuis doit son nom au principe de moindre action de Mau-
pertuis, qui fait le lien entre formulation lagrangienne et hamiltonienne de la mé-
canique classique. Elle est localement constante, donc constante sur chaque compo-
sante connexe de P sous I’hypothese de flot propre, mais dans les énoncés ci-dessous,
pour lesquels on ne donne que la contribution d’une trajectoire isolée a la formule
des traces, nous n’avons besoin ici que de sa définition. Pour plus de détails, on
pourra consulter par exemple [Arn89, [AMTS]).

Définition 3.2.5. Soit v une trajectoire périodique du flot, de période T
T .
Sy = ]{pdq :/0 p(t).q(t)dt (3.2.2)
2!

ou y(t) = '(v(0)) = (¢(t), p(t)) € T*(X).

Remarque 3.2.6. La définition ci-dessus fait intervenir le choix d’une primitive de
la forme symplectique canonique sur 7*(X), ici telle que toute trajectoire contenue
dans la section nulle a une action nulle. Cette primitive n’est pas nécessairement
préservée par un symplectomorphisme. (c’est le cas si le symplectomorphisme ) est
exact, i.e. *a’ = a une fois fixées deux primitives « et o des formes symplectiques
de l'espace de départ et d’arrivée). En particulier, toute trajectoire envoyée sur la
section nulle voit son action s’annuler. Par exemple, le symplectomorphisme v :
T*(SY) > (t,7) = (t,7 — E) € T*(S") envoie v = (-, E) sur ¥ oy = (+,0), mais
l'action de «y est E). Pour plus de détails, on pourra consulter [VuN06].
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3.2.3 Indice de Maslov

On définit enfin l'indice de Maslov d’une trajectoire périodique (pour des dé-
finitions équivalentes de 'indice de Maslov, on pourra consulter [Arn67, HOr71,
CdV93]). On munit R*" de sa forme symplectique usuelle w, et de son produit sca-
laire usuel (-;-). On le munit enfin de la structure complexe définie par :

Yu € R* VY(a,b) € R? (a+ib).u = au + bJ,u (3.2.3)

ou l'on a repris les notations de la Définition [1.1.34] et du produit hermitien défini
par :

Y(u,v) € R*™, (u;v) = (u;v) + iw(u,v) (3.2.4)

Une matrice M € My, (R) est C-linéaire si et seulement si elle commute avec .J,,.
Maintenant, Spa,(R) C Gla,(R), donc pour tout M € Sp,y,(R), il existe un unique
couple (O, S) € 0g,(R) x S3.F(R), tel que : M = OS (ot Oz,(R) est 'ensemble des
matrices orthogonales de taille 2n et S5 (R) celui des matrices symétriques définies
positives). Or, S est la racine carrée d’une matrice symplectique définie positive,
donc S est symplectique[l] et O l'est aussitot aussi. Ainsi, O € Spo,(R) N Og,(R)
donc commute avec J,,, donc est C-linéaire et on vérifie facilement que O € Sp,,(R)N
O, (R) est le groupe U(n) des matrices unitaires pour cette structure complexe.

On peut donc définir sans ambiguité, pour tout matrice S € Sp,(R), le com-
plexe p(S) comme le déterminant de la matrice O € U(n) associée & S comme
précédemment. De plus, si S stabilise le R-espace vectoriel (lagrangien) engendré
par n premiers vecteurs de la base canonique de R?", alors O € U(n) s’identifie &
une matrice orthogonale, donc de déterminant 1 ou —1.

Définition 3.2.7 ([CAV93]). Soit S un chemin continu tracé dans Sps,(R) tel que
S(1)(R" @ {0}) = R" @ {0} et S(0) = Iy,. L’indice de Maslov S est le degré de
'application p? o S (on a bien p?(S(1)) = p*(S(0)) et Vt € p*> 0 S(t) € S* € C), i.e.
I'entier

6(1) — 6(0)

Z 2.
o € (3.2.5)

ol # est un relévement continu de p? o S.

Cette définition est invariante par conjugaison symplectique, donc l'indice de
Maslov d’une trajectoire périodique de période T, tracée une variété lagrangienne
de T*(X), est défini sans ambiguité comme l'indice de Maslov de I'application :
[0,1] > ¢ = dPL 7.

1. S est diagonalisable en base orthonormée, et ses valeurs propres sont strictement positives,
donc *S et son inverse S™! s’écrivent comme un méme polynéme d’interpolation en *S? et S72,
et 'identité P(S?)J,, = J, P(S~2) est linéaire en P € R[X] et vraie sur les mondmes. Pour plus de
détails, on pourra consulter [Ser(1]



3.3. FORMULE SOMMATOIRE DE POISSON 99

3.3 Formule sommatoire de Poisson

Définition-proposition 3.3.1. Un réseau A de R" est un sous-groupe discret de
R™. Son rang k est son rang en tant que Z-module. Si k = n, il est de rang maximal et
il existe une base (vy, ..., v,) de R™ (dite base de A) telle que que A = Zvy+- - -+Zuv,,.
La matrice de passage d’'une base de A a une autre est un élement de GL,(Z),

aussitot de déterminant égal & 1 en valeur absolue : le réel |det(vy,...,v,)| ne
dépend donc pas de la base choisie : ¢’est par définition le volume de A, noté Vol(A).
On appelle parallélotope associé a la base (vy, ..., v,) ’ensemble :

P, = {zn: av; | Vi€ [1,n],a; €10, 1[} (3.3.1)

i=1

Son volume ne dépend pas de la base choisie, c’est Vol(A).
Enfin, le réseau dual de A est le réseau A* = {x € R" | Vv € A, (z,v) € Z}.

Théoréme 3.3.2 (Formule sommatoire de Poisson). Soient f € S(R™), A un réseau
de R™ de rang maximal et A* son réseau dual. Alors :

1
2 ) = o

neA

3 f(2mn) (3.3.2)

neA*

Preuve du théorémel3.3.4. On définit une fonction S de classe C* et A-périodique
par formule :

VteR", S(t):=)Y_ f(t+p). (3.3.3)

pEA

(la série de chaque dérivée partielle converge normalement sur tout compact). En
particulier, S est la somme de sa série de Fourier. On a alors :

S(0)= > en(9) (3.3.4)

meN*

ou pour m € A* ¢,,(S) est le coefficient de Fourier de S d’ordre m. Soit P un
parallélotope fondamental de A

pP= {zn: av; | Vi€ [1,n],a; € [0, 1[} (3.3.5)

i=1
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Alors :

en(S) = —— G

P

= Voll ) /U ir f(t)e2rimb g (3.3.6)
- Voll(A) fou ftreermtat
- Voll(A)f (2mm)

La formule sommatoire de Poisson (3.3.2) est obtenue & partir de (3.3.4)) en rem-
placant les deux membres par leur expression en fonction de f et f respectivement.
[l

3.3.1 Deux exemples de formule des traces

Dans cette partie, on montre que la formule sommatoire de Poisson peut étre
interprétée comme une formule des traces dans deux exemples.

3.3.1.a Sur le cercle

On considere Pespace L?(S') confondu, ici encore, avec 'espace des fonctions
1-périodiques de la variable réelle, et le hamiltonien H & domaine dense dans L?*(S')
défini par :

H = D, = —iho, (3.3.7)

H est auto-adjoint et la famille (|v)),ez» définie par :
Y EZ, V)RSt ™ (3.3.8)

est une base hilbertienne de vecteurs propres de H, ou, pour v € Z, |v) est associé
a la valeur propre 27whuv.

Le symbole (principal ou total, ils sont égaux ici) de H, o(H) est défini dans les
coordonnées canoniques de T*(S') par :

V(t,7) € T*(SY), o(H)(t,7) =T (3.3.9)
Le flot engendré par le hamiltonien classique o(H) vérifie donc :

Vs € R, V(t,7) € T*(SY), ®°(t,7) = (s — t,7) (3.3.10)

Toutes les trajectoires du flot sont donc périodiques. Pour une énergie E fixée,
elles sont géométriquement confondues (égales & Xp = S' x {E}) : la période primi-
tive de cette trajectoire (géométrique) est 1, et I'ensemble de ces périodes est donc
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Z. Le couple de la trajectoire périodique vg,; d’énergie E de période [ € Z* a pour
action de Maupertuis :

!
S, = / Edt = IE. (3.3.11)
’ 0
De plus, X a pour volume 1
Soit alors ¢ : R +— R une fonction dont la transformée de Fourier est de classe C*>

a support compact. Alors ¢ € S(R) et la formule sommatoire de Poisson appliquée
app = (27r . —%) donne :

Do (MH_E> => vr()

VEZL VEZ
= ¢r(2nl) (3.3.12)
=7
1 B
a0
21 i
Donc :
H-F VOl(EE) . 1 “SYE,l
Tw( ) - 20+ = 3 e () (3.3.13)
h 2 2w [z

L’équation ([3.3.13|) est une formule des traces exacte, faisant le lien entre spectre
du hamiltonien quantique et les trajectoires périodiques (incluant les points pério-
diques de période 0) de son symbole.

3.3.1.b L’oscillateur harmonique
On se place maintenant sur espace L*(R), et on considére 1'oscillateur harmo-
nique défini par :
_ 1 292 2
H = (—h202 + ) (3.3.14)

H est autoadjoint et la famille (|p)),en (définie dans la partie 2.3.1]) forme une base
hilbertienne de vecteurs propres de H ou, pour u € N, |u) est associé a la valeur

propre (u + %) h (voir cette méme partie pour une démonstration).

Le symbole (principal ou total, ils sont égaux ici) de H, o(H ), est défini dans les
coordonnées canoniques de 7%(R) par :

Y(z,€) € THR), o(H)(x,€) = ; (a2 +€) (3.3.15)

Le flot engendré par le hamiltonien classique o(H) vérifie donc :

Vs € R, ¥(z,§) € T*(R), ®*(z,£) = (xcoss + Esins, £ coss — xsin s)

= (22 + &%) (cos(a — s),sin(a — s)) (3:3.16)
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oll a est défini modulo 27 par la relation : €' = x + €.

Soit £ > 0. F est une valeur réguliere de o(H) et toutes les trajectoires d’éner-
gie F sont périodiques et géométriquement confondues (égales a Xp = {(z,€) €
R? | 22 + &2 = 2E}). La période primitive de cette trajectoire (géométrique) est 2
et I’ensemble de ces périodes est donc 27Z.

Le couple de la trajectoire périodique vg; d’énergie E de période 2nl € 277 a
pour action de Maupertuis :

27l
Smlzz/' 2B sin’(t)dt = 2rlE. (3.3.17)
’ 0
On a pour ¢ € [0, 27l], p?(dyy®") = e 2 (d;)®") est déja symplectique et orthogo-
nale). L’indice de Maslov de vz, est donc : 0,,, = —2l. De plus, X a pour volume
2.

Soit alors ¢ : R — R une fonction dont la transformée de Fourier est de classe
C® a support compact. Soit £ > 0. ¢ € S(R) donc pour tout entier k& > 2, il existe
un réel positif Cy, tel que :

o

Ve e R, |p(x)| < ——— (3.3.18)
(L+ |z
et en particulier :
1 Ck
WK#+—>§
,uezz:\N 2 zz: (L4 [p+5—FDF
1
< C Z
ik (45 4 5) (3.3.19)
<C / de
b .IZ% C(]k
Ck' hk—l
(k —1)EF1
On a donc prouvé que : 3-,czN ¢ (u + 35— g) = O(h*), et la formule sommatoire
de Poisson appliquée a pp = ¢ ( + 5 — g> donne :
o+ Ly p—
ZSO(( 272 ) > or(p) + O(R™)
neN WEZ
= 3 gal2nl) + OF) (3:3.20)
leZ
=SS G(21]) + O(h)
I€Z

Donc :
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H-F Vol(X iSypy .
TH,D ( W > _ 02(7T E) @(0) —+ Z BTl_’L§O'WE,l¢(27TZ) + O(hoo> (3‘3‘21)

leZ*
Ici encore, une application directe de la formule sommatoire de Poisson permet
d’obtenir une formule des traces (3.3.21]) pour l'oscillateur harmonique.

Remarque 3.3.3. On verra dans la partie [3.5| comment la formule sommatoire de
Poisson permet un calcul explicite des coefficients de la formule des traces a partir
de la forme normale de Birkhoff.

3.4 Enoncés

On se place ici dans le cadre de [PU91] : H(z, hD,, h) un opérateur semiclassique
autoadjoint elliptique sur une variété compacte X (sans bord) de dimension n, et
E une valeur réguliere du symbole principal de H. Comme on I’a rappelé dans le
Chapitre , le spectre de H(x,hD,,h) est un ensemble discret de valeurs propres
comptées avec ordre de multiplicité (E;(h)),en-

Remarque 3.4.1. La formule des traces dans le cas d’une valeur critique non-
dégénérée est étudiée dans [BPU9S]).

Théoréme 3.4.2 ([PU9I]). Soient C > 0, € €]0,1] et
Jec ={j € N;|E;(h) — E| < Ch'~}.

Si le flot @ est propre sur X.g, on a, pour chaque ¢ € C*(R) telle que b e C°(R),
un développement asymptotique quand h tend vers O :

Tr<¢<H(m,hD;,h)—E>>: 5 ¢<Ej(h;_E>+O(hw>

Jj€Je,c

N “+o00
="M apht 4+ O(h™)

=1 k=0

(3.4.1)

oul € [1, N] indice les composantes connexes Py de P contenant au moins un point
périodique de période dans le support de ¢, et d; = (dim P, —1)/2.

De plus, la somme (finie) des contributions d’ordre dominant des composantes
connezes de Y X {0} est égale a :

n—1 QE(O) e
Gy VL) (3.4.2)

et pour une composante du type v x {T,}, ot v est une trajectoire périodique isolée :

n i J—%"rﬁw
(ﬁ(T'Y)Tﬁ € ( " )
27 [l det(Id — dP,)]

(3.4.3)
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ot 0 est un indice de type Maslov de v, S, son action de Maupertuis, dP, son
application de Poincaré linéarisée, Tg la plus petite période positive de v, et :

T’Y
By = / Hyp(2)dz = Hgup 0o y(t)dt (3.4.4)
¥ 0

ot Hgyp est le symbole sous-principal (de Weyl) de H(x, hD,,h).

La formule des traces de Gutzwiller admet une généralisation sous les mémes
hypotheses que celles du Théoreme : la formule des traces avec observable, que
nous utiliserons dans 1’étude de problémes inverses (voir Chapitres {4 et . Soit Ay
un opérateur semiclassique dont le symbole total est a support compact. Alors on a
le théoreme suivant (en notant H, = H(x,hD,, h)) :

Théoréme 3.4.3 ([PU9A]). Si le flot @ est propre sur Xg, on a, pour chaque ¢ €
C>(R) telle que ¢ € C°(R), un développement asymptotique quand h tend vers 0 :

T (40 (T E)) = 2 (s v (E@L—E) +O(h)

B .
JeJpo (3.4.5)
N +o0o
=" Y oh + O(R)
=1 k=0

ot (j1)jen est une base hilbertienne de vecteurs propres de H(x,hD,, h) telle que
pour j € N, 1, est un vecteur propre associé a la valeur propre E;(h), et pour
[ € [1, N] indice les composantes connexes P; de P contenant au moins un point
périodique de période dans le support de ¢, et d; = (dimP; — 1)/2.

De plus, la somme (finie) des contributions d’ordre dominant des composantes
connezes de X x {0} est égale d :

n—1 qg(O)
T /EE ad) (3.4.6)

ot a est le symbole principal de Ay, et \ la mesure de Liouville de Y.
Et pour une composante du type v x {1}, ot v est une trajectoire périodique
isolée, la contribution d’ordre dominant est donnée par :

sy FF)
21 /| det(Id — dP,)|

/O i ~(8)dt (3.4.7)

ot 0y, Sy, dP,, T7jj et B, sont définis comme dans le Théoreme .

Remarque 3.4.4. Sous I’hypothese de flot propre, toutes les composantes connexes
de P peuvent étre munies de mesures a partir desquelles 'expression du terme
dominant dans leur contribution a la formule des traces s’exprime, généralisant ainsi
celles données dans les cas de X x {0} et de v x {T,} ol 7y est une trajectoire isolée
(voir par exemple [GU89)).
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Remarque 3.4.5. Dés que n > 2 et $(0) # 0, le terme dominant de et

est donné par la composante Xz x {0}. On obtient alors une répartition moyenne
asymptotique (éventuellement pondérée dans le cas avec observables) des valeurs
propres E;(h) autour de la valeur E.

Remarque 3.4.6. Soit v une trajectoire périodique isolée de période T : par défini-
tion, on peut choisir un voisinage de V,, C Xg de v, et un voisinage Vpr C R de 7' tel
que PN (V, x Vp) =~ x {T'}. Si 'on choisit un opérateur A, dont le symbole total
a un support inclus dans V, et que 'on impose au support de qg d’étre inclus dans
Vr, on ne retient que les contributions de v x {T'} a la formule des traces. Cette
remarque nous sera tres utile lors de ’études de problemes inverses (Chapitres 4] et

5).

3.5 Forme normale de Birkhoff et formule des traces

Dans la prépublication [HP12], on montre que le symbole total d'un opérateur
pseudodifférentiel semiclassique elliptique dans un systeme de coordonnées locales
autour d'une trajectoire périodique elliptique non-dégénérée v peut étre reconstruit a
partir des coefficients de la formule des traces associée a une certaine famille d’obser-
vables. Une étape cruciale de la démonstration est le calcul explicite des coefficients
de la formule des traces associée a un opérateur pseudodifférentiel semiclassique Ay, :
celui-ci est réalisé dans la preuve de la Proposition (plus précisément a partir
de la page [146)).

En choisissant un opérateur pseudodifférentiel semiclassique Aj; et une fonction
quﬁl comme dans la Remarque , on ne retient que les contributions de trajectoire
périodique elliptique non-dégénérée v de période lT#i ou Tﬁ est la période primitive
de v : la formule des traces peut alors étre microlocalisée infiniment pres de ~.

Dans la preuve de la Proposition [5.2.10] on suppose que le hamiltonien est déja
défini dans des coordonnées de Fermi, 7.e. que son symbole principal s’écrit dans des
coordonnées locales (z,t,&,7) € T(R™ x S) telles que v(t) = (0,¢,0,0) :

%ﬂﬂmt&ﬂ:E+T+i%%;§+OUW%MF+Mﬁ) (3.5.1)

=1

On peut alors appliquer le Théoreme [2.3.28] et on obtient, en reprenant les
notations de la preuve de la Proposition [5.2.10, que 27Tr (Ahgbl (H—f)) est égal,
modulo O(h>) :
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W , 1
S, vle 0T ) x [ Gutyp (il + 5 + Iw)A% ) et

I’L7V

t 1 N+1 N—-1
exp (Zh L ((w S vh, h) +0 (|l + |y|)z*h2)> dt

1<g<N-2
= Z / (1) ( 1l + + |27w|)ﬁ"> itmy+6.( )+ IEGO)
N 1 5 1
1+ Z HQuu+ 5o t) | X 30 30 brmpmpioma + 5)* (2mv) "Rt + O(h™)
i>1 p21 |k|[4+m<p 2

ou i < %, Q; est une fonction polynomiale de degré inférieur ou égal a 1 + i
(,u + %, 1/) et qui ne dépend que de de H? (qui sont définis dans la preuve comme

des troncatures de la forme normale de Birkhoff) et du développement de Taylor de
exp, et les by s ((k,m,s) € N*™2\{0}) proviennent du développement de Taylor en

(uh, vh, h) = (0,0,0) des élements de matrices diagonaux (,u,y|e O |u, V).
On détermine alors tous les coefficients du développement semiclassique de la formule
des traces. En particulier, en utilisant la formule sommatoire de Poisson (formulée
cette fois-ci en termes de distributions) :

Yo et =3"§(t—1) (3.5.2)

VEZL leZ

et ’égalité au sens des distributions :

9]

z%(al‘i'“!‘an)

Z eitf-(nt3) _

peEN?

(3.5.3)

1=

j 1(1 — eitas)

on obtient la contribution principale de la [-ieme itérée de v (I € Z*) a la formule

des traces (3.4.5) est :

l
booo gH00m € i3 (014+0n)
tattd e - =

2 ﬁ (1 — eils)

Jj=1

(3.5.4)

On déduit de la construction de la forme normale de Birkhoff quantique (Théoréme

1
2.3.28)) que H?(0,0, k) est une homothétie de rapport A [ Hy, o y(¢)dt, donc ici :
0

H?(0,0, )

ﬁ% =1 A

(3.5.5)

Dans notre cas, 'action de Maupertuis de v est nulle.
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Remarque 3.5.1. Si H(z,hD,,h) est obtenu comme réduction d’un hamiltonien
par passage a des coordonnées de Fermi, cela ne signifie pas que la trajectoire pé-
riodique d’origine avait une action nulle (voir Remarque [3.2.6)).

On a TAB =1, et ¢?l(l) = 1. De plus,

1
b0,070 = / a o ’Y(t)dt (356)
0
Et enfin :
e’ié(91+---+0n) i
- = - (3.5.7)
I1(1—e®) 20 ][ sin (')
j=1 j=1

On en déduit que l'indice de type Maslov o, est tel que :

i : 0N . n o R L (3.5.8)
2" [] sin (%) =2 I |sin (%)) yldet(1d —dP,)
Finalement, on retrouve bien que (3.5.4)) est égale a :
(S o

A~ il 2X—248
T ( A3 T 7) 7

¢( ’Y) € / ¥ 0o ’y(t)dt (359)
21 /| det(Id — dP,)| Jo

Remarque 3.5.2. L’indice de type Maslov intervenant dans la formule des traces
n’a pas été défini précisément. Cependant, il n’est pas nécessaire de le connaitre
pour effectuer un calcul explicite des coefficients de la formule des traces a partir
de la forme normale de Birkhoff, et sa définition n’intervient donc dans aucune des
preuves de nos résultats. Sa définition est délicate (voir [dGOT7, [CRLI0]) et non
nécessaire ici : nous n’insistons donc volontairement pas sur ce point.






CHAPITRE 4

PROBLEMES INVERSES

Dans tout ce chapitre, on fixe n € N* un entier naturel non nul.

4.1 Introduction

Rappelons ici que, formellement, deux problemes sont dits inverses I'un de I'autre
si la formulation de 'un fait intervenir tout ou une partie des solutions de I'autre.
Cette définition est asymétrisée par 'interprétation physique suivante : tandis qu'un
probléme direct est celui qui a été naturellement considéré par les scientifiques dans
un premier temps, un probleme inverse correspond a la détermination des causes a
partir des effets. Les problémes inverses ont été rendus populaires par M. Kac et
son célebre article : « Can one hear the shape of a drum? », [Kac66]. Alors que
le probleme direct est connu (deux variétés isométriques sont isospectrales), il se
pose la question suivante : étant donné le spectre du laplacien sur un domaine plan
Q2 borné a bord lisse avec une condition de Dirichlet au bord (correspondant aux
fréquences propres de vibration du tambour), peut-on connaitre, a isométrie pres,
le domaine 2 (la forme du tambour) ?

Dans cette these, nous étudierons le probléme inverse suivant : supposons que
H est un opérateur pseudodifférentiel elliptique (a priori inconnu) sur une variété
X. De quelles données spectrales avons-nous besoin pour retrouver son symbole
« total », autrement dit H microlocalement au voisinage infinitésimal d’un ensemble
(supposé connu) invariant par la dynamique classique engendrée par son symbole
principal 7

Rappelons que dans le cas ou cet ensemble est une trajectoire périodique ellip-
tique non-dégénérée v d’énergie F, si 'on suppose pour simplifier les énoncés que
les périodes [T, | € Z*, des itérées de v sont isolées et que l'on choisit des fonctions
¢; telles que le support de ggl ne contient que la période [T, on sait que le dévelop-
pement semiclassique —donné par la formule des traces de Gutzwiller [Gut71] — des

H-E

traces de ¢ (T) pour [ € Z* détermine la forme normale de Birkhoff associée a

H(z,hD,, k) au voisinage de =y (cet énoncé est démontré dans [[SZ02l [GP10], apres
des travaux de [Zel97, Zel98] et [Gui96] dans le contexte des asymptotiques en haute
énergie). Dans le cas ou 'ensemble invariant est un fond de puits d’énergie E, on a
un résultat analogue, ou la forme normale de Birkhoff est déterminée par le spectre
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du hamiltonien dans l'intervalle [F, E +kA'~%] (ot a > 0 peut étre choisi quelconque,
voir [GPU07]).

Le but de cette these est la détermination du symbole de H lui-méme, et non
plus seulement de sa forme normale de Birkhoff, dans un voisinage infinitésimal de
I'ensemble invariant (y ou m) considéré dans les deux cas précédents.

4.2 Principaux résultats

Dans cette partie, on présente la prépublication [HP12] en collaboration avec
Thierry Paul, ot sont regroupés les principaux résultats obtenus pendant cette these.

Puisque les coefficients de la formule des traces de Gutzwiller dans le cas d’une
trajectoire périodique et le bas du spectre dans le cas d’un fond de puits sont inva-
riants par conjugaison par un opérateur microlocalement unitaire, il est nécessaire
de supposer connue plus d’information spectrale que dans les résultats mentionnés
ci-dessus.

Les résultats obtenus sont donc énoncés dans les trois cas suivants, o l'invariant
de la dynamique classique considéré est :

Cas 1. une trajectoire elliptique non-dégénérée .
Cas 2. un minimum m non-dégénéré (avec une condition de non-résonance).

Cas 3. un minimum m non-dégénéré (avec une condition de non-résonance) dans le
cas particulier ot le hamiltonien est un opérateur de Schrodinger.

Dans chacun des trois cas suivants, on a séparé la détermination locale du ha-
miltonien (résultats [C| ci-dessous) en deux résultats intermédiaires (résultats [A] et

Résultats A. Dans le cas|l] les premiers coefficients de la formule des traces associée[
a une famille (finie) d’observables vérifiant des propriétés algébriques
au voisinage de v permettent de reconstruire explicitement un systéme
de coordonnées de Fermif] Dans les cas [2| et3] le systéme de coordon-
nées de Fermi est reconstruit a partir du bas du spectre et d’éléments
de matrice diagonaux d’une famille (finie) d’observables relativement
aux vecteurs propres associés. Ces résultats sont énoncés précisément

dans les Théorémes [5.1.3], [5.1.7 et [5.1.10]

Résultats B. Dans le cas [1] les coefficients de la formule des traces associés a une
famille d’observables définie dans un systeme de coordonnées de Fermi
(non nécessairement celui construit en [Al) permettent de reconstruire
explicitement le développement de Taylor du symbole total du hamil-
tonien exprimé dans ce méme systéme de coordonnées de Fermi. Dans

1. plus précisément les coefficients intervenant dans le développement asymptotique (3.4.5)) dans
la limite semiclassique.

2. voir partie
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les cas[2] et [3] ce développement de Taylor est reconstruit a partir du
bas du spectre et d’éléments de matrice diagonaux relativement aux
vecteurs propres associés. Dans le cas (3| la famille d’observables est
finie. Ces résultats sont énoncés précisément dans les Théoremes|[5.1.4)
B.I.8 et G111l

Résultats C. La combinaison des résultats [A] et [B] permet d’obtenir le résultat an-
noncé : le développement de Taylor du symbole total du hamiltonien
est déterminé a ’aide des données spectrales ci-dessus. C’est le contenu

des Corollaires [5.1.5] |5.1.9 et [5.1.12]

Enfin, on donne des analogues classiques de ces résultats dans la partie [5.4]

Remarque 4.2.1. Dans [CdVG11], Y. Colin de Verdiere et V. Guillemin prouvent
qu’en dimension 1, il est possible de déterminer le potentiel & partir de la forme nor-
male de Birkhoff quantique — elle-méme déterminée par le bas du spectre — sous des
hypothéses génériques, affaiblies par le premier auteur dans [CdV1I]. Ici, on montre
que le développement de Taylor a tout ordre du potentiel peut étre reconstruit sans
les hypotheses génériques des résultats de [CAVGI1IL [CAV1I] et en dimension finie
quelconque, mais a partir d’éléments de matrices diagonaux associés a une famille
finie d’observables et non plus seulement a partir de la partie basse du spectre.

Remarque 4.2.2. L’information nécessaire ne requiert pas la connaissance des vec-
teurs propres (¢;); mais seulement des éléments de matrice diagonaux — qui sont
déterminés par les coefficients de la formule des traces dans le cas d’une
trajectoire périodique elliptique — associés a une famille d’observables, ces éléments
de matrice correspondant physiquement a la valeur moyenne des résultats d'une
mesure.

4.2.1 Résultats

La preuve des résultats [A] est située dans la partie [5.3] et fait appel aux appen-
dices.

Dans I'appendice[B], on retrouve les coefficients ; (i € [1,n]) de la partie linéaire
en p dans les cas (fond de puits) — les angles de Poincaré dans le cas|l| (trajectoire
périodique)— & partir de données spectrales. Dans le cas du fond de puits, on a déja
vu que ces coefficients étaient uniques a permutation pres (Proposition , et
réciproquement une permutation des coordonnées envoie une forme normale de Bir-
khoff du hamiltonien sur une autre (Proposition . On ne peut donc déterminer
les 6; (i € [1,n]) qu’a permutation pres : une fois ordonnés par ordre croissant, on
les détermine par récurrence a l’aide du bas du spectre, plus précisément sur une
bande spectrale de largeur €(h) telle que & o o(e).

Dans le cas |1} D. Fried, en réponse a une question de J.J. Duistermaat et V.
Guillemin, a montré que les racines d’un polynéme réciproque P € R[X] sont entie-
rement par la suite (by)yen+, ot pour N > 1, by est la valeur absolue du N-ieme
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résultant cyclique de P (voir [Fri88]), si aucun terme de cette suite n’est nul. En par-
ticulier, si A € Spy,(R) est une matrice symplectique, son polynéme caractéristique
Xa est réciproque réel (Proposition , et pour N > 1, by = |det(lo, — AY)|.
Donc si (dP,) est la matrice de 'application de Poincaré linéarisée dans une base
symplectique — rappelons que son spectre ne dépend pas du choix du point m € 7,
du choix d'une section de Poincaré locale, ni du choix d’une base symplectique du
tangent a cette derniere d’apres le Corollaire — alors (dP,) est symplectique
et | det(lo, — dPVN )| ne s’annule jamais. Par conséquent, le spectre de 'application
de Poincaré linéarisée est entierement déterminé par la suite (| det(ly, —dP))|)n>1.
La suite (| det(l5, — dP;")|)n>1 est & son tour donnée par la contribution principale
de la trajectoire a la formule des traces (Théoréme , voir Remarque ci-
dessous). Réciproquement, il existe une forme normale de Birkhoff du hamiltonien
correspondant a chaque réalisation des angles de Poincaré modulo 27 et permutation
des coordonnées (Proposition [2.5.8)).

La seconde étape consiste a reconstruire explicitement a partir des données spec-
trales annoncées un symplectomorphisme envoyant le systéeme de coordonnées d’ori-
gine sur un systéme de coordonnées de Fermi (une fois fixé le choix d’un ordre pour
les 0;, i € [1,n], et d’'une réalisation modulo 27 dans le cas |1).

Un tel symplectomorphisme a été construit dans les Propositions
et [2.2.7] dans les cas respectifs [T} [2] et [3] Le reste de cette partie est consacré a
la présentation de sa reconstruction explicite a partir des données spectrales des
Théoremes [5.1.3, [5.1.7 et [5.1.10]

Dans le cas[2] le symplectomorphisme définissant un systéme de coordonnées de
Fermi peut étre choisi linéaire dans un systeme de coordonnées de Darboux et, sous
cette condition, le Lemme [A ] détermine 'ensemble S des symplectomorphismes
qui conviennent (au sens ou ils définissent un systéme de coordonnées de Fermi). Le
lemme donne alors un ensemble (fini) d’invariants de S, et affirme que I'on peut
construire une matrice appartenant a S a partir de la donnée de cette famille d’in-
variants. L’idée de la preuve est la suivante : on construit une famille (7)) AeP([1,n])
dont on montre les deux propriétés suivantes :

1. Il existe au moins un ensemble A € P([1,n]), tel que : T4 € S.
2. Il existe au plus un ensemble A € P([1,n]), tel que que T4 est symplectique.

La premiere de ces deux assertions est un résultat d’existence non constructif puisque
le test d’appartenance a S fait appel a la connaissance de la forme hessienne du
hamiltonien. Cependant, la construction de la famille (7'4) acp([i,n]) ne requiert que
la donnée des invariants, et le test d’appartenance a Spo,(R) est indépendant de la
connaissance du hamiltonien. En réunissant ces deux résultats, on construit donc
explicitement un élement de S. Il ne reste alors plus qu’a déterminer 1’ensemble des
invariants de §. On prouve qu’ils sont entierement déterminés par les éléments de
matrice diagonaux d’une famille d’observables vérifiant les conditions de 1’énoncé
du Théoreme [5.1.7] relativement aux vecteurs propres correspondant a un intervalle
spectral [E, E + €(h)](avec h e o(€) et E est le minimum du symbole principal

du hamiltonien), d’abord dans un cas particulier de telles observables (donné dans
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I’énoncé du théoreme) étendu ensuite au cas général (ou 'on impose uniquement
une condition algébrique sur les symboles).

La preuve dans le cas [3| (ou le hamiltonien est un opérateur de Schrodinger)
est tout a fait similaire, a ceci pres que le symplectomorphisme peut maintenant
non seulement étre choisi linéaire dans un systeme de coordonnées de Darboux
(x,&) € U C T*(R™) mais peut aussi étre défini uniquement a partir de son action
sur de la section nulle de 7*(R™). L’ensemble S des symplectomorphismes défi-
nissant un systeme de coordonnées de Fermi et vérifiant ces deux conditions s’en
trouve considéralement réduit (il est maintenant fini), et 'ensemble des invariants
également : on a donc besoin de moins d’observables pour le déterminer.

Remarque 4.2.3. Ce n’est pas ici que la réduction du jeu d’hypotheses lors du
passage au cas général a celui d’un opérateur de Schrodinger est la plus spectaculaire,
mais dans les résultats de type [B] : le nombre d’observables dont les éléments de
matrice diagonaux permettant la reconstruction du symbole total du hamiltonien
y passera d’infini (polynomial en N si 'on veut reconstruire le développement de
Taylor du symbole total jusqu’a 'ordre N) a fini.

Enfin, dans le cas d'une trajectoire périodique elliptique non-dégénérée (cas |1f),
le symplectomorphisme peut maintenant s’écrire dans un systeme de coordonnées
symplectiques locales (z,t,&,7) € T*(R" x S*) tel que v = {z = £ = 7 = 0}
donné par le théoréeme du voisinage tubulaire de Weinstein [Wei71l, Wei77, Wei8]1]
(en réarrangeant ici les variables pour une commodité de notations) :

psu(@,&,t,7) = (S(t)(@,8), 6,7 + qu(t, z,§)) (4.2.1)
ol pour tout t € S', qu(t, -, ) est la forme quadratique de matrice M(t), et
S(t) € Span(R) et M(t) = *S(t)J,S'(t) (4.2.2)

Il suffit donc de construire, a partir des données spectrales de 1’énoncé du Théo-
reme [5.1.3, une fonction S telle que g ), définisse bien un systéme de coordonnées
de Fermi. Or les coefficients des termes en A de la formule des traces associée aux
observables (Pf))lSkSanJm’peZ (définies dans I’énoncé) déterminent par un calcul di-
rect (effectué dans la preuve du deuxieme point de la Proposition , a partir de
I’équation page une famille de fonctions analogue a la famille d’invariants
du cas[2] Une adaptation du Lemme permet alors, non plus de construire expli-
citement une fonction S telle que g ) définisse bien un systeme de coordonnées de
Fermi, mais une fonction S telle qu’il existe une fonction S' 3 t — U(t), telle que
So = SU convienne et pour tout t € S', U(t) est diagonale par blocs de rotations
de taille 2 et d’angles respectifs a;(t),. .., a,(t) dans la base (8%1, 8%1, o %%).
Les coefficients restants (i.e. les coefficients des termes en £ de la formule des traces
associée aux observables (PY)pez) déterminent alors les fonctions dérivées ay, ..., dp
et donc, a constante (matricielle) pres, une fonction Sy telle que @g, g, définisse bien
un systeme de coordonnées de Fermi. On prouve enfin que tout choix de la constante

définit encore un systeme de coordonnées de Fermi.
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Remarque 4.2.4. Dans le calcul direct des coefficients de la formule des traces
avec observables évoqué ci-dessous, ainsi que dans la détermination des angles de
Poincaré a l'aide du résultat de [ETi88], on ne retient que la contribution de ~ a
la formule des traces. C’est possible en choisissant des observables localisée autour
de v et une fonction ¢ dont le support de gg ne contient que la période T' grace a
I'hypothese de non-dégénérescence (voir la Remarque . Si la période de v est
isolée dans le spectre des périodes, il n’y a a faire d’hypothese que sur le support de

.

4.2.2 Résultats

La preuve des résultats [B] est située dans la partie [5.2] La stratégie des preuves
est analogue a celles des résultats[A]: on part du fait qu’il est déja connu que la forme
normale de Birkhoff est déterminée par le spectre du hamiltonien dans les cas
(IGPUO07]), par les coefficients de la formule des traces dans le cas|1] ([ISZ02, [GP10]).
Notons que ces résultats s’entendent au sens o ’on a microlocalisé la formule des
traces comme dans la Remarque [£.2.4) et la forme normale de Birkhoff est confondue
avec sa classe d’équivalence modulo une permutation des coordonnées dans son
symbole total et modulo le choix d’une réalisation des angles de Poincaré. On cherche
alors a déterminer l'opérateur Wy (construit dans les Théoremes [2.3.28] et [2.3.38))
dont I'’exponentielle associée comme dans les énoncés de ces deux théoremes conjugue
le hamiltonien d’origine a sa forme normale de Birkhoff quantique tronquée a 'ordre
N.

Le Théoreme m (cas|l]) a été décomposé en deux propositions : la Proposition
[5.2.10] ot l'on prouve que les coefficients de la formule des traces associée a une
observable O dont le symbole principal s’annule sur v déterminent les éléments de
matrices diagonaux de O relativement aux vecteurs propres du hamiltonien associés
a une bande spectrale de largeur A'=* (ot a > 0 est peut étre choisi quelconque), le
reste du spectre apportant une contribution en O(h>) a la formule des traces. Dans
la Proposition [5.2.11], on montre que les éléments ces éléments de matrice associés a
la famille d’opérateurs definie dans le Théoréme déterminent le symbole total
du hamiltonien dans un voisinage (formel) de la trajectoire.

La preuve du Théoréeme [5.1.8] (cas [2) est en tout point analogue a celle de la
preuve de la Proposition [5.2.11] Elle est donc omise. En revanche, le Théoréme
5.1.11] dont les hypotheéses sont sensiblement moins fortes que celles du Théoréme
@L est prouvé dans [HP12].

On présente donc ci-dessous les preuves des Propositions [5.2.10], [5.2.11] et [5.1.11]
On reprend les notations de I’article, qui coincident avec celles du Chapitre [2]

La preuve de la Proposition [5.2.10| repose sur un calcul explicite des coefficients
de la formule des traces. Les N premiers coefficients de la formule des traces font
intervenir les coefficients du développement asymptotique (quand |ph| + [vh| — 0)

WonN —WenN

tronqué a l'ordre N des élements de matrices de 'opérateur e =%  Oe#  pris entre
les vecteurs propres |u, v) de la forme normale de Birkhoff du hamiltonien quantique.
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Plus précisément, on détermine a partir des coefficients de la formule des traces des
fractions rationnelles en les €%, j = 1...n,l € Z*, dont les coefficients dépendent
linéairement de ceux du développement asymptotique des éléments de matrices et
dont les uniques poles sont 1 et —1. Le théoréeme de Kronecker (Théoreme 2.5.9) nous
permet d’étendre la connaissance des valeurs de ces fractions rationnelles a celles
prises sur tout (S'\ {—1;1})", et ainsi de retrouver le développement asymptotique
des éléments de matrice en étudiant 'asymptotique de ces fractions rationnelles au
voisinage de {1}".

Les W<y sont des opérateurs polynomiaux : il suffit, pour les reconstruire, de dé-
terminer leurs coefficients. Ces derniers interviennent dans le développement asymp-
totique des éléments de matrice associés aux opérateurs donnés par I’énoncé du
Théoreme |5.1.4} et leurs contributions respectives a ce développement asymptotique
dépendent de la maniére dont des fonctions u(h),v(h) tendent vers +oo tout en
satisfaisant la condition imposée |uh| + [vh| — 0. Dans le preuve de la Proposition
on les détermine ainsi par récurrence (en ayant choisi une relation d’ordre ad
hoc sur I’ensemble qui les indice).

Dans la preuve du Théoréme|5.1.11 on commence par traduire ’énoncé en termes
purement classiques. Comme dans la partie les symboles principaux des opé-
rateurs Wy sont exactement les fonctions Fy de la construction classique de la
formule des traces : en effet, si 'on impose aux fonctions Fy d’étre polynomiales
sans termes diagonaux en 2,7 (i.e. de la forme a,2*z*, k € N", voir partie ,
une telle suite (Fy)y>3 est unique. Les coefficients du développement de Taylor du
potentiel comme fonction de z, z sont liés par la relation x = %5, et donc ceux des
fonctions Fly, N > 3, aussi : seules 2" —1 observables (classiques, les symboles princi-
paux des observables quantiques données par 1’énoncé du théoreme) sont nécessaires
a leur reconstruction. Les termes extra-diagonaux du développement de Taylor du
potentiel sont déterminés par récurrence a partir des fonctions Fy, N > 3, tandis
que les termes diagonaux sont déterminés par récurrence a 1’aide des coefficients de
la forme normale de Birkhoff. On retrouvera des méthodes analogues dans la partie

4.0l

Concluons cette partie par un calcul du nombre d’observables que I'on se donne
dans les énoncés des Théorémes [5.1.4] [5.1.§ et [5.1.11] pour la détermination du
développement de Taylor du symbole total du hamiltonien jusqu’a l'ordre N (ou
notre définition du degré pondéré d’une fonction polynomiale homogene dans le cas
est donnée dans la Définition [2.3.6)).

Celles-ci sont définies en imposant a 'ordre dominant de leur symbole principal
d’étre un mondéme de degré au plus N.

Dans le cas |1} on identifie les fonctions polynomiales et
C*(SY,R)[X1,..., X, By, ..., Bn, O]

muni du degré d défini par : d(X/Z*OY) = |j| + k| + 25.
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L’espace des fonctions polynomiales de degré au plus N est engendré par

N2t om—1
> ) o G
o 2n —1 N—+o00

monomes (ou C,, > 0, et 'on a utilisé le Lemme [4.3.8)), alors que 'espace engendré
par les ordres dominant des symboles principaux de 1’énoncé du Théoreme [5.1.4]
n’est engendré que par

n—1 N—+c0

Ntn-—1
1+2"< o ) ~ CLN

mondmes (ou C! > 0).
Enfin, dans les cas ilya (N+2n—1

2n—1 ) N—+o00

N, tandis que l'on ne fait appel qu’a 2" (N:er;l> N~ C! N1 observables dans
—+00

le cas [2 et 2" — 1 observables dans le cas[3] La réduction du nombre d’observables
nécessaires a la reconstruction du symbole du hamiltonien provient du fait que ce
dernier est conjugué a sa forme normale de Birkhoff par un symplectomorphisme,
et non pas un difféomorphisme quelconque.

C, N?"~1 monomes de degré au plus

4.3 Retour sur 'opérateur de Schrodinger

Dans cette partie, on présente le résultat de [GUO7]. On prouve ensuite (Pro-
position qu’il est optimal : sans la condition de symétrie sur le potentiel, il
existe, pour toute fonction H € C*(R",R) vérifiant la condition (4.3.21)), une infi-
nité[’| d’opérateurs de Schrodinger dont le symbole a pour forme normale de Birkhoff
classique la fonction : (x,&) — H o p(z, ).

4.3.1 Détermination du potentiel sous une hypothese de sy-
métrie
On considere ici le symbole de I'opérateur de Schrodinger semiclassique :

H(x,hD,) = —ZQA + V() (4.3.1)

a domaine dense dans L*(R"), i.e. le hamiltonien classique défini sur 7*(R") par :

V(r,€) € T'(RY), H(z,&) = 1 |I€lF + V(@) (43.2)

ou le potentiel V' € C*°(R"™) admet un minimum local £ non-dégénéré en x = 0.
On a montré dans la partie la proposition :

3. Plus précisément, leurs développements de Taylor sont deux a deux distincts, sinon le résultat
est trivial : la forme normale de Birkhoff classique ne fait intervenir le potentiel que modulo une
fonction plate!
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Proposition 4.3.1. [l existe un isomorphisme linéaire u de R™, et des réels 6y, ...,0,
strictement positifs tels que l'on ait :

x; +§2

H o gy(z,8) = E+Z9 +0 (||[*) (4.3.3)

ou ¢, est le symplectomorphisme défini sur T*(R™) par : ¢y (x, &) = (u(x),u*(£)).
puis le théoreéme suivant dans la partie [2.4.2] :

Théoreme 4.3.2. En supposant les réels 01, ... ,0, rationnellement indépendants,
il existe un symplectomorphisme ¢ : T*(R™) — T*(R™) tels que :

$(0,0) = (0,0) et V(z,§) € T*(R"), v H(x,8) = Hi(p) + Ha(x, ) (4.3.4)

ou Hy € C>*(R",R) vérifie au voisinage de p =0 :

Hi(p) = E+3 6 + O(llpl ) (4.3.5)

i=1

et Hy est s’annule a tout ordre en x = &£ = 0.
On appelle alors forme normale de Birkhoff du hamiltonien classique H la fonc-

tion (x,&) — Hy (p(z,€))[}

Dans le cas ou on fait ’hypothese supplémentaire sur V' qu’il est symétrique par
réflexion autour des axes de coordonnées, i.e. que pour tout (z1,...,z,) € R™,

Vi(zy,...,xn) = V(E£xy, ..., £2,) (4.3.6)

V. Guillemin et A. Uribe ont prouvé que le développement de Taylor en 0 a tout
ordre de V' était déterminé par celui de la forme normale de Birkhoff de H au méme
ordre.

Plus précisément, on a le théoreme suivant :

Théoréeme 4.3.3 ([GUOQT]). SiV € C*(R") est symétrique par réflexion autour des
azes de coordonnées, et méme admet le développement de Taylor suivant a ['ordre 2
au voisinage de 0 :

2923:2 +O(||z]| (4.3.7)

ot les réels strictement positifs 01, ... ,0, sont rationnellement indépendants.

Pour tout N > 2, le développement de Taylor en 0 d l'ordre 2N € N (en x) est
entiérement déterminé par celui en (0,0) au méme ordre 2N (en xz,£) de la forme
normale de Birkhoff du hamiltonien classique H .

2
4. ou rappelons-le, p = p(x,&) est le n-uplet ayant pour j-iéme coordonnées p; = +E (Défi-

nition [2.3.5)).



118 CHAPITRE 4. PROBLEMES INVERSES

Remarque 4.3.4. L'hypothese (4.3.7)) ne fait rien perdre en généralité : comme on
I’a vu dans la partie V' peut toujours s’écrire sous cette forme, ou les réels
positifs 604, ...,60, sont exactement ceux de la Proposition 4.3.1] a changement de
variables orthogonal u prés. Celui-ci induit un symplectomorphisme ¢, = (u,u*"!)
qui change bien le hamiltonien classique H(z,&) = 1 ||¢]|* + V(z) en H o ¢, (x,&) =

LIEIP + Vo u(a).
On a alors le corollaire immédiat :

Corollaire 4.3.5 ([GUQT]). Si l'on suppose que V' est réel-analytique, i.e. somme de
sa série de Taylor, alors la conclusion du Théorémel[].3.3 devient : la forme normale
de Birkhoff du hamiltonien classique H détermine le potentiel V.

Démonstration du Théoréme[].3.3 Commengons par rappeler la proposition sui-
vante, prouvée dans la partie .

Proposition 4.3.6. On suppose les réels (0;)icpi,n) rationnellement indépendants,
et on définit Hy par :

x; +§2

V(x, &) € T*(R"), Ho(x,&) = E + Ze (4.3.8)

Soit G € C®(T*(R"),R) une fonction polynomiale homogéne de degré k > 3.
Alors, il existe un unique couple de fonctions G1 € C*(R™, R) et F' € C*(T*(R"),R)
vérifiant :

V(z,§) € T*(R"), {Ho, F}(z,8) = G(z,£) — Gi(p) (4.3.9)

et F' est polynomiale sans terme diagonal.
De plus, on a :

1. F est polynomiale homogene de degré k et est entierement déterminée par les
termes extra-diagonaux de G.

2. G est polynomiale homogene de degré g st k est pair, nulle sinon. De plus,

G1(22) est exactement égal a la somme des termes diagonauzr de G.
La connaissance du terme quadratique (linéaire en p = zz) de la forme normale
de Birkhoff détermine les 6;, i € [1,n] et donc a fortiori le symplectomorphisme ¢y =
(A, A7) ott A est la matrice diagonale de taille n ayant pour éléments diagonaux

01,...,0,. On a alors pour (x,§) € T*(R") :

1, 11 O
H o ¢g(x,§) = 2;92514-1/(\/0—17-- ’\/Q_n) 4.3.10
= (4.3.10)

n
n 1 2 2’ .
ol R R*"3> 2 — V (r,...,jﬁ) — 5;:1 0;x; est symétrique par rapport aux

réflexions autour des axes de coordonnées et s’annule jusqu’a l'ordre 4 en x = 0, et
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il suffit de déterminer le développement de Taylor de R en 0 a un ordre donné 2N
pour obtenir celui de V' au méme ordre.

Pour £ > 2, on note Ry le polyndme homogene de degré 2k intervenant dans le
développement de Taylor de R. Du fait de la symétrie de R, on a :

+o00
R~ Ry (4.3.11)
k=2

La forme normale de Birkhoff associée a H s’écrit :
+oo
Hi(p) ~ > Hy(p) (4.3.12)
k=2

ou Hy € C*(R",R) est polynomiale homogene de degré g si k est paire, nulle sinon,
et donc (x,€) — Ho(p(x,€)) est polynomiale homogene de degré 2k. On a alors

Soit N € N. On va déterminer par récurrence les fonctions polynomiales Ry
(2 <k < N) a partir des Hy; (2 < k < N), ce qui achévera la preuve du Théoréme
433

La formule du binéme de Newton nous donne, pour [ € Net j € [1,n] :

—\ 2l 2l
2l Zj + Zj) 1 Z <21> mz2l—m
=] == 225 (4.3.13)
J < \/5 2[ o) m J 7
Donc pour tout m € N”, il existe un polyndéme S,,, ne comprenant que des termes
extra-diagonaux (i.e. de la forme 27z% avec j # k, voir Définition [2.3.3)) tel que :
1 & (2m;
2m _ 4 2m >
T = o 1 (mi ) 2" + Sz, 2) (4.3.14)
Il suffit donc, pour déterminer le polynéme Ro, de déterminer ses termes dia-
gonaux. Reprenons la démonstration du Théoreme [£.3.2] en utilisant cette fois-ci,
comme annoncé dans la partie [2.4.2] le résultat d’unicité de la Proposition [4.3.6]
On a construit le symplectomorphisme 1) donné par le Théoreme |4.3.2| comme
suit : ¢ = ¢goexp xr, ou F est définie (modulo une fonction s’annulant a tout ordre

en x = & = 0) a partir de son développement de Taylor en (0,0) grace au lemme de
Borel :

“+oo
F~Y Fy (4.3.15)
k=2

ou les fonctions Fy € C*(T*(R"™),R), k > 2, sont polynomiales homogenes d’ordre
k et ont été construites par récurrence (en méme temps que les fonctions Hy de
I’équation ) a l'aide de la Proposition m Fy, = 0 et pour tout £ > 2,
(Fy,Hy) est 'unique couple de C=(T*(R™),R) x C*(R™, R) satisfaisant I’équation :

V(z,&) € T*(R"), {Ho, Fi}(z,§) = Gi(x,§) — Hy(p) (4.3.16)
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et tel que F} est polynomiale sans terme diagonal, ou G} est la somme des termes
d’ordre k dans le développement de Taylor de H o ¢g o exp xr.,_, :

Gk = |_H © ¢9 © exp XFSkfle (4317)

Montrons par récurrence sur N > 1 Iassertion (Ay) : « les polynémes (Hay)1<k<n,
déterminent les fonctions (Rak)o<k<n, (Gk)o<k<an+1, et la fonction Feoyiq ». On a
donc Gy = Hy = Hy o p, et ainsi F5 = 0. (G5 est donc la somme des termes d’ordre 3
dans le développement de Taylor de H o ¢y. Donc G3 = 0, puis F3 = 0. L’assertion
(A;) est donc vraie.

Supposons maintenant (Ay) vraie pour un certain N > 1. Comme Fcoyyq s'an-
nule jusqu’a 'ordre 3 en z = £ = 0, on a au voisinage de x =& =0 :

H(x,§) 0 ¢p0exp Xroyy,, = [H |2n 0 XD XFeyy,, + Roni2(7)

4.3.18
+O(||(, I | )
avec [ H)an (,) = Ho(,€) + & Ro(o)
Donc, pour tout (z,§) € T* (ﬁ%n) :
GQN-&-Q(:E: f) = U;HJ 2N © €XP XF§2N+1J2N+2 (l’, g) + R2N+2(‘r> (4319)

Par hypothese de récurrence, | H |an © exXp Xp.,y,, €st connu, et a fortiori ses
termes diagonaux aussi. Or d’apreés la Proposition [£.3.6] les termes diagonaux de
Gonao sont entierement déterminés par Hoyyo. Les termes diagonaux de Ron .o, donc
Ronio tout entier d’apres (4.3.14]), sont donc déterminés par (Hag)o<k<ni1- On en
déduit Gan+2, puis, d’apres la Proposition f.3.6], Fony2. Or comme précédemment,
on a:

Gongs = UHJ 2N O €Xp XF§2N+2J (4.3.20)

2N+3

Donc Gaonys est entierement déterminé par (Hag)o<k<n+1, €t par la Proposition
4.3.6, Fony3 lest aussi . Finalement, on a bien prouvé 'assertion (Ay) pour tout
N > 1. O

4.3.2 Un résultat négatif dans le cas sans symétries
Dans cette partie, on prouve la proposition suivante :

Proposition 4.3.7. Soit K = {k € N" |k| > 2} \ 2N".
Soient (ay)rex une suite de réels indexée par IC, (01, ...,60,) € R™ un n-uplet de réels
rationnellement indépendants, et H; € C*°(R™ R) telle qu’au voisinage de p =0 :

Hy(p) = i:lﬁipi +0 (IlplP) (4.3.21)

Alors il existe V € C*°(R™,R) telle que :
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1. au voisinage de x =0, on ait :

1 n
V(z) =53 07aF + 0 (|l2ll’) (4.3.22)
=1
2 o
y
vk € K, 5 (0) = agk! (4.3.23)

3. (z,§) — Hi(p(x,§)) est la forme normale associé au hamiltonien classique
H:(2.6) = 316l + Vi(a)

Avant de commencer la preuve, commencgons par une petite remarque reposant
sur le lemme de combinatoire suivant :

Lemme 4.3.8. Soit N > 2.
LogH{(kas o ) € (N | X2 i = N} = (=)

n—1

2. #{(kh,kn) & N | zi%lkz — N} — <N+n71)

Démonstration du Lemme[{.3.8§ Le deuxiéme point est une conséquence du pre-
mier : en effet, en envoyant pour i € [1,n] , k; sur k; + 1, on réalise une bijection
entre les deux ensembles :

i=1 i=1
Reste a prouver le premier point. Or si on associe au n-uplet (kq, ... k;,) le n-uplet

7
(k1,..., > km,...,N), on réalise une bijection entre les deux ensembles :
m=1

«muwm€mwrim:N}

~{(kyy .. k) e N)" | by <+ <k,=N} (4.3.25)
{(kh' . .,knfl) S [[1,N — 1]]”71 | ki< < knfl}
~ P, ([1,N —1])

ot P,_1 ([1, N — 1]) est 'ensemble des parties a n — 1 éléments de [1, N — 1],
de cardinal (]X :11), ce qui acheve la démonstration. O

12

Pour N > 1, les contributions d’ordres 2N + 1 et 2N + 2 dans le développement
de Taylor de V' sont donc composées respectivement de 27]1\[:“1” et (QNn’L_T“l) termes,
alors que celle d’ordre 2N + 2 du développement de Taylor de la forme normale
associé au hamiltonien classique correspondant n’en comprend que (Z Jq?. Il était
donc déraisonnable d’espérer pouvoir déterminer le potentiel V' a partir de la seule

forme normale classique.



122 CHAPITRE 4. PROBLEMES INVERSES

Démonstration de la Proposition[{.3.7 Quitte & conjuguer le hamiltonien classique
H que l'on cherche a construire par le symplectomorphisme ¢y (défini dans la partie
4.3.1)), il suffit de construire une fonction R € C>*(R™, R) telle que :

1. au voisinage de x = 0, on ait :

R(z) = O (||]]°) (4.3.26)

O* R agk!
5 =
Vk e IC, Ok (0) P

3. (z,8) — Hi(p(z,£)) est la forme normale associé au hamiltonien classique
hi(z,6) - > 0,555 4 R(x)
i=1

(4.3.27)

2

En effet, le potentiel V' € C*(R",R) défini pour € R"™ par :

V(r) = ; > 0z + R (ﬂxl, e @:@J (4.3.28)
i=1

vérifiera alors les conclusions de la proposition [4.3.7]

Construisons R a ’aide du lemme de Borel (Théoréme. Supposons qu’une
telle fonction R existe et notons, pour m > 3, R,, la composante polynomiale
homogene de degré m de son développement de Taylor (les composantes de degré
inférieur ou égal & 2 sont nécessairement nulles par la condition |1/ imposée a R). Les
composantes de degré impair sont déja toutes fixées par la condition [2| imposée a
R : pour tout m > 1,

Vo €RY, Rop(z) = 3 hgk (4.3.29)
|k|=2m+1 02

Quant aux composantes d’ordre pair 2m (m > 2), toujours par la condition ,
elles se décomposent nécessairement de la maniere suivante :

Vz € R", Rop(z) = > a—Z:l:k+ > b (4.3.30)
FAC

Réciproquement, une fonction R € C*°(R"™,R) dont les composantes du dévelop-
pement de Taylor vérifient les conditions ci-dessus vérifie aussitot les conditions (1] et
2

L’énoncé de la proposition devient alors : il existe une famille de réels
(br) ke k=2 telle que si pour m > 2, les fonctions Ry,,—1 et Ray,, sont définies par
les formules (4.3.29)) et (4.3.30]) respectivement, et R est définie modulo une fonction
plate par le lemme de Borel :

+o0
R~ > R, (4.3.31)
m=3
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alors (z,&) — Hy(p(z,&)) est la forme normale associé au hamiltonien classique
h(z, gmze“@ + R(x).

C’est ce dermer énoncé que nous allons prouver. Plus précisément, on va prouver
par une récurrence forte sur N > 2 I'assertion (Ay) suivante : « il existe des réels
(br)2< k< et des fonctions F; (3 < j < 2N) polynomiales homogenes d’ordre j, tels
que si pour 2 < m < N, les fonctions Ra,,_1 et R, sont définies par les formules
(4.3.29)) et (4.3.30) respectivement, et hon_1 et hoy par les formules :

a: _|_ 52 2N—1
et
V(z, &) € T*(R"), han(z,§) = han-1(z,§) + Ran(z) (4.3.33)
alors pour M € {2N —1,2N} :
hat 0 exp X, (2,6) = Hi(p) + O(||(z, )| (4.3.34)
ou F<M = Z Fk ».
Soit N > 4. Une fois les fonctions F3, ..., Fiy_1 construites, on notera Gy la
fonction polynomiale homogene d’ordre N définie par :
Gy = |hnoexpXroy_ N (4.3.35)

On note également, pour k > 2, Hy, la composante polynomiale homogene d’ordre
k dans le développement de Taylor de Hy, si bien que (x,§) — Hox(p(x,&)) est
polynomiale homogene d’ordre 2k et :

—+00

Hi(p) ~ Ho+ ) Hox(p) (4.3.36)
k=2

ou Hy est définie dans la Proposition m par I’équation (4.3.8)).
On définit alors F3 a l'aide de la Proposition [£.3.6] comme l'unique fonction

polynomiale homogene d’ordre 3 (a fortiori sans terme diagonal) telle que :
V(z,&) € T*(R™), {Ho, F3}(x,&) = R3(x) (4.3.37)

On a aussitot, en utilisant le Lemme :
hs 0 exp Xr, (7, &) = ha(x, &) + {F3, hs} + O(||(z, &)||")
= hg(x,€) + {Fs, Ho} + O(||(x,€)||")

= Ho(,€) + O(||(,&)I")

(4.3.38)
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Puisque Fj s’annule jusqu’a l'ordre 3 en x = £ = 0, on aura une fois la famille
(br)|k|=2 construite :

V(l',f) € T*<Rn)7 G4($7£) = Lh4 OeXpXF§3J4(x7€>

= |hzoexp XF§3J4($7 §) + Ru(x) (43.59)

Les termes extra-diagonaux de G4 ne dépendent que de (a;)j<s et de 6y,...,0,.

Pour tout k € N" tel que |k| = 2, notons ¢ le coefficient de son terme en |z|?*.
D’apres (4.3.14)) et (4.3.30), on a :

12 2k
425\ K

ot Cj, ne dépend que de (a;)|jj<3 et de 0y,. .., 6, (cette contribution provient de
la fonction polynomiale {Fs, Rs} + {F3,{Fs, Ho}}).

Pour tout k£ € N" tel que |k| = 2, on choisit by de telle sorte que ¢ soit exac-
tement le terme en |z|** de Hi(|2|?), donc de Hy(zz) (ot Hy a été définie plus
haut comme la composante polynomiale homogene d’ordre 2 de Hy). En utilisant la
Proposition [£.3.6], on construit alors F; comme l'unique fonction polynomiale sans
termes diagonaux, aussitot homogene d’ordre 4, telle que :

V(z, &) € TY(R"), {Ho, Fi}(z,§) = Ga(x,§) — Hu(p) (4.3.41)
et, d’apres le Lemme :

hy o exp xr_, (2, 8) =ha(r,§) + {F<a, ha} + ;{F<4, {F<a,ha}}
+O(|l(z, 9)II")
=hs(z,&) + {F3, Ho} + Ga(2,§) + {F4, Ho} (4.3.42)
+O0(|l(z, 9)II")
=Ho(z,€) + Ha(p) + O(l|(z, €)[")
=Hi(p) + O(l|(z,9)[]")

L’assertion (As) est donc vérifiée.
Soit maintenant N > 2, on suppose (Ay). On a, pour tout (z,§) € T*(R") :

Gant1(2,€) = [hant1 0 XD Xro,y Jon1(2, §)

4.3.43
= |han 0 exp Xr_,y J2v+1(2,§) + Rania(2) ( )

Or hon et F<on ont déja été construites par hypothese de récurrence, et Roni1 ne
dépend que de (ag)g=2n+1 €t de by,...,0,, donc Gony1 ne dépend que de termes
connus ou déja construits.

On définit Fox,; a l'aide de la Proposition comme 'unique fonction poly-
nomiale homogene d’ordre 2N + 1 (a fortiori sans terme diagonal) telle que :

{H(), F2N+1} = G2N+1 (4344)
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Fyn 1 est entierement déterminée par Goyi1 et on a :

2N11

h2N+1 O €XP XF<ani1 (1:7 €> Z Z'adb<2N+1 (h2N+1) + O(H(LU £)|‘2N+2)
i—0 U
2N -1
= h2N+1 + {Fean, hang1} + {Fony1, Ho} + Z athNH(hQNH)] (z,6)

+O(||(, O)[I*"*%)
2N-1 1
= {F2N+17 Ho} + hony1 + {Fon, honii } + Z adFQN(thH)] (z,6)

+O(I(, )
= _{F2N+1, Hy} + hony1 0 exp XFSQN] (z,8) + O(H(%ﬁ)ﬂwﬂ)

=[{Fnzs1, Ho} + Gani1] (2,€) + Hi(p) + O(||(z, )| )
=H,(p) + O(||(z,&)|***?)

(4.3.45)
ot adr_,y,, = {F<ony1,-}, et ot 'on a déduit du Lemme [2.4.14] puis utilisé :

1. a la premiere ligne que : adi”<2N+1(h2N+1> s’annule jusqu’a l'ordre 2 + 7 en

r=&=0.
2. a la deuxiéme que : {Foni1, hons1 — Ho} s’annule jusqu’a l'ordre 2N + 2 en
x=£&=0.

3. a la troisieme que pour i > 2, ad}QNH(thH) — adj_, _(han41) s’annule jus-
qu'a lordre 2N +ien o = ¢ = 0. -

4. ala quatriéme que : ad%gw(hz ~N+1) s'annule également jusqu’a 'ordre 2+ en
x=£&=0.

puis on a utilisé :
1. a la cinquieme ligne, I’hypothese de récurrence et la définition de Goy 1 pour
en déduire que :
hon 10 €XDP Xroyy (T,8) =[hani1 0 €XP Xroyy | <an (7, &) + Ganga (7, §)

+O0(|(z, &)[*)

= [han 0 exp XFoyy ] <on (@, €) + Gania(z,§)
+O(|(z, [

= H(p) + Ganya(2,€) + O(||(z, §)I**)

2. a la derniere ligne I'équation (4.3.44]).

Comme précédemment, on a pour (x,&) € T*(R") :

)
G2N+2(ﬂf>f) = |_h2N+2 © €exp XF<2N+1J2N+2(37 5)

(4.3.46)
= |han+1 0 €XP XFeyn s Jon+2(, §) + Ran2(2)
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Donc les termes extra-diagonaux de Gon 2 ne font intervenir que des termes connus
ou déja construits. Maintenant notons, pour k € N™ tel que |k| = N + 1, ¢ le
coefficient du terme en |z|** de Gonio. D’apres (4.3.14)), on a :

1 & (2k;

ou Cj ne dépend que de termes connus ou déja construits. Pour tout £ € N” tel
que |k| = N + 1, on choisit by de telle sorte que ¢ soit exactement le terme en
|2|?* de Hi(|z|?), donc de Hyn,2(2Z). En utilisant la Proposition on peut
donc construire Fyy o comme 'unique fonction polynomiale sans termes diagonaux,
aussitot homogene d’ordre 2N + 2, telle que :

V(x,&) € T*(R™), {Ho, Fonio}(2,€) = Gayia(x, &) — Hani2(p) (4.3.48)

Un calcul similaire a celui de (4.3.45) montre que :

h2N+2 O €XP XFconya (.T, 5) = H, (p) +0 (||(ZE‘, £| |2N+3) (4349)

Finalement, on a prouvé par récurrence que l'assertion (Ay) était vraie pour tout
N > 2.

Il suffit maintenant de définir les fonctions R et F' modulo une fonction plate a
I’aide du lemme de Borel :

+oo
R~ Z Ry (4.3.50)
k=3
et :
+00
F~ Z Ey. (4.3.51)
k=3
Un calcul similaire a celui de (4.3.45)) permet d’affirmer que pour tout N > 3 :
ho exXp XF('I7 5) = hN O exXp XFSN<x7 5) + O(H([E, S)HN—H) (4 3 52)
= Hi(p) + O(||(, )"
et donc finalement :
hoexpxr ~ Hi(p) (4.3.53)

(z,€) — Hi(p(x,£)) est bien la forme normale de Birkhoff classique associée a h,
donc a H. ]
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RECOVERING THE HAMILTONIAN
FROM SPECTRAL DATA

C. HERIVEAUX AND T. PAUL

ABSTRACT. We show that the contributions to the Gutzwiller
trace formula with observable associated to the iterates of a given
elliptic nondegenerate periodic trajectory v and to certain families
of observables localized near v determine the quantum Hamiltonian
in a formal neighborhood of the trajectory -, that is the full Taylor
expansion of its total symbol near v. We also treat the “bottom of
a well” case both for general and Schrédinger operators and give
some analog classical results.
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5.1 Introduction and main results

It is well known that spectral properties of semiclassical Hamiltonians and dy-
namical properties of their principal symbols are linked. Even when there is no pre-
cise information “eigenvalue by eigenvalue” of the spectrum, the so-called Gutzwiller
trace formula provide information on averages of the spectrum at scale of the Planck
constant. More precisely, let H(z, hD,) be a self-adjoint semiclassical elliptic pseu-
dodifferential operator on a compact manifold X of dimension n + 1, whose symbol
H(x,¢) is proper (as a map from 7*X into R). Let E be a regular value of H and
v a non-degenerate periodic trajectory of primitive period 7', lying on the energy
surface H = E.

Consider the Gutzwiller trace (see [Gut71])

oo (BB o (B5)

where for r € Z*, 1, is a C*° function whose Fourier transform is compactly sup-
ported with support in a small enough neighborhood of 77T, and is identically one

in a still smaller neighborhood containing r7’,. As shown in [PU91], [PU95] (5.1.1)
has an asymptotic expansion

T HEo > app (5.1.2)
k=0

In [GP10] it was shown how to compute the terms of this expansion to all orders
in terms of a microlocal Birkhoff canonical form for H in a formal neighborhood
of 7. Following earlier results by Zelditch [Zel97, [Zel98] and Guillemin |Gui96] in
the context of the high part of the spectrum of the Laplacian, it was also proved
in [GP10] that the family of constants (aj,),enxz- determine the microlocal (and
hence, a fortiori, the classical) Birkhoff canonical form for H in a formal neighbor-
hood of v, see also [ISZ02] for another proof based on trace formulas for monodromy
operators.

In the case of the bottom of a well the determination of the Birkhoff form by the
low part of the spectrum has been shown in [GPUQ7]. When it is known in addition
that H(x,hD,) is a Schrodinger operator —h?A + V| it has been shown that the
low part of the spectrum determines the Taylor expansion of the potential V' when
this one is even in all variables [GU07| or in dimension one under generic assump-
tions [CdVGI11], and the potential itself in one dimension under generic assumptions
[CAV1I]. But in the general case the Gutzwiller formula will determine only the
normal form of the Hamiltonian, that is to say H(z, hD,) only modulo unitary op-
erators, and its principal symbol only modulo symplectomorphisms. Of course it
cannot determine more, as the spectrum, and a fortiori the trace, is insensitive to
unitary conjugation.
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The aim of this paper is to address the question of determining the true Hamil-
tonian from more precise spectral data, namely from the Gutzwiller trace formula
with observables.

It is well known that, for any pseudodifferential operator O(x, hD,) of symbol
O(x, &), there is a result equivalent to for the following quantity

b oten (He121-5))

=D {5, Oz, hDa) ;)¢ (E;E> , (5.1.3)

(2

(here ¢; is meant as the eigenvector of eigenvalue E;) under the form of an asymp-
totic expansion of the form

dTTEN Y ar (O)F (5.1.4)
k=0

where aj are distributions supported on +.

We will show in the present paper that the knowledge of the coefficients a} (O) for
O belonging to some family of observables localized near v is enough to determine
the full Taylor expansion of the total symbol of H(x,hD,) near -, in other words
H(z,hD,) microlocally in a formal neighborhood of -, when ~ is non-degenerate
elliptic (including the case where ~ is reduced to a point (bottom of a well)). Let
us first remark that the trace formula with any observable microlocalized in a small
enough neighborhood of v determines obviously its primitive period T,. We will
assume that any multiple of 7', is isolated in the set of the periods of all the periodic
trajectories on the same energy shell (let us remark that in case this condition
is not fulfilled, our results remains valid by taking observables microlocalized in a
neighborhood of the non-degenerate elliptic ). Moreover it is known ([Fri88, [(Gui96])
that the coefficients of trace formula determines the Poincaré angles modulo 27Z
and we prove in Appendix |Bfthat, in the case where v is not reduced to one point,
any realization of the Poincaré angles as real numbers leads to a different Birkhoff
normal form but give an explicit symplectomorphism that conjugates one to another:
hence, our reconstruction of the “true” Hamiltonian is independent of the choice of
the realization. We also show that in the “bottom of a well” case, the 6;s are
determined by the spectrum.

Therefore the only knowledge we will require will be the fact that there exists
a geometric periodic trajectory -, possibly of dimension zero, which is elliptic non-
degenerate (see definition below) and whose set of periods in isolated in the set of
periods of the same energy shell.

We will be concerned by three cases:

1. v is a curve
2. the general “bottom of a well” case (7 reduced to a point)
3. the “bottom of a well” case when the Hamiltonian is a Schrodinger operator.

Our results will also be of three different kinds :
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a. The knowledge of the coefficients of the trace formula for , or of some of
the diagonal matrix elements (expectation values) between eigenvectors of the
Hamiltonian for ,, for a family of observables satisfying some algebraic
properties on v determine some Fermi coordinates (see definition below). It is
the content of Theorems [5.1.3 [5.1.7], [5.1.10]

b. The knowledge of the coefficients of the trace formula for (If), or of some
of the diagonal matrix elements (expectation values) between eigenvectors of
the Hamiltonian for —, for another family of observables, expressed on
any (not necessarily the one determined by a.) Fermi system of coordinates,
determine the full Taylor expansion of the total symbol of the Hamiltonian
expressed on these Fermi coordinates (Theorems |5.1.4} |5.1.8} [5.1.11)).

¢. The combination of the two preceding cases, where the family of observables
defined in a. drives the knowledge of the full Hamiltonian. More precisely, the
knowledge of the quantities expressed in a. determines a family of observables,
which is precisely the one defined in b. expressed in the Fermi system deter-
mined in a., the trace coefficients or some of the diagonal matrix elements of
which determine the full Taylor expansion of the Hamiltonian on a determined
system of coordinates (Corollaries|5.1.5] [5.1.9} 5.1.12]).

Finally we obtain analog classical results as byproduct of the quantum ones in

Section [5.4]

Definition 5.1.1. A periodic trajectory of the Hamiltonian flow generated by
H(z,€) is said to be non-degenerate elliptic if its linearized Poincaré map has eigen-
values (e*);.;c,, 6; € R, and the rotation angles 6; (1 < i < n) and 7 are
independent over Q.

Definition 5.1.2 (Fermi coordinates). We will denote by “Fermi coordinates” any
system of local coordinates of T*M near v, (z,t,&,7) € T*(R™ x S'), such that
v ={r =& =7 =0} and on which the principal symbol H, of H(z,hD,) can be
written for any chosen realization of the Poincaré angles ; € R as:

Hy(x,t,§,7) = Ho(z,t,&,7) + Ho (5.1.5)
where . , ,
Ho(w,t,6,7) = E+ Y6, & (5.1.6)
=1
and .
Hy =0 ((2* + & +|7))?) (5.1.7)

The existence of such local coordinates, guaranteed by the Weinstein tubular
neighborhood Theorem ([Wei77]), was proved in [Gui96l (GP10l [Zel97] under the
hypothesis of non-degeneracy mentioned earlier. However the construction of Fermi
coordinates involves the knowledge of the quadratic part of H, in a neighborhood
of . Our first result shows that a system of Fermi coordinates can be determined
by « only at the classical level and some quantum spectral quantities. (constructed
out of a system of local coordinates near v and some quantum spectral quantities.)
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Theorem 5.1.3. Let P;,k = 0,1,....2n2 + n,p € Z, be any pseudodifferential
operators whose respective principal symbols 735 satisfy in a local symplectic system
of coordinates (x,t,&,7) € T*(R™ x S') such that v = {x =& =7 =0}

773(33,15, £,7)=e P and P;f(a:, tE,7) = e RNz &), k=1,...,2n" +n
(5.1.8)
with the property that R*(0) = VRF(0) = 0 and the Hessians d*R*(0) are
linearly independent.
An example of such symbols is given by the family,

Qéjp (‘ra t? 57 7-) - e_zéﬂ—ptxigj
Qp(@,t,§,7) = e ™My
E T % 5.1.9
OV (w,t,6,7) = e Mg, (5:1.9)
Qp(x,t,&,7) = e iy

Then, the knowledge of the coefficients (at(P}))o<k<on2tnpez in (5.1.3)-(5.1.4) de-

termines (in a constructive way) an explicit system of Fermi coordinates near ~y.

Theorem 5.1.4. Let v be a non-degenerate elliptic periodic trajectory of the Hamil-
tonian flow generated by the principal symbol H, of H(x,hD,) on the energy shell

-1 n o Ql oy R - -
HIH(E), and let (x,t,§,7) € R* x S' X R"™ be a system of Fermi coordinates near

.
For (m,n,p) € N*" x Z, let Oy, O, be any pseudodifferential operator whose
total Weyl symbols (in this system of coordinates) Oppy, O, satisfy in a neighborhood

of v:

; 7 i\ My PPNy
Omnp(fL‘,t,&T) = 67227Tptj1;[1 (xjj/r;]> J (%\/%5]) J

+ Y OHE@+E+]|T)T)
2l+N=|m|+|n|+1 v
2

Op(x,t,&,7) = e @Pr4 s OM (2 + &+ |7])?)

21+N=3

Then the knowledge of the coefficients al,(Opmnp) and af(O,) in (5.1.3)-(5.1.4) for
k< N and m,n,p,q satisfying

1 jm|+n| < N

(5.1.10)

2.Vj=1...n, mj=0o0rn; =0
3. peEL, qel”

determines the Taylor expansion near ~y up to order My in (x,£) and My in T,
of the total Weyl symbol, in this system of Fermi coordinates, of H(x,hD,) up to
order | in h at the condition that 21 + M, + 2M, < N.

Concatenating the two preceding results we get the coordinate free statement:
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Corollary 5.1.5. Let sz be as in Theorem . Then the knowledge of the co-
efficients af(QF,,), al(Qp) forp € Z, 1 € Z,1 < i,j < n,k € {1,2,3} determine
observables Oynp, Oy out of which the coefficients al,(Opmnp) and at(O,), for k < N
and m,n,p,q satisfying conditions (1),(2),(3) in Theorem determine mod-
ulo a function vanishing to infinite order on =y, the full symbol of H(x,hD,), in a

determined system of local coordinates near ~y.

Remark 5.1. 1t is easy to see that Condition 2 implies that the number of observables
in the transverse to 7 directions (for each Fourier coefficient in t) needed for deter-
mining H (x, hD,) up to order N is a polynomial function of N of degree n— 1, while
the number of all polynomial functions in (z,£, 7) of order N is a polynomial in N
of higher degree 2n. The fact that not all observables are needed can be understood
by the fact that we know that the Hamiltonian we are looking for is conjugated to
the normal form by a unitary operator and not by any operator (see the discussion
after Theorem [5.2.1). At the classical level this is a trace of the fact that we are
looking for a symplectomorphism, and not any diffeomorphism (see section .

Remark 5.2. The asymptotic expansion of the trace involves only the mi-
crolocalization of H(z,hD,) in a formal neighborhood of . Therefore there is no
hope to recover from spectral data more precise information than the Taylor expan-
sion of its symbol near v. The rest of the symbol concerns spectral data of order

h>.

Let us now consider the case where y is reduced to one point, namely the “bottom
of a well” case. Let us assume that the principal symbol H, of H(z, hD,) has a global
non-degenerate minimum at zop € 7*M, and let d*H,(zo) be the Hessian of H at z.
Let us define the matrix Q defined by d?H,(20)(,*) =: ws, (-, Q1) where w,, (-, ")
is the canonical symplectic form of T*M at z,. The eigenvalues of €2 are purely
imaginary, let us denote them by +i6; with 6, > 0, j = 1...n. Let us assume
moreover that 6;,j = 1...n are rationally independent.

Definition 5.1.6. By extension of definition [5.1.2] we will also denote by Fermi
coordinates any system of Darboux coordinates (x,&) € T*R" centered at zy such
that:

x? —|— &2

H,(z,€) = H,(2 +29 + O((z,€)%). (5.1.11)

The existence of such local coordinates will be proved in section [5.3] once again
by using the knowledge of the quadratic part of H, near z;. Our next result shows
that one can explicitely construct Fermi coordinates out of the knowledge of some
quantum spectral quantities.

Theorem 5.1.7. Let P* k = 1...2n2+n be any pseudodifferential operators whose
principal symbols P* is such that P¥(2) = VP*(2) = 0 and the Hessians
d*P*(2) are linearly independent.



5.1. INTRODUCTION AND MAIN RESULTS 133

An example of such symbols is given by the family, 1 <i,j <n, k € {1,2,3},

Qz‘lj(xaf) =
Qii(z,6) = ww; (5.1.12)
Q?j (.Z‘, f) = ngj

in any system (x,&) € T*R™ of Darbouz coordinates centered at z.

Then, for any € = ¢(h) > 0, h = o(e(h)) (e.g. ¢ = K77, n > 0), the knowledge
of the spectrum of H(x,hD,) in [Hy(z0), Hy(20) + €] and the diagonal matriz ele-
ments of P* between the corresponding eigenvectors of H(x,hD,) determines (in a
constructive way) an explicit system of Fermi coordinates.

Theorem 5.1.8. For (m,n) € N*"_let O,,,, be any pseudodifferential operator whose
total Weyl symbol O,,,, satisfy in a neighborhood of zy:

s N RIS oy =g\ L(,2  ¢2
|m|+|n|+1

v|2

) (5.1.13)

in a system (z,§) € T*R™ of Fermi coordinates centered at z.

Then the knowledge of the spectrum of H(x,hD,) in [H,(z0), Hy(20) + €| with
= = O(e) for some a > 0, and the diagonal matriz elements of O, between the
corresponding eigenvectors of H(x,hD,),

for:
1. |m|+|n| <N
2.Vj=1...n, mj =0 orn; =0,

determines the Taylor expansion up to order N of the full symbol of H(x,hD,) at
2o in the coordinates (x,§).

Corollary 5.1.9. The diagonal matriz elements of the operators P* as in Theorem
determine observables O,,, whose diagonal matrixz elements as in Theorem
determine, modulo a function vanishing to infinite order at zq, the full symbol
of H(x,hD,), in a determined system of local coordinates near z.

Remark 5.3. Although we will not prove it here, let us remark that Theorem [5.1.8
(and also Theorem [5.1.4)) is also valid in the framework of quantization of Kélherian
manifolds.

In the case where H(x,hD,) is a Schrodinger operator —h*A + V| it is known,
[GUOQ7], that the (actually classical) normal form determines the Taylor expansion
of the potential in the case where the latter is invariant, for each i = 1...n, by the
symmetry x; — —z;. The same result holds without the symmetry assumption in
the case n = 1, with assumption V"’(0) # 0, as it has been shown in [CAVG11].

Let now H = —h*A + V be a Schrodinger operator and ¢y be a global non-
degenerate minimum of V. Let us assume that the square-roots (6;)1<;<, of the
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eigenvalues of d?V(qy) are linearly independent over the rationals. In that precise
case, we will denote by Fermi coordinates any system of Darboux coordinates (z, ) €
T*R™, in which the (principal or total, both notions are equivalent here) symbol H
of our Schrodinger operator can be written as:

nop2 4 g2
Hw,€) = Vi) +> 672
i=1

+ R(x) (5.1.14)

where R(z) = O(z?). The existence of such local coordinates will also be proved
in section [5.3 and Theorem [5.1.10] below proves that one can explicitely construct
Fermi coordinates out of any system of local coordinates centered at ¢q.

Theorem [5.1.11] shows that the matrix elements of only a finite number of
observables are necessary to recover the full Taylor expansion of the potential in the
general case.

Theorem 5.1.10. Let P* k=1... @ be any pseudodifferential operators whose
principal symbols are potentials P* such that P¥(q) = VP*(qo) = 0 and the
Hessians d*P*(q) are linearly independent (an exzample of such potentials is
the family Q;(x) = x;x; in a local system of coordinates centered at qo).

Then, for any e = e(h) > 0, h = o(¢), the knowledge of the spectrum of H(x, hD,)
in [V(q),V(qo) + €] and the diagonal matriz elements of P* k=1... ”2;” between
the corresponding eigenvectors of H(x,hD,) determines (in a constructive way) an

explicit system of Fermi coordinates.

Theorem 5.1.11. Let (x,£) € T*R™ be a system of Fermi coordinates centered at
(QOa O) :

Then the knowledge of the spectrum of H(x, hD,) in [V (qo), V (qo)+e€| with h'=* =
O(e) for some a > 0, and the diagonal matriz elements of the 2" — 1 observables
Omo, m = (myq,...,my,) € {0,1}" \ {0}, defined in Theorem between the
corresponding eigenvectors of H(x,hD,) determines the full Taylor expansion of V
at qo in the coordinates x.

Corollary 5.1.12. The diagonal matriz elements of the operators P* as in Theo-
rems |5.1.10) determine 2™ — 1 observables O,,o whose diagonal matriz elements as
in Theorem |5.1.11] determine the potential V' up to a function vanishing to infinite
order at qq.

Remark 5.4. Note that since we are dealing with observables localized near the bot-
toms of the wells, the hypothesis that zy in Theorems|5.1.7] and ¢y in Theorems
[5.1.10| and [5.1.11] are global minima can be released and the corresponding results
can be formulated in a straightforward way.

The proof of Theorem relies on two results having their own interest per
se: Proposition [5.2.10] which shows that the coefficients of the trace formula
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determine the matrix elements (¢;, O(z, hD,)p;) where @; are the eigenvectors of
the normal form of the Hamiltonian, and Proposition which states that the
knowledge of the matrix elements of the conjugation of a given known selfadjoint
operator by a unitary one determines, in a certain sense, the latter.

As a byproduct of Proposition [5.2.11] we obtain also a purely classical result,
somehow analog of it: the averages on Birkhoff angles associated to Birkhoff coor-
dinates of the same classical observables than the ones in Theorem [5.1.4] determine
the Taylor expansion of the (true) Hamiltonian. This is the content of Theorem

[5.4.2] below.

The paper is organized as follows. Section|5.2|is devoted to the proof of Theorems
614 5.1.8)and[5.1.11] In section[5.3] we give an explicit construction of some Fermi
coordinates out of any system of local coordinates in both the periodic and “Bottom
of the well” case: this is the content of Theorems|[5.1.3] [5.1.7]and [5.1.10] In Section
[5.4] we show the classical equivalent of our quantum formulation.

Through the whole paper, [I,m], | < m, will stand for the set of integers
{l,...,m} and we we will assume, without loss of generality, that the period of
v is equal to 1.

5.2 Recovering the Hamiltonian in some given Fermi
coordinates

Let us start this section by observing that, by microlocalization near =, it is
enough, in order to prove Theorem to prove Theorem below, which is
nothing but the same statement expressed in a local Fermi system of coordinates.

The proof of Theorem [5.2.1] will need a construction of the quantum Birkoff
normal form, given in subsection [5.2.1 The rest of the proof is then a consequence
of Proposition (subsection and Proposition (subsection [5.2.3).
Subsection contains the proof of the analogs of Theorem when 7 is reduced
to a single point, both in the general and “Schrodinger” cases (Theorems and
5.1.11)).

Theorem 5.2.1. Let H(x,hD,) be a self-adjoint semiclassical elliptic pseudodif-
ferential operator on L*(R™ x SY). Let (z,t,£,7) € T*(R" x S) be the canonical
symplectic coordinates and let us assume that v = S' = {x = & =7 = 0} is a non
degenerate elliptic periodic orbit of the Hamiltonian flow generated by the principal
symbol Hy, of H(x,hD,) on the energy shell H,'(E).

Let us assume moreover that H,, can be written in these coordinates as:

Hy(x,t,§,7) = Ho(z,t,§,7) + Hy (5.2.1)
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where

Hy =0 ((2*+& +|r))?) (5.2.2)
And Hy is equal to:

x4+ &
2

Ho(z,t,&,7) = E+) 0, +7 (5.2.3)

i=1

For (m,n,p) € N*" x Z, let Oy, O, be any pseudodifferential operator whose
total Weyl symbols Oy, O, satisfy in a neighborhood of :

ot T [miig \TY (x—ig; \ Y
Omnp(x7t7§a7-) = ¢ 2ptj1;11< V2 ) ( V2 )
N
+ 3 O (2?2 + &2+ 7)) 2 (5.2.4)
21+ N=|m|+|n|+1
Op(z,t,6,7) = e ®Pr4+ ¥ OH (2> +& +]7])?)

21+N=3

N
2

Then the knowledge of the coefficients al,(Opmnp) and at(O,) in (5.1.3)-(5.1.4) for
k < N and m,n,p,q satisfying

1. Im|+|n| <N
2.Vj=1...n, mj=0o0rn; =0
3. pel,qelr

determines the Taylor expansion near v of the full symbol (in the system of coordi-
nates (x,t,&,7)) of H(x,hD,) up to order N.

The proof of Theorem will be divided into three steps: first, we will prove
in Proposition the existence of the quantum Birkhoff normal form in a form
convenient for our computations, especially concerning the discussion of orders. In
Proposition [5.2.10, we will show that the trace formula with any observable O de-
termines the matrix elements of O in the eigenbasis of the Hamiltonian. Finally,
in Proposition , we will show that these matrix elements (associated to the
family of operators defined in Theorem determines H(x,hD,) in a formal
neighborhood of x = ¢ = 7 = 0, which will lead to Theorem [5.2.1]

Let us first fix some notations and standard results. For i € [1,n] :={1,...,n},
we define the following operators on L*(R™ x S!):
— af = L (x; — h,,)

_po=1 (—h@? +:c2) = aja; + %

For p € N*, v € Z we will denote by |u, v) the common eigenvectors of P; ... P,
and Dy:

1
Pilp, vy = (i + §)h|u,y> and Dy|u, v) = 2rhv|p, v). (5.2.5)
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These vectors are explicitly constructed as follows:

a0,0)(z,8)  (5.2.6)

1 —a?
0,0)(x,t) ;= ———Fe2rn, VY (z,t) = 227rut
0,0)(x, 1) ) |1, v)( H W
We will also need the notation

1) () == |, 0)(x, 0) (5.2.7)

We will not need the explicit expressions of |, v)(z, t) and |u)(z) in terms of rescaled
Hermite functions, but rather use the following indentites:

ai‘,ua V> =V :ulh‘:ulv ey Mi—1, g — 17Mi+17 < 7,un>l/>

ailp, v) = /(i + DAy, oo iy, g + 1 fligs - i, V) (5.2.8)

lai, a3] = b, |ai, a;] = 0.

We shall write |u| := Z Wiy 2 = mi\%&, pi = 2;51 and denote by Op"'(f) the

pseudodifferential operator Whose total Weyl symbol is f. We have
Op" () = a;, OpY (%) = al, Op"(%2) = P, and Op" (1) = D, (5.2.9)

Finally, we will denote by a, a* or P the n-tuple of operators a;, a}, P;, i € [1,n]

and denote for j n-tuple of nonnegative integers, X’ = [] X7
i=1

5.2.1 Construction of the Quantum Birkhoff normal form

Our construction of the normal form, inspired by [GP10], is the content of the
following Proposition.

Proposition 5.2.2. Let H(x,hD,) be a self-adjoint semiclassical elliptic pseudod-
ifferential operator on L*(R™ x S'), whose principal symbol is

Hy(x,t,&,7) = Ho(p,7) + H> (5.2.10)

where Ho(p,7) = Y 0;p; + 7 and Hy vanishes to the third order on v =§ =1 = 0.
i=1

Then for any N > 3, there exists a self-adjoint semiclassical elliptic pseudodiffer-
ential operator W<y and a smooth function h(py, ..., pn, T, h) satisfying microlocally
in a neighborhood of v = & = 7 = 0 the following statement:

VM >0, 30y = Cn(M) > 0,%(1t, v, h) € N" x Z x [0, 1], |phi| + |vh| < M,

1W<N 7zVAi;'SN
( He = —h(Pl,...,Pn,Dt,h)>|u,l/>

< On(|ph| + [vh)) =
(5.2.11)
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The operators WS ~N can be computed recursively in the form:

n

Wey = Wey + (D2 + 3 P)NH (5.2.12)
i=1
where
Waw= 2 W
=4= ) 5.2.13
W, = > Qpjirm (t) AP OpW(zJZk)D;” ( )

2p+1jl+|k[+2m=q
with oupjkm smooth and W, is symmetric.
Remark 5.5 (IMPORTANT CONVENTION). We are only interested in recovering the

Hamiltonian in a formal neighborhood of v: every asymptotic expansion is meant
microlocally and we will be rewriting equations such as (5.2.11f) simply as:

By abuse of notation, we will identify the same way any operator with its version
microlocalized near ~.

= O (Juh] + [vh|)Z7)  (5.2.14)

Ty ey
(e o He & —h(Pl,...,Pn,Dt,h)> |, V)

Remark 5.6. We introduce Wg ~ in order to gain ellipticity and self-adjointness like
it has been done in Lemma 4.5 of [GP10].

The proof of Proposition [5.2.2) will need several preliminaries:

Definition 5.2.3. We will say that a pseudodifferential operator A on L*(R" x S!)
is “polynomial of order r € N” (PO(r)) if there exists ajk, € C*(S?, C) such that:

A= > Qpjkm (1) RPODY (27 27) DI (5.2.15)

2p+|j|+|k|+2m=r
These operators have the following properties.

Proposition 5.2.4. Let A be a pseudodifferential operator on L*(R™ x S'). Then,
there exists a family of operators A,, r € N such that for any r € N, A, is PO(r)

and
N
(A oy Ar) )
r=0

Let us define a notion of suitable asymptotic equivalence.

N+1
2

VN €N, ~0 ((|uh| + vhl) ) (5.2.16)

Definition 5.2.5. Let us introduce for any operator A the notations |A], et [A]<xn
which represent respectively the terms of order r and of order smaller or equal to NV

in the expansion ([5.2.16)).
If A and B are two operators, we will write A ~ B if, for any r € N, |A], = | B],.

Also, if (A, )nen is a family of operators, we will write that:

+o0
A~ A, (5.2.17)
n=0
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if for any N € N, | A, | <n is zero for n sufficiently large, and the finite sum:

“+o00

> Au)en = [Aen. (5.2.18)

n=0

Proof of proposition[5.2.4 Let a be the total Weyl symbol of A. Let us define the
family (opjrm ) (pm,jk)enzx@mn)y2 of functions on S! by the Taylor expansion of a near
z2=z=717=h=0, forany N € N:

N &3
ozt 2T ) =3 Y g (RT3 O (W (|22 + 7)) )
=0 2p-+||+|k| p=0
+2m=r
(5.2.19)
For any r € N, let us notice (z,t,z,7,h) — > ocpjkm( VAP ZET™ is the

2p+|j|+|k|+2m=r

total symbol of a pseudodlfferentlal operator A, which is PO(r). And by ([5.2.5| -

- ) and m (see |GP10]):

N+1
N = Nt
VN € N, H(A — ZAT> |\, v)|| = Z HPO ((mm + |1/h|)2+_p>
r=0 p=0

= O ((Juh] + v])"7" ).

This concludes the proof. O

(5.2.20)

The following lemma will be crucial for our computations.

Lemma 5.2.6. Let F and G be PO(r) and PO(r') respectively then £ is PO(r +
r'—2).

Proof. The proof of Lemma will be a direct consequence of the two following
lemmas, whose proof will be given at the end of this proof.

Lemma 5.2.7. Any monomial operator of orderr, that is of the form a(t)hPby ... b D",
where:

~ forj e [L,1], b; € {a1,a},...,an,a}

- 2p+1l+2m=r
is PO(r).

[F.G]

Lemma 5.2.8. If ' and G are monomials of order r and r’ respectively, then ‘=

is PO(r+r"—2)

Indeed, any PO(r) is a finite sum of monomials of the same order, hence if F

and G are PO(r) and PO() respectively, then £ is a finite sum of quantities

ih
of type [F;—} where F and G are monomials of order 7 and 7/ respectively. Any of

those quantities are PO(r + 7’ — 2) by Lemmas [5.2.7/ and [5.2.8, and a finite sum of
PO(r + 1" —2) is PO(r + 7' — 2). Lemma is proved. O
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Let us prove now Lemmas [5.2.7 and [5.2.8}

Proof of Lemma[5.2.7]. Since for any i,j € [1,n], i # j, a; and a} commute with
both a; and a}, it is sufficient to prove that any ordered product b ... b, where [ > 1
and for any j € [1,1], b; € {a1,a}}, is PO(r). For any such ordered product, let us
introduce the integer k(by ... b;) = #{m € [1,(], b, = a}}.
We will proceed by induction on /. Let us define for any positive integer [ the
following assertion
(A;): “Any ordered product b; ... b, where for any j € [1,{], b; € {a1,a}}, is the
sum of the operator Op" (207"2F) (where k = k(b; ... b;) and of a linear combination
of the operators h?Op" (zJ2") with p > 1, 2p+j+m =1l and j —m = — 2k”.
If | = 1, there is nothing to prove since a; = Op"'(2;) and a* = Op"' (2,).
It =2,
ai = Op" (2})
a;? = Op" (z})
ama; = P+ % = OpW(zl,El) + %
ajay = Op" (z121) — %
and therefore, the assertion is proved for [ = 2.
Now, let [ be a positive integer, and let us assume (Ay) up to order k = [. Let
B = by ...b41 be an ordered product, where for any j € [1,1+ 1], b; € {a1,a}}.
If for any j € [1,1], b; = bj+1, then B = Op"' (2{™) or B = Op"' (z{™).
Otherwise, one can assume that b; = a;, and that jo = max{j € [1,l +1],b; = a1}
satisfies: 1 < jo < I. Then, we have: [al°,a}] = johal’™", so that:

bl e bl+1 = a{oa’{bjﬁg Ce bl+1 = a’{a{objﬁg N bl+1 + hjg@{o_lbjo+2 e bl+1 (5221)

() + (L):

I+1 N o L\ .
( L >b1...bl+1:<k>a{0a1bjo+2...bl+1+(k_1>a1a{°bj0+2...bl+1

l o
- h(k; N 1)]061]10 Djora - b

Therefore, if one sets k := k(b ...by1), since (lzl> =

(5.2.22)

(A;_1) gives us that a{oflbjﬁg ...byyq is a linear combination of the operators
RPOPY (2]21) with 2p+j+m=1—1and j —m =1+ 1 - 2k.

Let us now observe that the (H,;l) Op" (2!*17%2%) is a sum of (l?) ordered mono-
mials, which we divide in two parts: the (li) ordered monomials whose first term is
a1, whose sum forms precisely (f{) a,Op" (2!7%z*) and the (kil

(kil)aTOpW(Zlﬂ_kEk_l). More precisely:

<l 4}; 1) OpW 21k zk) = (é) a,OpW (217F %) + (k i 1) a*OpW (21+1-k k=1
(5.2.23)

) others, who forms



5.2. RECOVERING THE HAMILTONIAN IN SOME GIVEN FERMI COORDINATES41

so that (A;), for ordered products al® ' a? jo+2 - - - b1 and a{obj0+2 ... by, gives us,
by equation that (lzl)bl ... by 1 is the sum of (li)alOpW(zl_kék)qL(kil) aiOpW (RHH-kzE=1) =
(lzl) Op" (241=*2z*) and a linear combination of the operators F”?Op" (2]2}") with
p>L2p+j+m=I0l+1land j—m=101+1-2k O

Proof of Lemma[5.2.8 Tt is sufficient to remark that if F' and G are of the form:
F=a(t)by...0D™ and G = B(t)V, ... b, DM

where:

— « and S are smooth

~l+2m=r,'+2m =1

— For j € [1,1], for j" € [1,1], bj, b} € {a1, a7}
then % is a finite sum of monomials of order r + " — 2 since, by Lemma [5.2.7,
each of them is PO(r + 7’ — 2). With those assumptions on F' and G, we get:

[F,G]  [a(t)by...0 D, BV, ... b, D]

th th
by...b, b ... by / D B(t /
:a(t)ﬁ(t)[ ! lml Z]D;’”m +Oé(t)bl---bzwb'1---bﬁfl??
D™ ot
—B)WY, ... ;,[fz,h(ﬂbl ... bDI"
(5.2.24)
Therefore it is sufficient to prove that [bl'"bl.’?”'b;’], [Dtmi’hﬁ(t)] and [Dtmig)‘(t)] are respec-

tively: PO(l 4+ 1I' — 2), PO(2m — 2) and P6(2m’ — 2) (with the convention that a
PO(j) with j < 0 is 0).
For the two last, it is quite obvious, since:

Dm t m—1
[ t 76( )] — Z m (ih)mfkflﬁ(mfk)(wa (5.2.25>
ih i—o \k
Now, for j € [1,1'], let us set ¢; = 1if b}, = aj, ¢; = —1 otherwise. Since [a;, aj] = A,

we get:

1 l
by ...l ... b, :b;bl...blbg...bg,+€12+h D by bbby b
k=1
br=a1

+ 2

-1 !
2 h E blbkflbk+1blb/2 2/
j=1

gk
bp=aj
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Hence by induction on j € [1,1]:

by...bp b .. b, g1
12 zihl vl _ DI D DI PR/ TP TR TSRO AR

j=1 k=1

bp=a1

U l
€6 —1
—ZE j2 E bll...b;_lbl...bk_lbk+1...blb;-+1... ;/
j=1 k=1

ka(lT
(5.2.26)
The right-hand side of ([5.2.26]) is a finite sum of monomials of order [ +1' — 2, hence
it is PO(l + ' — 2) by Lemma [5.2.7, and Lemma [5.2.§] is proved. O
Proposition 5.2.9. Let G be PO(r).
There exists F', PO(r), and G; = G1(Py, ..., P,, Dy, h) such that:
Ho(P,Dy), F
[O(ht)] =G+G (5.2.27)
i

Moreover, F is symmetric if G is symmetric, Gy = 0 if r is odd, and Gy is an
homogeneous polynomial function of total order 3 if r is even.

Remark 5.7. If F = > ik (1)IPOD"Y (272%) DI, one can choose:
2p+H|jl+|k[+2m=r

/Sl pjim (Bt = 0 (5.2.28)

Indeed, any Op" (2/2/)D™ commutes with Ho(P, Dy, h). It is the choice we will
make through this article.

Proof of Proposition[5.2.9. Let us first assume that G is a monomial of order r:
G = B(t)by ... b D" where:

— « is smooth

—l+2m=r

— For j € [L,1], bj € {a1,a],... ,a,,a}}
and let us look for F' of the form: F' = a(t)b; ... b D;"*. We have:

[Ho,F] [H(),Oé(lf)blle;n]

ih th
B D [Pyby. by Dy aft)] .
=a(t) ; QST‘Dt + Tbl . b Dy (5.2.29)
n P
=a(t) ) QSMhMDtm +(t)by ... D"
s=1 t

If we set, for s € [1,n], ks = 8{m € [1,1],b,, = af} and js = t{m € [1,1], by, = as},
we deduce from ([5.2.26)) that:
[Py, by ... 0]

e =i = ki b (5.2.30)
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Hence:

Hy F "
| 2h I i3 0,(js — k)a(t)by ... D + o (t)by ... b D} (5.2.31)
s=1

[HovF}

g = (G admits a solution if there exists o such that:

n

i 0s(js — ks)a(t) + o' (t) = B(¢) (5.2.32)
s=1
If (cp(@))pez and (c,(B))pez are the Fourier coefficients of o and S, it is sufficient
that, for p € Z, ¢,(a) is solution of:

j (z 0.5, — k) + m) (@) = (5) (5.2.33)

and

1
If the n-tuples j and k are different, the non-degeneracy condition on the #;s together
with the fact that c,(5) O( 1 ) (because f is smooth), gives the existence

p~>_+oo [p|>

of ¢, (o) satisfying and (5.2.34).

If r is odd, 7 and k can’t be equal, hence Proposition is proved in this case (r
odd and G monomial)

If r is even, and j = k, there exists a family (c,(a))pez- satisfying and
(5.2.34). Hence, if «v is the smooth function with Fourier coefficients c¢,(«) for p # 0
and cy(a) = 0, we get:

[H0> F ]
th
And from the proof of Lemma we know that co(5)b; ... b D" can be reordered
as the sum: G1(P, Dy, h) :=co(B) X a,xh?P*D". Therefore, Proposition [5.2.9
2p+2[k|=1

is proved in the case where r is even and G is monomial.
The general case is easily deduced from the case where GG is monomial, since G is a
finite sum of monomials of the same order.
Also, the form of F' allows us to conclude immediately that F' is symmetric if G is

S0. O

Now we have everything we need for the proof by induction of Proposition [5.2.2]

Proof of Proposition[5.2.3. Microlocally near x = £ = 7 = 0, H(x, hD,) satisfies, in
the sense of Definition [5.2.5]

H := H(z,hD,) ~ Hy(P1,...,P,,Dy) +>_ H,, H,:=|H(z,hD,)|, (5.2.36)

q>3

Let us set W<o = 0, and construct by induction (W,),>3 and (H?),>3, such that:
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— for ¢ > 3, W, is PO(q) and H? is zero if ¢ is odd, an homogeneous polynomial
function of total order 1 if ¢ is even.
— and for any ¢ > 3:

[ times

[W<q Iy '>WSQ*17H]

7
—[Weg-1, H — Ho| + Z

)
*[qu HO] + Hq + ﬁ[
1>2

h R

= HY(P, Dy, h)
The existence of such a family is garanteed by Proposition [5.2.9]
—~ N n
Let us set, for any N > 3, Wey = S W, + (|ID* + 2 P)" . As for any

q > 2 H?*is an homogeneous polynomial function of total order ¢, we can choose, by
Borel’s lemma, a smooth function h such that, for any N > 2 and in a neighborhood
of p=7=0:

N
h(p,7,h) = Ho(p,7) = >_ H*(p, 7. h)| = O ((Jp| + |7 + [R)"*)  (5.2.37)
q=2
We have, for any N > 3:
. I times
zW 77,W 1 — —~
<NH€ E<N ~ H + — [W<N,H]—FZZT[WSN,...,WSN,H]
h 2 1!

| times

WSN,...,WSN,H]

l

hll'

~ H + [W<N;H0]

h [W<N>H Hy| +Z

1>2

h

+ %[WSN — Wen, HJ

Since for any ¢ < N, W, is PO(gq) and Hy is PO(2), Lemma gives us that:

1 1
{h[WSN, HO]J = (W, Hy) (5.2.38)
q
Since the expansion of H — Hy in PO(r) contains no term of order less or equal to
2, Lemma also gives for ¢ < N:

[ Waw, H = | = L5 (Wey 1, 1 ], (52:39)

q
Lemma finally gives us, that since the expansion of H(z,hD,) in PO(r) con-
tains no term of order less or equal to 1 and the one of W<y no term of order less
or equal to 2 for ¢ < N:

| times I times

.l —
Z hll'[W<N7. . .,WSNaH] = Z hll‘ﬁ/v<q 1y-- .,qufl,H} (5240)

1>2 1>2
q q
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and since the one of Wg ~ — W< contains no term of order less or equal to N + 1:

1

[ e — Wex, H]Jy =0 (5.2.41)
Therefore for any ¢ < N:
iWe —iWey
{e o He n J = HY(P, Dy, h) = |h(P, Dy, h)Jq (5.2.42)
q

Finally Proposition gives us:

which concludes the proof. O]

iWe —iWe
(e o He R —h(P,Dt,h)> |, v)

= O (Juh] + [vh|) =) (5.2.43)

5.2.2 Recovering the matrix elements from the Trace for-
mula

The next result is the first inverse result needed for the proof of Theorem [5.2.1]

Proposition 5.2.10. Let O be a pseudodifferential operator whose principal symbol
vanishes on .

1. There exists a smooth function f vanishing at (0,0,0) such that for any N > 3:

% —iW. 1
()70 w) = f (G -+ ), 2m0h B + O (] + wh]) ¥)
(5.2.44)
Moreover let, for any integer [, ¢; be a Schwartz function whose Fourier trans-
form is compactly supported in (I — 1,14+ 1) and let (aé-(O))lzo provided by the
trace formula (5.1.4). Then

2. The Taylor expansion of f up to order N is entirely determined by the family
(d5(0)),0<j<N,leN

Proof. Let us first prove point (I)). Let us consider a monomial G = a(t)b; ... oD}
where:
— « is smooth
~l+2m=r
— For j € [L,1], bj € {a1,a],... ,a,,a}}
Let us set for i € [1,n], k; = 8{m € [1,{],b,, = a}} and j; = t{m € [1,1], by, = a;}.
If j# k or a ¢ C, then: (u,v|G|u,v) =0 for any (u,v) € N* x Z.
If now j = k and a € C, then there exists complex numbers a; (0 < [; < j; for
i € [1,n]), such that:

G= > aqnllph .  pivhDm ap =a (5.2.45)

0<1;<3s
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Therefore for any (u,v) € N* x Z:

|Gy = Y alh”|<(u+;> h)j_l (2mvh)™ (5.2.46)

0<1;<j;

Hence, if G is PO(r), then for any (u,v) € N* x Z:
— (u,v|G|p,v) = 0 if r is odd.
— If r is even, there exists an homogeneous polynomial function g of order § such
that:

(0,716l v) = g ((e-+ 5)h 2m0m, 1) (5.2.47)

By Proposition and Borel’s lemma, we get that that for any operator A
there exists a function g such that for any (u,v) € N* x Z:

(o vl Al v) = g ((ﬂ 4 ;m, 2muh, h) + O ((|uh| + [vh)™) (5.2.48)

Hence, the only point which remains to be proved, is that the function f in point
does not depend on N. It is therefore sufficient to prove that for any ¢ < N —1,

iﬁ/< —iv'IV/< iV"V/<q 1 —iV~V<q 1
{e " Oe ﬁNJ = {e W Oe J (5.2.49)
q a

But (5.2.49)) is a direct consequence of Lemma m Indeed,

| times

i{AV/SN ﬂ‘vT/SN o= —

>1

and since the principal symbol of O vanishes on 7, Lemma [5.2.6| gives us for any
[>1and any ¢ < N —1:

| times | times

it it

%[WSN, . Wen, 0] = %[quﬂ, oo, Wegsr, O] (5.2.51)

q q

Let us now move on to the proof of point .
Since ¢; is supported near a single period of the flow, one can microlocalize the
trace formula with observables near :

H-F N H-
27T (061 (<) ) = T (O [ Gi(0p(Pr+ -+ + P+ [Tt ) + O(™)
(5.2.52)
where p € C§°(R) is compactly supported and p = 1 in a neighborhood of p =7=0.
iWo

Therefore we can conjugate (5.2.52)) by the microlocally unitary operator e 7 :
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2Ty (ng)l (H . E)) _
Wy —iWey

'LW 77,W . 577 e 0 —
=1 [P0 [ BB+ + Pyt DT+ O(h)

Thanks to Proposition [5.2.2] we can lighten the r.h.s. for any (u,v) € N" x Z

iWe N —iWepn
He h

~ e h__He -E
J R e A 1%

h((u+ Yh,vh,h)— E+O(\Mﬁ\+\vh\)N; )
= Lo (i + 5 + l2mn) n .v)

As qgl is smooth and compactly supported, together with the non-degeneracy
condition on the 6;s, we can assure that if we choose a sufficiently small support for
p, we have for any n > 0:

h((u-‘- Yh,vh,h)— E+O(\Mﬁ|+lvﬁ\)N2+1)
[ au®0 (1l + 5 + 2ol e h %

N+1

o Pt B hvh )~ BLO(uhlivh) 2 )
= { [ au®0 ((lul + 5 + prvr) e ; dt | |, vy + O(1™)

. 1 .
Hence, choosing n < 3:

(5.2.53)

H-E
2T (ngﬁl ( )) +O()
iW )
=S vle T 0T ) x [ G0 (il + 5+ vl )e“@w@-w%».._
[78%
it q 1 B
cexp (S HY((u )hvh ) + O ((ul+ o) *F 05 | ar
1<q<N-2
= Z / 20 < | + + |27WI)71"> am 0. (it GO0,
N ! 1 % 1
1+ Z WQi(u+ 5w t) | X 3 3 bempii-m(p+5)" (2mv)"Wdt + O(h"%)
i1 p>1 |k|+m<p 2

where for any i < Y1 (@, is a determined polynomial function, of degree in

2 )
(,u + 5, ) less or equal to ¢ 4+ 1, which depends on the H9% and the Taylor expan-
sion of exp, and the by, s ((k,m,s) € N"*2\{0}) come from the Taylor expansion
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at (0,0,0) of the function f defined in the first point of Proposition [5.2.10} .e. for
any N > 1:

flay,2)= 3 bemed™y™ + O (2] + |yl + 12)V) (5.2.54)
1<|k|+m+s<N

Now, let us set:

i%(a1+"'+an)

™

2
Vt € R*,Va € (R\%Z)",g(t,a) = (5.2.55)

s

(1 _ eitoq)

=1

By the non-degeneracy condition on the 6;s, g is well defined on the compact support
of ¢; around a single period, which is precisely (.
Therefore we get from the Poisson formula and the Riemann-Lebesgue lemma

that the quantity X, (/) below can be computed recursively on p < % from the
aé»(O), j=0,...,p:
[ o\ [~ —i\"* 0%¢
0= X bampwion | (<ig ) (60 () 5rta))] 0.0
|k[+m<p ot t Oar
N (5.2.56)
- Z bk,m,p—|k|—m <_Z> <_Z) g] (l7(9)
Kl em<p i ot toa

since qgl is identically 1 around /.
Now, let us set, for any i € [1,n], any ¢t € R and any « € (R\*Z)", z;(t,o) =

¢'s. and also define holomorphic function h on C\{—1,1} by h(z) = %5 for
z € C\{-1,1}. We have for any k € N

k n ki
(—z‘&) g=11I (—z‘t;a) (hox;) (5.2.57)

=1

For any i € [1,n], an easy induction on k; € N leads to the following, since for
any z € C\{—1,1}, h(z) = § (£ — 1), and —i 22 = La;

1—z 1+z toay;

9 \" k! i 2,
<_Zt8ai> (how) = gam <(1 —z)R +mi>ki+1> (5.2.58)

or; __ o4
ot 2

—2'9 % L o \" (houm) (ki + s:)lag T n ;
ot t0a; o ksl (1 — )kttt (1 gy Retsit

(5.2.59)

x;, an induction on s; € N shows that:

Now, since —1
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Let us now introduce for any n-tuple s such that |s| = m, the multinomial coefficient:

m\ m)!
s/ sil...s,!
We have:

m k n Sg ki
) () o 2 DA () o 0

Let us use Kronecker theorem, whose hypothesis is precisely the non-degeneracy
condition on the 6;s: for any n-tuple (x1,...,z,) € S}, one can find a sequence of
integers (1,)pez, such that:

Vi€ [Lnl, 4;(lp,0) 2

Therefore, setting, for any (z1,...,2,) € (S;\{—1,1})" and (k,m) € N

u - Z (3) H Qki+si+1 (1 — xi)k?i‘l'Si-f—l + (1 —|—[Ei)ki+si+1 (5261)

|s|=m i=1

we have that (5.2.56)), (5.2.59) and ([5.2.60|) together with Kronecker theorem
allows us to conclude that X, = 3 bkm,p_‘k‘_mu(k’m) is determined by the

|k[+m<p
ai(0),j=0,....p
Hence, the only thing which remains to be proved is that, if one chooses x; tending
to 1 in a way convenient to us, the |u*™)|s will be neglectable in comparison to each
other. More precisely, let z; tend to 1 in such a way that:

Vie[l,n—1],|1 — ;| = o (|1 — z;41|P) (5.2.62)
we have that s; = m gives the leading order in 5.2.61 and therefore:

(1= zy)mulem CH 0 a)Fh (5.2.63)
for some C' > 0. Hence, if one sets m = (m,0,...,0):
ubm = o (u® ™)) it k4 < K 4 m/ (5.2.64)

where < is the lexicographical order on N". Therefore, for any p € N and (k,m) €
N1 such that |ko| + mgo < p, the following quantity can be recursively determined
from X,,:
Xiowo = > brmpip—mu™™ (5.2.65)
K 4+m! =k+m
Reversing for example the roles of i = 1 and + = 2 in ((5.2.62)), and observing that
ko+m # Ky+m' if k+m = K +m’ and (k,m) # (k',m’), one determines b ,n (k| —m
from recursively on m. Finally, each by, s with |k|+m+s < N is determined
by the a}(0), with j = 0... N and I € N and the point is proved, which ends
the proof of Proposition [5.2.10}
[
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5.2.3 Recovering the Hamiltonian from matrix elements

In order to finish the proof of Theorem [5.2.1] we will show how the knowledge of
the diagonal matrix elements of a given known selfadjoint operator conjugated by a

unitary one determines the latter (in the framework of asymptotic expansion).

Let W<y as in Proposition and Oy, Op as in Theorem . By Propo-
sition , there exists smooth functions f,,,, and f, vanishing at (0,0,0) if
(m,n) # (0,0) such that for any N > 3:

iWey —iWey

1 N
(1, V1T O™ 7\t 0) = iy (4 500 2008, 1) 4O (] + ) ¥)
(5.2.66)
and

iWen —iW

<N 1 N
(1,17 Ope = i) = fy (0 + ), 270m B) +O (k] + k) ) (5.2.67)

Proposition 5.2.11. The Taylor expansions, at the origin, of the functions fpnp,
fq up to order N —1, N >3, for (m,n,p,q) € N*" x Z? satisfying conditions

1. 0<|m|+|n| <N
2.Vi=1...n, mj=0o0rn; =0
3. pel,qelr

determine completely W<y .

Proof of Proposition|5.2.11. Let us write

Wy = 3 aujns(D)RODPY (2 2F) D
2+j|+|k|+2s=N
= > > sl e Op" (292 D

2U+|j|+|k|+25=N deZ

(5.2.68)

where, for every ay;;4 is chosen to be zero by the convention of remark .
Since W5 = 0 we can proceed by induction on N > 3: let’s assume Wcy_4

already determined.
Let (m,n,p,q) € N*" x Z x Z* be such that:

0<|m|+|n| <N, Viel][l,n], mn; =0 (5.2.69)
Let us also state the following lemma, whose proof will be given after the end of
the present proof.
Lemma 5.2.12. Let (j, k, s,d) € N*"*1 x Z such that: |j| + |k| +2s = N.
If 7+ m =k +n, then:

(11, ][ O (292) D}, Ol 11, v) = —hgjus (10 + §) b vh) (5.2.70)
+0 (ﬁQ(Iuhy + |wh) 2 R+ |uh|)”+’";'”‘l) 2.
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where:

n

1 i kim; — jing ~ ps
, 1 (OB (xR [(§ R = Jini | ps
Gis <(u + 2) A, yh) (2mh)* (uh) (gl ot Vh)

and max(j, k) = (max(j;, k))1<i<n-
If j+m#k+n ord4#p, then:

(1, V[ Op" (324D, Ot v) =O (1 4 ]) ™57 -2)
Nl il 1 (5.2.71)
+0 (Bl + o)) 5

We also have, if j = k:

(u, v|[e®™ Op" (27 2*) D}, O], v) = —2mhq(1 + ) (1 + 1/2) hY (vh)*
2 N-2 N+l (5.2.72)
+0 (R*(|uh] + [vh]) ™= + h(|puh] + [vh]) =)

And if j # k ord # q:

(. V][ Op™ (272 D}, O, . v) = O (K3(|uh] + |vhl) "= ) +O (h(|uh] + |vh])F)
(5.2.73)

By equation ([5.2.66]), the Taylor expansion of function f,,, up to order N — 1
determines modulo o (sl + [vr)N):

iWeon —iW<on

(u,vle™ 7 Opmpe™ 7 |y ) — (pt, V| Opnp| 1, V) (5.2.74)

Since WSQN is a sum of polynomial operators of order greater that 3, we get from
Lemma that :

| times

it — — Nt|ml+|n|-1
S b IWean, . Wea, Ol v) = O (] + whl) =57 ) (5.2.75)

1>2

Hence, using the notations of Lemma [5.2.12} ([5.2.74)) is equal, modulo known terms
and O ((mhy 4 |uh|)N*"”'J"1) 40 (h(\uh\ 4 \ym)”*"’%*’”?) to:

. 1
Yo i0ikspYins ((u + 2) h, uh) (5.2.76)

1k +25=N+1
Jjt+m=k+n

Let us define the set I' = {(j, k,s) € N> | |j| +|k| +2s= N, j+m=k+n}.
Let us choose p1(h), ... pn(h),v(h) such that, as h tends to 0:

N—

VN iy L & iy L v L BB (5.2.77)
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Let us also define iy := min{i € [1,n], m; # n;} (it exists since (m,n) # (0,0) and
for any i € [1,n], m;n; = 0). Let us also remark j;,n;, — ki,m;, never vanishes on
['. We have by (5.2.77) that, for (5, k,s) € T,

1 ‘i % _kz % -
giee (1 5) hovh) o, B R Gty TG0 (5.278)
10

=1
Let us now define a strict total order < on I' by:
(U, Ky ) < (5, K, 8")

<
T (5.2.79)
<

(maX<j17 k1)7 ey max(jn, kn) ) (max(jh k/) ) max(quw k;z)7 5/>

where < is the lexicographical order on N"*!. < is asymmetric since for i € [1,n],
the sign of m; — n; determines whether max(j;, k;) is equal to j; or k;. (5.2.77) and

(5.2.78]) give that:

1
i kys) < (K 8) = gine ((u + 2) B, yh) < g ((u + ) h, Vh) (5.2.80)
1—0 2

and for any (7, k,s) € I':

O (It + wh) ™52 ) .0 (W] + 1) 52 ) < gy (s + 5 ) hvh)

Therefore, the Taylor expansion up to order N — 1 of the functions f,,,, deter-
mines the coefficients (;rsp)|j|+|kl+25=N,j+m=k+n Dy induction on (T', <).

Let (m, n,p) run over all the possible values in N2 x Z while satisfying condition
(5.2.69). We claim that one can determine every function aygjis with [j|+|k|+2s = N
and j # k. Indeed, for any (j, k, s) € N**™! such that |j| + |k| +2s = N and j # k,
let us choose for any i € [1,n]:

n; = max(j; — k;,0) and m; = max(k; — j;,0) (5.2.81)

then j +m = k +n and (m,n) # (0,0) while for any ¢ € [1,n], m; = 0 or n; = 0.
Finally,
| + n| =" 15 — kil < |jl+ k| <N
i=1
Let us remark that condition j # k is always satisfied if NV is odd and |j| +
|k| +2s = N. If N is even, the Taylor expansion up to order % of the function f,

determines modulo known terms and O ((\,uh\ + ‘Vh‘)N+2) +0 (h(|ph| + |yh|)¥):

ST daggs2mq(1+ s) ((u+1/2) hY (vh)* (5.2.82)
2|j|+2s=N
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Let us choose p1(h), ... p,(h),v(h) such that, as h tends to 0:

VN Ly L e iy L VL B (5.2.83)

We have, for any (7, s, q) such that 2|j| + 2s = N:
N+2 N-2 . s
O ((luhf + [vh)2") + O (h(|uh| + [vh]) = ) < (1 +1/2) hY (vh)

Thus, every ay;;sq is determined by induction on the set {2|j| +2s = N} ordered by
the lexicographical order. Hence, letting ¢ run over Z*, we finally determined every
Qojksa With || +|k| +2s = N and d # 0 if j = k, hence the principal symbol of Wy.

Let us now choose 1 < [y < and assume that we already determined the
functions ay;xs with 21+ |j| + k| +2s = N and [ < ly. Let (m,n,p,q) € N** X Z x Z*
be such that:

vz

0<|m|+|n| <N —2l, Viel[l,n], mn;=0 (5.2.84)

The Taylor expansion of fy,,, up to order N — 1 — [, determines

. 1
Z zalojksphlogjks ((M + 2) h, Vh)
2lo+|j]|+|k|+2s=N
Jj+m=k+n

N+|m|+|n|—1

modulo known terms O <(]/JL] + ]Vh])2>—|—0 (h10+1(|,uh| + |1/h|)N2£O+2m|+n2>.
Let us choose puy(h), ... pu,(h), v(h) such that, as & tends to 0:

N-lg—2

PN Ly L Ly L VK h_ﬁl% (5.2.85)

Then for any (j,k,s) such that 2ly + |j| + k| +2s = N and j+m = k +

N+|m|+|n|—1

n, we have: O ((|,uh| + |yh|)2) +0 (hlo+1(|luh| 1 |Vh|)N—210+2ImI+n_2> <

B g <<u + %) h, I/h). Therefore, every ks, with 20y + |j] + |k| +2s = N and
j +m = k+ n is determined just like before. Letting (m,n,p) run over all the
possible values in N2 x Z while satisfying , we determined every o jxsp With
2l + |j| + |k| +2s = N — 1 and j # k. The Taylor expansion of f, up to order
% determines the remaining «,;;s,, and finally, every function ay ;s where (7, k, s)
satisfies 21y + |j| + |k| + 2s = N — 1, which concludes our proof by induction. [

Proof of Lemma[5.2.13. The principal symbol of +[e2™*Op" 2975 D3, O,y is:

= 2ndt j sk, _s
Ojkds(2,1,2,7) = {e 22T ,(’)mnp}
— {ezQWdtzjszs, 6—127rpt2m2n} (5286)

+0 (12 + ) =557)
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Hence:
Ojkas(2, 1,2, T) = — zzn: 0 (emdt i Zhrs) — 0 (e=t2mPtymzn)
Jras ) P azl azz
O iordr_j ok 2mpt
. 127 ¥i S LT mzn
—i—z;az(e zzT)ﬁzl(e 2"zZ")

0 2nwdt j sk, _s 0 —i27pt om zn
— —(€ 20T )—\(€e zZ Z
o7 )it ) (5.2.87)

FO((Jaf 4 ) =5

no -
 i2m(dep)t it — Jing — kim;  27ps
- Z612#(01 p)tZ]+mZk+n7_s (Z i1l i1

=1
+0 (|2 + 1))

ZZEZ T
Let us remark that if j + m = k 4+ n, then j + m = k + n = max(j, k). Let us
also remark that if j;n; — k;m; # 0, then j; + m; # 0 and k; + n; # 0. There-
fore, the last line in ([5.2.87) can be reduced to a polynomial expression modulo
o) <(’z\2 + T)imwnf]v_l . e Op" 272 D7, Oynp) has the same principal symbol
as the polynomial operator obtained when replacing each z; by a;, z; by a;, 7 by D,
in this polynomial expression. Since the expansion in PO §[e?™*Op" 2925 D5, Oy,
starts at order N + |m| 4+ |n| — 2, we can hence conclude that the asymptotic expan-

sions ((5.2.70) and (5.2.71)) are verified.

Now, the principal symbol of L[e?*"®#Op" 27z¥ D¢, O,] is, modulo O ((!zP + 7)%):

{6227rdt2] ZkTs O }
{61277(175 Z 75 e z27rqt7_}

g ( szdthZ Ts)aaT(e—iqutT) (5288)
. g (ez’27rdtzg ZkTs) gt (e—z‘27rqt7_)

or
=i2m(d + sq)e 2m(d=q)t ,j Zh s

Hence, (5.2.72) and (5.2.73|) are verified just as before.

U]kds

]

Theorem |[5.2.1]is, as it has already been said, a direct consequence of Propositions

[£.2.10l and B.2.111

5.2.4 “Bottom of a well”

In this subsection, we treat the “Bottom of a well” analogs of Theorem [5.1.4},
namely Theorems [5.1.8 and [5.1.11} The proof of Theorem [5.1.8] is a line by line
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analog of the proof of Proposition [5.2.11} we omit it here. However, Theorem
5.1.11] that needs less assumptions in the particular case of a Schrédinger operator,
deserves a proper proof.

Proof of Theorem [5.1.171] In a system of Fermi coordinates, the (principal and total)
symbol of our Schrodinger operator can be written as:

n 2+ 2
H(x, V(qo +29 &

+ R(z), R(z)=0(z? (5.2.89)

Let Hy(z,§) = Z 91% Let us state the following lemma, which is a classical
i=1

analog of Propositign m (we therefore omit its proof) and uses the hypothesis of
rational independance of the 6;s.

Lemma 5.2.13. Let G € C>®(T*(R"),R) be an homogeneous polynomial of de-
gree k > 3. There exists a unique couple of functions Gi € C*°(R",R) and F €
C>(T*(R™),R) such that

V(x,€) € TM(R"), {Ho, F}(z,€) = G(z,£) — G1(p) (5.2.90)

and F' is polynomial with no diagonal term when written as a function of (z,2) (i.e.
of the form 2'z')
Moreover:

1. F is an homogeneous polynomial of degree k and is entierely determined by the
extradiagonal termes of G, i.e. of the form 2'Z™ (1 #m) with z = (x +14£)/\/2

2. Gy is an homogeneous polynomial of degree £ 5 if k is even, zero otherwise.
Moreover, G1(z2) is equal to the sum of the diagonal terms of G.

Just like in the proof of Proposition [5.2.2] one shows recursively, using Lemma
5.2.13] the existence of a family of real numbers (ay, )i men such that if the functions
(Fn)n>3 are defined for N > 3 by:

Fn(z,2)= Y ayne'z™ (5.2.91)

1 +]m|=N

there exists homogeneous polynomials H* € C®(R", R) of degree i satisfying, for
N > 3:

Hoexpxrp (7€) = Z Hi(p) + O((z, &)V (5.2.92)

(555

5 )1<i<n, Fen = Z Fy and xr_, is the vector field:

Here p = p(z,§) =
_z”:aFSN 0  OFcy 0
AFen = — 0§ Oz Ozr; 0§

=1

(5.2.93)
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+oo .
> H' (well defined modulo a flat function) is the classical Birkhoff normal form of
i=1
H.
Let us also define for k € N", |k| > 3, ay = £2"E(0). We observe that, for

k! Oxk
k € N™

o (7;) _ I;Nnjﬂl( ) (5.2.94)

l+m=k

Let us define £ = {k € N” |k| > 3} \ 2N". By lemma [5.2.13] there exists a
unique homogeneous polynomial of degree |k| > 3 with no diagonal terms, such
that:

" if ke

Functions (Fy)n>3 and (H?);>; are constructed recursively as follows: let N > 2
and let us assume that we already constructed F3, ..., Fy (F; = 0),and Hy, .. ., HLS)

(Hi(p) = i 0;p;). Let us set:
i=1

Grii(z,€) = HO@XPXF<N T 5 ZHZ +0 ||( )||N+1) (5-2-96)

and defined Fly,; and, if N is odd, H by Lemma |5.2.13;

Gni1(z,€) if NV is even
Hy, F = 2.
{ 0, N+1}(x7€) { GN+1(I,€> o H%(p) lf N iS Odd (5 97)
We remark that, in our case, (x,€) — Gnyi(z,€) — X apa® is a sum of terms

|k|=N+1
that depend only on F<y, (Hi)lgig\_%J and (ay)jk<n. Therefore, we get by induction
that the function(s):

m (2
Fxyi— S axdy, and when N is odd, H™ 2 (p)— — H( ]> P (5.2.98)

|k|=N+1 |i|=2L j=1

depend only on (a)k<n-

Now, let us define, for k € N™, (I, mz) € N?" by their components : for i € [1,n],
(o): = &), (mi)i = ki — [%]. k— (I, my) is a bijective correspondence between
IC and the set A defined by:

A={(l,m) e N*" | m—1€{0,1}"\ {0}, |I| + |m| > 3} (5.2.99)
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Moreover, for k € K, I is entirely determined by (5.2.95) and is equal in z,z
coordinates to:

i1 ()
Ii(z, %) = % SIS im (5.2.100)
V2 (L yenn 0.(l —m)

l+m=k
Therefore, if k € K, |k| = N + 1, we get by (5.2.98) that:

a jli (12y)

ﬂlk\ 0.1, — my,) (5.2.101)

Qlmy, —

depends only on (a)k<n-
If now k € 2N", |k| = N + 1, and if we write H%(p) = > by we get by

=5t
(15.2.98)) that:

by, ( > (5.2.102)
/2 \/—\k\ H k. /2
depends only on (a)k<n-

Therefore we get by (5.2.101)) and (5.2.102)) that the family (ay)x=n11 can be
determined from the terms of order N + 1 in the Taylor expansion of the classical
Birkhoff normal form, the family (c,m, )jk=n+1 and the family (ag)pg<n-

So we just proved, by induction, that for any N > 3, (ay)x<n is determined by
the Taylor expansion of the classical Birkhoff normal form up to order N and the
family (Qm ) ,m)eA, i+ m|<n-

As shown in [GPUQ7, [GUQT], the Taylor expansion of the classical Birkhoff
normal form is determined by the spectrum of H(x, hD,) in [V (qo), V(q0) +¢], € > 0.
In fact it is obvious that one can take € in the h-dependent form given in Theorem
(and Theorem since the proof goes along the trace formula argument,
and eigenvalues above this value of € gives a h*° contribution to the trace formula.

Moreover we have for N > 2 and m € {0,1}"\ {0}

Ono © XP Xreyy 1 (,€) = Omo(,€) + {Fany1, Omo} (, ) + O((w, &)V )

=2"— > aplz* Y ki + -+ O((w, &N TIM
(1,k)eA i=1
4 {k=N+1
k—Il=m

where . .. stands for extradiagonal terms and terms which depends only on (Oézk)(z,k)e AJl|+m|<N-
Therefore, the diagonal matrix elements of an observable O, is equal, modulo terms

depending only on (oux) @ k)ea,jij+k/<n tO

S aplphl' S kimg + O(h) + O(|uh|™=™) (5.2.103)
(Lk)eA i=1
[1|4+|k|<N+1

k—Il=m
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This shows, as in the proof of Theorem [5.2.1} that the «ay,, (I,m) € A, are all
determined, so the full Taylor expansion of R, hence of V| near qq, is completely
determined. O]

5.3 Explicit construction of Fermi coordinates

In this section we prove Theorems [5.1.3] [5.1.7 and [5.1.10] using Lemmas [A.T]

2] and [A.4] on linear and bilinear algebra. We start by the “bottom of a well”, toy
model for the periodic trajactory case.

5.3.1 General “Bottom of a well” case

Proof of Theorem[5.1.7. Let (z,£) € T*(R™) be a system of Darboux coordinates
centered at zp. d*Hp(zg) is a positive bilinear form on T.,(T*M), therefore, by
lemma [A 1] there exists a local change of variable ¢, symplectic and linear in the
Darboux coordinates, such that:

H, 0 ¢(x,€) = Hy(2) +Z€ L+ O(||(= 9IP). (5.3.1)

We will prove that the diagonal matrix elements of the family of pseudodif-
ferential operators P* in the system of eigenvectors corresponding to eigenvalues
of H(x,hD,) in [H,(20), Hy(z0) + €(h)] provides an explicit construction of such a
symplectomorphism ¢ (which is not unique).

We first start with the case where the family (P*);<p<onzin is realized by the

example ((5.1.12]).

Let S be the matrix of d¢,, in the basis (6%1’ %, ce in -2). We have for
(i,7) € [1,n]? and s € {1,2,3}:

Qi]’ op(x,&) = <Z Sis 2k—1%k + Si5,2k§k> (Z Sjs ok—1Tk + Sj5,2k£k>

k=1 k=1

n n
= Z Sis 2k—15js ok! —1 T Ty + Z Sis 21555 2k —1§RTh!

k= L (5.3.2)
+ Y Siok-1Sjow Tkl + > Sis ok Sje 2kl
f =1 f =1
= Z [Sis 2k—15s 2k—1 + Sis 2655 2k] 212k + R,
=1
2 —1 ifse{1,2) 2 it s € {1,3)

where, for (i, j) € [1,n]? * = and j* =

2i if s =3 2/ —1 ifs=2
and R is a linear combination of terms of the form z,zp ((k, k") € [1,n]) and 2.2

((k, k') € [1,n], k#K).

Y
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Let A, be any Fourier integral operator implementing locally d¢,, and |u) defined
by (5.2.7] - The condition that A 1|,u) belongs to the spectral interval defined in

Theorem reads as |uh| < e. We get from ([5.3.2 - ) that:

<M|A¢Q§,jA;1‘M Z is 2k—155 2k—1 + Sis 2155 2] <Mk; + > h+O(h) (5.3.3)

the term O(h) coming form the subsymbols contribution (let us recall we are mi-
crolocalized in a bounded neighborhood of z). Therefore for |uh| < e
with the condition i = 0(¢) determine the values of S; 915961 + Si 2k Sjr for
(i,7) € [1,2n]? and k € [1,n].

As claimed by LemmalA.2] the preceding quantities are independent of the choice
of a symplectic matrix S satisfying . Since, as we already said, such a matrix S
is not unique, it is not possible to determine S out of the preceeding matrix elements.
However, by Lemma , the family (S;2x6-15j26—1 + Si26S.26) (i.5)e[1,2n]2 ke1,n] (de-
termined by the preceding matrix elements) allows us to construct explicitly a suit-
able matrix S, hence a suitable symplectomorphism ¢.

This ends the proof in the case where the family (P¥);<j<on2,, is realized by the
example . Let us now consider the general case. The family of Hessian ma-
trices (d*PF (ZO))1<k<2n2+n7 forms a basis of the space of 2n x 2n symmetric matrices.
Hence, each d*Qs ;(2) for (i,7) € [1,n]* and s € {1,2,3} is a linear combination
of the matrices d277k(zo) 1 <k < 2n?+n. Since Pk(zo) VPk(2) = 0, there
exists a family (AUS)(i,j,s,k)e[[l,n]]zx (1,2,3}x[1,2n2+n] Of complex numbers such that for
any (i,7,s) € [1,n]?* x {1,2,3}:

2n2+4+n
Q; (x,8) = Z AEPR@,€) + O(||(2, O (5.3.4)
and therefore:
2n?+n
(1l ApQ5 ;A 1) = Z N (ul AgPPAG 1) + O(R) + O(|uh|?) (5.3.5)

Hence, the family (S;2r—15j2k—1 + Si2kSj2k) (i.j)e[1,2n]2,ke[1,n] 15 determined just as
before, and this ends the proof in the general case. O

5.3.2 The*“Schrodinger case”

Proof of Theorem[5.1.10 Let x € R™ be any system of local coordinates centered
at ¢go € M, and (z,€&) € T*(R"™) the corresponding Darboux coordinates centered
at (qo,0) € T*M. d*V(qo) being a positive bilinear form on T, M, there exists,
by Lemma [A.4] a local change of variable u, linear and orthogonal in the Darboux
coordinates, such that:

Voou(x Z 0202 + O(x (5.3.6)

[\D\}—t
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where the 6%s are the eigenvalues of d*V (qp).

Let us denote by U the matrix of du,, written in the basis (8%1, e %), and

define a symplectomorphism ¢ locally by its expression in the Darboux coordinates:

¢(z,8) = Uz, UE).
If ¢ is the symplectomorphism sending (z,£) to (F-, ..., 7, VO£, V0:E),
and H is the (principal and total) symbol of the considered Schrédinger operator

then:

x; +§2

Ho¢ogy(z,§) =V(q +Z9 + O(a”) (5.3.7)

Just as in proof of Theorem [5.1.7] the dlagonal matrix elements of the family of
the pseudodifferential operators (Q?j)lgi,jgn in the system of eigenvectors corre-
sponding to eigenvalues of H(z, hD,) in [V (qo), V(qo) + €(h)] determine the family
(UirUjk)1<i,jk<n- An orthogonal matrix U such that is verified is not unique,
therefore it is not possible to determine the matrix U from the preceeding diagonal
matrix elements. However, by Lemma , the family (UixUjk)i<ijr<n does not
depend on the suitable matrix U (i.e. orthogonal and satisfying ), and as we
just saw it is determined by the preceeding matrix elements. Therefore, one can
determine the absolute values of the coefficients of any suitable matrix U, and also,
for any k € [1,n], an index i, € [1,n], such that U, # 0. The choice of the
sign of U;,; then determines the sign of every other coefficient of the k-th column.
Therefore, one can determine the 2™ suitable matrices, corresponding to n choices
of signs, as claimed by Lemma . Choosing one of them determines (explicitely)
a suitable symplectomorphism ¢.

O

5.3.3 The periodic trajectory case

Proof of Theorem[5.1.3 Let X, H(x,hD,), E,v be as in Theorem [p.1.3] We first
recall [Gui96, [GP10, Wei77, [Zel97] that there exists a (non unique) symplectomor-
phism ¢ from a neighborhood of S! in 7*(R™ x S') in a neighborhood of 7 in T*(X)
such that

Hogb(xtf,T):HngHg and 7():¢(0t00) (5.3.8)

with Hy and Hj as in is defined as in and (| Expressmg ¢ in a system
a local coordinates (2/,£',t',7') near = such that v = {a: = ¢ =1 =0}, one can

assume that:

Qb(xatagaT) = ¢S(xat7§a7—) = (S(t)(37>§)at>7'+ qS(th7§)) (539)

Here, for any ¢ € S!, S(t) is a linear symplectic change of variable (identified with
its matrix in our system of coordinates), gs(t,-,-) is quadratic, gs(¢,0,0) = 0 and
the differential form of g with respect to x, ¢ is equal to :

dqs = (Zn: Lipn()(2, &) Li(t) — Ly(t).(x, f)LHn(t)) (dz, d€) (5.3.10)

=1
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where for i € [1,2n] and t € S', L;(t) is the i-th line of the matrix S(¢), L the
derivation with respect to t, and for two line vectors of size 2n, w.v is their canonical
scalar product.

For (i,7) € [1,n]? p € Z and s € {1,2,3}, let Ag be any Fourier integral
operator implementing ¢g. We have

(1, V| As By Ag' |, v) Z ( o 2k 195 a1 + O 2k552k> (Mk"' >h+0(h)

(5.3.11)
where ¢,(-) maps a function to its p-th Fourier coefficient, o is the permutation
defined by (A.5), S7 is defined by conjugation by the permutation matrix associated
to o just as in (A.6]), and where, for (4, ) € [1,n]?,

. ] 2i—1 ifse{1,2} s | 25 1fs€{13}
Z_{Zi if s =3 ’andj_{Qj—l if 5 = 2

Now, just as in the proof of Proposition [5.2.10} the coefficients (all(Pk)>l€Z de-
termine ¢, (S v ok—19%s op—1 T Sfe 9p 5% Qk) for any k € [1,n]. Therefore, if the coeffi-

cients af (PF) are given for any | € Z, (i,4) € [1,n]?*, p € Z and s € {1,2,3}, then
the functions

Aijsk = Siok-157 281 + SiakS5 ok (5.3.12)

are determined for any (¢, 7) € [1,2n]? and k € [1,n].

An easy adaptation of the proof of Lemma [A.2] shows that, once the set of
functions (A; k) j)e[1,2n]2,ke[1,n] 15 given, one can construct explicitely a particular
smooth function S* 3 ¢ + Sy(t) with values in the set of symplectic matrices, such
that equality holds. We also get that any matrix S? such that equality
holds is related to Sy by the equality S7 = SJU where t — U(t) is a smooth
function that takes its values in the set of block diagonal matrices whose diagonal
blocks are 2 by 2 rotations.

Now let us consider this particular Sy and let U be any smooth function that
takes his values in the set of block diagonal matrices whose diagonal blocks are 2 by
2 rotations. Let us finally define S by the relation S° = SJU. Since for any t € S,
qs(t,-,+) is quadratic, we have:

733 o ps(z,t,&,7) = e H ™y e Pl (t, 1, &)

D*qs  0%qs

5.3.13
— o 2impto = 2impt Z (8 p + oe > (t)zxzk + R ( )

where R is a linear combination of terms of the form e=2"tz 2, ((k, k') € [1,n])
and e 2™z z ((k,K') € [1,n], k #F).
Just as before, the coefficients (all(Pg))l - determine the family of functions
7p

of ¢t onl <8q5+8q5> )
( Y) o€ kell,n]
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Now, we get from equation (5.3.10) that, for k € [1,n] and ¢t € S*:

d°q dq
;' (t) S Z Sz-i—n k ) + Sz-‘rn k+n (t)Si,k—I—n (t)
Oy agk i=1
" (5.3.14)
- Z Sz k z+n k: ) + Si,k+n(t)si+n,k+n(t>
1 _ [cosO(t) —sinb(t) _
For k € [1,n] and t € S', let us denote by Uy(t) = sin0(1)  cos Oy (t) the k-th
diagonal block of U(t). Then, for j € [1,2n], k € [1,n] and ¢ € S*:
Sjn(t) ) ¢ ( So,5,k(t) )
’ = "Ug(t 7 5.3.15
() = v (2215 (>:3:15)
Therefore:
Sk (t) > ' ( So.3.x(t) ) b ( 0,3,k (t) )
S = "Up(t) | 5" + "Ug(t 7 5.3.16
<5j,k+n(t) ) 50,j.k+n (1) o) 50,j.k-4n(t) ( )
Let us now observe that for k € [1,n], and any ¢ € S':
Ui(t) UL (1) = (2 _01> (5.3.17)

Therefore, since for any k € [1,n] and t € S' Ui(t) is an orthogonal matrix and
So(t) is a symplectic matrix, we get from equations (5.3.16) and (5.3.17)):
0*qs 9gs
t t) =
gz D 52 =50
+ 20, (t)

(t) + %gf () has been determined above, and the function
k

(5.3.18)

t— 38350 () + 88250 (t) is entirely determined by the explicitely contructed function
k k

t — Sy, equation then determines the function 6. Therefore, the function
t — U(t), hence the function t — S7(t), is determined up to right multiplication
by a constant block diagonal matrix U, whose diagonal block matrices are 2 by
2 rotations. It is now sufficient to observe that if two functions ¢t — Si(¢) and
t — S5(t) are related by the equation:

Sy = 5S7Uy (5.3.19)
where Uy is a constant matrix, then
Py = P51 © Ppre (5.3.20)

and, if Uy is a constant block diagonal matrix whose diagonal block matrices are 2
by 2 rotations:

H%o Pue—1 = Ho (5.3.21)

Finally, the choice of Uy in the determination of ¢ — S(¢) does not change the
validity of equation (5.3.8)) for ¢ = ¢g, and Theorem is proved. O
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5.4 Classical analogs

In this section we prove a classical result, analog to our preceeding quantum
ones, and motivated by the following straightforward lemma.

Lemma 5.4.1. Let O be a polynomial operator on L*(R™ x S) whose Weyl symbol,
expressed in polar and cylindrical coordinates is the function O(A, 7, p,7). Then

(Ol v) = [ Ouh, v, t)dgdt + O(n) (5.4.1)
nx
where for any j =1...n, ;41 = /Aje".

We concatenate analogs of Theorems [5.1.3| and [5.1.4] in the following

Theorem 5.4.2. Let v be a non-degenerate elliptic periodic trajectory of the Hamil-
tonian flow generated by a proper smooth Hamiltonian function H. Let 731];‘ be func-
tions satisfying in a local symplectic system of coordinates (z,t,&,7) € T*(R™ x S')
such that v ={x =& =71 =0}

Pg(x,t, £,7)=e P and Pg(x, tET) = e TR 2 &), k=1,....2n° +n
(5.4.2)
with the property that RE(0) = VRF(0) = 0 and the Hessians d’*R*(0) are
linearly independent.

Let ® be the formal (unknown a priori) symplectomorphism which leads to the
Birkhoff normal form near v and (A,T,@,t) the corresponding (formal and also
unknown a priori) action-angle coordinates such that v = {A = 7 = 0}. Let us
define near A =1 =0 the following “average” quantities

Pr(A,7T) = ./Jl‘nxSl Pro®(A, 1,0, t)dedt. (5.4.3)

Then the knowledge of VPT?(O, 0) for k =1,...,2n? + n, determines (in a con-
structive way) an explicit system of Fermi coordinates near 7.

Moreover, let now (z,t,&,7) € T*(R™ x S') be any system of Fermi coordi-
nates near v and let for (m,n,p) € N** X Z, Opnp, O, be functions satisfying in a
neighborhood of ~:

Oppl1.67) = et [ (2258)™ (278)" .0 (1] + ) =5

j=1
Oyl t,6,7) = e ™7 40 (|Al +|7)?)
(5.4.4)
Then the knowledge of the Birkhoff normal form near v and of the Taylor ex-
pansion at A =1 =0 up to order N of Oy, Oy, defined as in for

1. 0<|m|+|n| <N
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2.Vji=1...n, mj=0o0rn; =0
3. pel,qelr

determines the Taylor expansion of the “true” Hamiltonian H up to the same order
in the picked-up system of Fermi coordinates.

Proof. Let us first prove the second part of Theorem [5.4.2, Let (x,¢,&,7) € T*(R"™ x
S!) be a system of Fermi coordinates near . Let, for N > 3, Fy be the principal
symbol of Wy. With the notations of Proposition [5.2.2] we write

Fn(z,t,2,7) = > aos(t)e? ™ 29207 (5.4.5)
1]+ k| +2s=N
Let F' satisfy
+00
F~Y Fy (5.4.6)
N=3

With the notations of the proof of Proposition [5.2.2], we have:
Hoexp(xr)(z,t,&,7) ~ h(p,T,0) (5.4.7)
Let N >3, (m,n,p,q) € N** x Z x Z* and (j, k, s) € N*"*1 gatisfy:
0<|m|+|n| <N, min,=0Vie][l,n], jl+|k|+2s=N (5.4.8)

Then, as it has been seen in the proof of Lemma [5.2.12, if oj;, and 0%, are the

symbols of {agus(£)e*™ 292575 Oy} and {ajis(£)e? ™ 292775, O, } respectively,

we have, if j +m =k +n,

" /{:Zmz — znz 27mps

3 o jini , 2mp )

i=1 i T/ (5.4.9)
N+|m|+|n|—1

+0 (1Al 4|52

/T st 05is (A, 7,0, ) dipdt =iy (ajus) A7 (
X

and if j +m # k +n,

L. oA diedt = O (4] + [7) =5 (5.4.10)
Tn xS
We also have, if j = k:

) _ Ni1
[ Ao it = ey (ag)2ma(1 +5)47° + O (14] +17) "5 (5.4.11)

and if j # k:
/ 0% (A T 0, t)dpdt = O (|A] + |7]) ") (5.4.12)
Tnxgt P57 0T o
Now, let us set F, = 0 and assume that the function F<y_; has been determined
| times [ times

for some N > 3. Thenfor! > 2, {Fen.{...., {F<n, Omnp}}} and {Fen, {... ., {F<n,O,}}}
Nt|m]+|n| 1

are determined modulo O <|A| + |7'])2> and O (|A| + |T])%) respectively.
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Therefore, by (5.4.9) and (5.4.10)), O, (A4, 7) is equal, modulo O (]A| + ]7'|)N+|m|2+n1>

and known terms to:

: ki — g 2
S icy(age) AR (Z T ”p5> (5.4.13)
||+ |k|+2s=N i=1 i T
j=m=k+n

and by (5.4.11) and (5.4.12)), O (A, 7) is equal, modulo known terms and O (|A| + |T|)%>
to:

> icg(angis)2mq(l + s) AT (5.4.14)
2|j|+2s=N

Thus, just as in the proof of Proposition , let (m,n,p,q) € N** x Z x Z*
run over all possible values under condition (5.4.8]), we determine every function
Qojks, ||+ |k| +2s = N, hence Fy, which concludes the proof of the second part of

Theorem [(5.4.2
The proof of the first part of the Theorem follows the same strategy with respect
to Theorem than the proof of the second part with respect to Proposition
b.2.111 O

The last result of this paper will be the classical analog of Theorems [5.1.8| and
LII1

Let us remind, [GUOQ7], that in the case where H(z,£) = £? + V(z) the classical
normal form determines the Taylor expansion of the potential when the latter is
invariant by the symmetry z; — —x; for each ¢ € [1,n]. In the general case the
Taylor expansion of the averages, in the sense of , of a finite number of classical
observables are necessary to recover the full potential.

Let us assume H € C*(T*M,R) has a global minimum at zy € T*M, and
let d?H,(z0) be the Hessian of H at z;. Let us define the matrix 2 defined by
d?*Hy(20)(+, ) =: way (-, 27 1) where w,, (-, -) is the canonical symplectic form of T* M
at z9. The eigenvalues of (2 being purely imaginary, we denote them by +:¢6; with
8; >0, j € [1,n]. Let us assume that 0;, j € [1,n] are rationally independent.

Theorem 5.4.3. The statement of Theorem|5.4.4 remains valid verbatim by replac-
ing v by zg and ignoring the variables t, 7.

Let us now enunciate the classical analog of Theorem [5.1.11] in the case of a
Schrodinger operator with potential V' € C*° (M, R):

Theorem 5.4.4. Let qy be a global non-degenerate minimum of V- on M. Let us
assume that the square roots of the eigenvalues of d*V (qo) are linearly independent
over the rationals.

LetPk k=1... ”(”2+1), be smooth functions on M such that P*(qy) = VP*(qo) =
0 and the Hessians d*P*(q)) are linearly independent (an example of such
potentials is the family Q;;(x) = x;x; in a local system of coordinates centered at

q0)-
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Then the knowledge of the Birkhoff normal form near qo and of the Taylor ex-
pansion at A = 0 up of the (finite number of) “average” P*(A) determines (in a
constructive way) an explicit system of Fermi coordinates.

Moreover, let (z,&) € T*R™ be any system of Fermi coordinates centered at (qy,0)
and Opg defined in Theorem [5.1.11]

Then the knowledge of the Taylor expansion at A = 0 up to order N > 3 of
the (finite number) “average” quantities O, as in together with the Bikhoff
normal form itself, determines the Taylor expansion up to order N of V' at qq in the
picked-up system of coordinates.

In the line of the proof of Theorem the proofs of Theorem [5.4.4] and [5.4.3
are easy adaptations of the proofs of Theorem [5.1.11] and [5.1.8] We omit them here.

A Lemmas on linear and bilinear algebra

Lemma A.1. Let q be a positive quadratic form on R**. Then there exists a canon-
ical endomorphism ¢ on R*", and a n-tuple of positive real numbers (A, ..., \n),
defined as the imaginary part of the eigenvalues of positive imaginary part of the

endomorphism defined by:
(sa())g =w(--) (A.1)

where (-;-), be the scalar product associated to q and w the canonical symplectic form
on R?", and such that:

n

V(z,§) € R™, q(é(x,€)) =Y Ni(ai +&) (A.2)

i=1
Moreover, if the real numbers A1, ..., \, are pairwise different, and ¢' is an endo-

morphism of R*™. Then ¢' is canonical and satisfies (A.2) if and only there exists an
orthogonal isomophism u on R*™ whose restriction to the plane spanned by ( 0 0 )

9x; 7 0&
(for any i € [1,n]) is a rotation, such that ¢’ = ¢ o u.

Proof of Lemma[A.]]. a is antisymmetric with respect to ¢, and therefore there exists
a g-orthonormal basis of R* (uy,...,up,,v1,...,v,) and a n-tuple of positive real
numbers (\1,...,\,) such that, for j € [1,n]:

Aja(u;) = —v; and A\ja(v;) = u; (A.3)
Now let us set, for j € [1,n]:

?jj = \/YjUj and ’l~Jj = \//\>jvj (A4)

Then, (ty,...,1,,1,...,0,) is a g-orthogonal basis of R?" satisfying, for j €
[1,n], g(a;) = A\; and q(?,;) = A;, and the preceeding properties together with (A.1])
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implies that it is also a symplectic basis, which concludes the proof of the first part
of Lemma [A]]

To prove the second part of Lemma [A.T] let us consider another sympleetic and
orthogonal basis (uf,...,up,,vq,...,v,) where, for j € [1,n], the g-norm of v} and
v} is Aj. Then, by - for any j € [1,n], a(u}) is orthogonal to any vector of the
ba81s but v} and (v}, a(u}))q = w(vj,uf) = —1, therefore Aja(uy) = —v, and by the
same argument, )\ja(v}) = u.

Therefore, the plane spanned by (uj;,v;) and the plane by (uf,v}) are both
the kernel of a? + )\? (2-dimensional since we made the additional assumption
the ;s are pairwise different). Therefore, if ¢ and ¢’ are the endomorphisms
which send the canonical basis of R*" to basis (i, ..., 01,...,7,) and basis
(uh, ... ul v, ... v) respectively, then the restriction of ¢! o ¢ to any plane
spanned by (6i ai) (for any i € [1,n]) is an orthogonal symplectomorphism from

the plane to 1tse1f that is a rotation. O

Let o be the permutation of [1,2n] defined by:

. . 21 —1 sit<n
Vi € [[1,2n], o(z):{ Gi—n) sii>ntl (A.5)

and M, be the associated permutation matrix (i.e. for any (7,7) € [1,2n]?, (M,);; =

50—(2)7] .
Now, let us set, for any matrix S € Mo, (R):

S, = M;'SM,. (A.6)

Let us also, for (i, k) € [1,2n] x [1,n], denote by Lg;  the vector of R? defined
by Lsir = ( Eg";i’%l > € R?. Then, for (i,k) € [1,n]?, s, will be the matrix of
0,2k

size 2 whose first line is *Lgo; 14 and second line *Lg o; .

Lemma A.2. Let A be a positive matrix of size 2n. Let S be the (non-empty by
lemma set of symplectic matrices satisfying

Dy| O

t _ A

SAS = ( 0D ) (A7)
where Dy is the diagonal matriz with (A, ..., \,) as n-tuple of positive diagonal

elements, which we assume pairwise different. Then:
1. The family ((Ls,;x; Lsjk))ij)elion]2 ke[i,n] @ independent of matriz S € S.

2. Once the preceeding invariants of S given, one can construct explicitely a par-
ticular matriz of S (hence all of them by Lemma .
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Proof of Lemma[A.J Let us first prove the first point. Let (S,T) € §?. By Lemma
, there exist n matrices belonging to SO3(R) and denoted by Oy, ..., O,, such

that:
01 51,101 T 51,n0n

TO’ = Sa e = (A8)
On 5n,101 o 5n7n0n
and (A.8]) is equivalent to:
V(Z, k’) € [[1, 2”]] X [[1,71]], LT,i,k = tOkLS%k (Ag)

Hence ((Ls,ix; Ls,jk))ij)e,2n]?kei,n] does not depend on the matrix S € S and
the first point of Lemma [A.2]is proven.
Now, let S € S, and let (aiji) (i j)eq1,2n]2,kef1,n] Pe the family defined by:

V(Z,]) € [[1,2%]]2, Vk € Hlanﬂaaijk = <LS,i,k; LS’,j,k) (AlO)

Let us assume that this family is given. Two vectors u and v of R? are independent
if and only if: (u;v)? < (u;u)(v;v). Since matrix S is invertible, on can choose, for
any k € [1,n], a couple of indices (i, ji) € [1,2n]? such that:

2
Q;, vk < Qigig kA ik (A'11>

Let k € [1,n] Let us choose a vector v;, g, whose norm is /a;_;,r > 0. The following
system of equations with unknown v € R?:
{ (Uz:kk% V) = gk (A.12)
(v;v) = Qjpjink
admits exactly two solutions (by (A.11))), denoted by v}, et v; ; obtained from one
another by orthogonal symmetry R of axis the line spanned by v;, .
Let us set v; , = v;' = sk Since the families (v}, v} ) et (v; v} ,) are two
basis of R?, for any i € [1,2n] \ {i, j.}, each one of the two systems:

(i oo « (6 r
<Ujkk7 U) Ajik <ngk7 U) Ajyik

admits exactly one solution denoted respectively by v;t and v, and satisfying rela-
tion vy, = Ryujh.

We are now able to construct 2" matrices (74) acp([1,,]) defined, for A € P([1,n]),
by:
vt if ke A

vy, if else (A-14)

V(i, k) € [1,2n] x [1,n], Ly, ix = {

In order to prove the second point of Lemma [A.2] it is sufficient to prove the
following assertions:
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1. There exists at least one set A € P([1,n]), such that: Ty € S.
2. There is at most one set A € P([1,n]), such that T is symplectic.

Indeed, once those two assertions proved, there will be exactly one set A €
P([1,n]) such that T4 is symplectic, and it will be an element of S, constructed
from the values of family (aiji) (i j)eq1,2n)2,kef1,n] 0Dy

Let us prove the first assertion. Let, for any k& € [1,n], Oy be the unique element
of SO5(R) such that: Lg;, x = Ogv;,r (where S is a particular matrix of S).

The system (A.12)) is equivalent to:

(Lsip i Opv) = Qi ok
ks A.15
{ (Okv; Opv) = ik (A.15)

which admits exactly two solutions: v}, et v; ,. Hence, for any k € [1,n]:

Lsji - = Opvjy, or Ly, k = Ogvjy (A.16)
Let us define the set A by:
A={keN|Lsj,x = Opvj},} (A.17)

Since each system ([A.13]) admits a unique solution, we obtain:

+
VWMGMJﬂxmmM%M:{OMkﬁkeA

Oxvy, if else (A.18)
= OkL7, ik
that is:
Oy
Tao =5, (A.19)
O,

and T4 € S by Lemma [AT]
In order to prove the second assertion, let us use the following lemma:

Lemma A.3. For any symplectic matriz B of size 2n, we have:

VEk € [1,n], Y det(b;) =1 (A.20)
i=1
If A; and A, are two parts of [1,n], we get from (A.14)) and relation v, = Ryv;}
that:

RiLp, o if k€ A/AA

Ly, ik if else (A.21)

V(i k) € [1,2n] x [[l,n]],LTATi,k = {

where A;AAs is the symmetric difference of A; and As: AJAAy = (A;\ Ag) U (Ag\
A;p). Hence:
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Vk € [1,n], Y det ((ta,)ir) = €ex Y det ((ta, )ix) (A.22)

i=1 i=1
where, for k € [1,n], e, = —1if k € AjAA,, ¢, = 1 if else. Since AjAAy = ( if
and only if A; = As, there exists at most one part A of [1,n] such T4 is symplectic.
The second assertion, hence the second point of Lemma [A.3] is proven. O

Proof of Lemma[A.53 Since B is a symplectic matrix, matrix B, satisfies:
'ByJ,By = J, (A.23)

It is sufficient, for k € [1,n], to read equality (A.23)) at line 2k and column 2k —1
to obtain:

> det(b;y) =1 (A.24)
=1
O

Lemma A.4. Let A € M, (R) be a positive matriz whose eigenvalues are pairwise
different. Let D a diagonal matriz, similar to A. Then there exists exactly 2"
orthogonal matrices conjugating A to D, and they are obtained one from another by
a possible change of the sign of each column.

Proof of Lemma[A.] As A is positive, there exists an orthogonal matrix @); such
that:

Qi'AQ: = 'Q1AQ, =D (A.25)

Let Qy € GL,(R). Then Q, is orthogonal and satisfies: Q5'AQy = D if and only if
(5@, is an orthogonal matrix which commutes to D, that is, because the diagonal
elements of D are pairwise different, if and only if Q5'Q; is an orthogonal diagonal
matrix. Finally, Q, is orthogonal and satisfies: Q;'AQ, = D if and only if Q5'Q;
is diagonal and its elements belong to {—1, 1}, that is if Q) is obtained from @), by
a possible change of the sign of each column. m

B Realizing the Poincaré angles

B.1 The periodic trajectory case

In this section we indicate how different systems of Fermi coordinates and dif-
ferent Birkhoff normal forms exist for any realization of the Poincaré angles as real
numbers and we show how those normal forms are linked to each other. Thus, our
results are independent of this ambiguity.
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Proposition B.1. Under the hypothesis of Theorem the knowledge of the
coefficients of the trace formula determines the quantities €% i = 1...n. Moreover,

let us denote by By, .o, (x,&,7) = E + Z 0; xﬁgz + 7+ O((2* + 52 + [7])?) the

Birkhoff normal form of H, associated to a given choice of angles 0;. For k € 7",
let hi(x, &) = X whki(2? + £2) and let @, be the symplectomorphism defined, with the

notation of (5.2.93)), by
Op(2,&,t,7) = (exp(txn, ) (2,€) 6,7 + 73 ki(a? + 7)) (B.1)
Then By, .0, © Px = Bo,+2k1x.... 00 +2knm

Proof. The first part of the assertion belongs to Fried [Fri88]. The fact that ®
is a symplectomorphism can be checked directly. Moreover one sees immediatly
that it conjugates the quadratic in (z,&)/linear in 7 part of By, g, to the one of
By, +2k17... 00 +2knm- Moreover By, 4. o @ is a function of 7 and z7 + &2 only and
it is easy to verify that the algorithmic constructions of the two normal froms are
covariantly conjugated by ®;. Therefore, it is equal to By, yok,x,....0,+ 2k - O

B.2 The “bottom of the well” case

Proposition B.2. Under the hypothesis of Theorems|5.1.8 and|[5.1.11), the knowl-
edge of the spectrum of H(x,hD,) in [Hy(20), Hp(20) + €], h = o(e), determines the
0;s up to permutation.

Proof. By the quantum normal Birkhoff form construction we know that the bottom
part of the spectrum is { H,(zo) + Z 0;(pi +1/2)h+ O(h?), |uh| = O(e)}. Therefore,
the bottom part of the spectrum determines the set A = {Z Oi(p;i +1/2), u € N"}.

Let us now assume that the 6;s are arranged in increasing order 01/2 is then equal
to the minimum of A. By induction, if 8y, ..., 6, are known for some k, 1 < k < n,

k
let us define Ay = {X 0;(u; + 1/2)}. Let us set A\gyq := min A N A§. We easily see
i=1

k
that 0p.1 = 2A\g11 — X 6;, which concludes the proof. O
i=1
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