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Définition 1. Soit (E,7) un espace topologique.
On dit que B C T est une base d’ouverts si tout ouvert est une réunion d’éléments de B.

Définition 2. Soit £ un ensemble muni de deux topologies 77 et Ts.
On dit que 7; est moins fine que 75 si tout ouvert de 77 est ouvert pour 7s, i.e. si 71 C Ts.

Exemple 1. Topologie grossiére : T = {0, E'}
Topologie fine : T = P(FE), associée a la distance discréte définie par :

1si x
d(x,y):{ 0 si xfz



Théoréme 1. (Construction de topologie) Soit E un ensemble, et B un ensemble de
parties de E contenant E et (). On suppose de plus l’'une des deux conditions suivantes :

1. B est stable par intersection finie.
2. V(By,By) € B2Vx € BN By,AB € B,x € BC By N By
Alors, on peut définir une topologie T par :

T={wCEVrew IBeB,xecBCuw}

Les ouverts de cette topologie sont les unions quelconques d’éléments de B.
1l s’agit de la topologie la moins fine contenant B, et B est une base d’ouverts.

Exemple 2. La topologie d'un espace métrique a bien été construite comme ceci, en
prenant pour BB I'’ensemble des boules ouvertes, qui vérifie la condition 2. Les boules ouvertes
forment donc une base d’ouverts.

Corollaire 1. Soit E un ensemble et G un ensemble de parties de E contenant E et ().
Soit B ’ensemble des intersections finies d’éléments de G.

Alors B vérifie la condition 1 du théoréme 1, et on peut donc construire une topologie sur
E comme précédemment.

On dit alors que G est une prébase ou systéme générateur de cette topologie.

Remarque 1. (Moyen mnémotechnique) "IFO (s’en souvenir)" est un moyen mné-
motechnique permettant de se souvenir qu’une Intersection Finie d’Ouverts est un ouvert,
et qu’une union quelconque (non nécessairement dénombrable) d’ouverts est encore un
ouvert.

Définition 3. (Propriété de Borel-Lebesgue) Soit £ un espace topologique.
On dit que K C FE est compact s’il est séparé et que pour tout recouvrement de K par
des ouverts (O;)er :
K C U OZ
iel

on peut extraire un sous-recouvrement fini.

Exercice 1.1. (Vrai-Faux) Indiquer avec une bréve justification si chacun des énoncés
suivants est vrai ou faux. F désigne un espace topologique.

1. Si E est (x), alors tout espace homéomorphe & E 'est aussi.
a. métrisable
b. compact
C. connexe
d. complet (on suppose dans ce cas que les espaces sont métriques).

2. Deux topologies engendrant les mémes parties connexes sont égales.

3. Si une suite converge dans F, alors sa limite est unique.



4. Si a € F est une valeur d’adhérence d’une suite (u,), a valeurs dans E, alors il existe
une sous-suite de (u,), qui converge vers a.

5. Si a € E est la limite d’une sous-suite de (uy),, alors a est une valeur d’adhérence de
6. A C E est dense dans F si et seulement tout élément de E est limite d’'une suite &
valeurs dans A.

7. Si une suite admet une unique valeur d’adhérence [, alors cette suite converge vers .
8. Un compact de E est nécessairement fermé.

On suppose dans toute la suite que E est un espace métrique.

9. Une boule ne peut étre incluse dans une boule de rayon strictement plus petit.

10. Une boule ouverte est ouverte, et une boule fermée fermée.

11. L’adhérence d’une boule ouverte est la boule fermée correspondante.

Exercice 1.2. (Topologie et matrices)|G, BMP]
1. Montrer que l'ensemble des matrices diagonalisables est dense dans M, (C)

2. Soit P = X? +a, 1 XP'+ ...+ a1 X + ap € C[X] un polynome unitaire de degré p.
Montrer que les racines de P sont toutes dans le disque fermé de centre 0 et de rayon

max (1,209971 \aﬂ).

3. En déduire que I'ensemble des polynémes de degré p unitaires et scindés sur R est un
fermé de R,[X].

4. Quelle est 'adhérence de I'ensemble des matrices diagonalisables dans M, (R)?
5. Quel est U'intérieur des matrices diagonalisables de M, (K) (K=R ou C)?

6. Soit n € N* et p € {1,...,n}. Montrer que ’adhérence des matrices de M,,(K) de rang
p est I’ensemble des matrices de rang inférieur ou égal a p.

7. Soit A € M,,(C).

a. Montrer que A est nilpotente si et seulement si 0 est dans 'adhérence de sa classe
de similitude (On pourra utiliser le lemme 3 ci-dessous).

b. Montrer que A est scalaire si et seulement sa classe de similitude est bornée (On
pourra utiliser le fait que A est scalaire si et seulement (u, Au) est liée pour tout u € C").

c. Montrer que A est diagonalisable si et seulement si sa classe de similitude est fermée
(on pourra remarquer que si A est diagonalisable, alors B € M,,(C) est "diagonalisable et

a la méme liste de valeurs propres comptées avec ordre de multiplicité" si et seulement si
B est semblable & A)

Remarque 2. Pour montrer que ’ensemble des polyndmes unitaires de degré n a coeffi-
cients réels et scindés sur R est fermé, on peut aussi montrer le lemme suivant :

Lemme 2. Soit P € R[X], unitaire de degré n. P est scindé sur R si et seulement si :

vz € C,[P(2)| = [Zm(2)[" (1)



Lemme 3. Soit n € N* et K = R ou C. Soit M € M, (K) triangulaire de diagonale
A1y A € C. Alors il existe (P,)yen € GL,(K)Y telle que :

Pq’lMPq — Diag(A1, ..., \n) (2)

q——+o00

ot Diag(\1, ..., \,) est la matrice diagonale de diagonale (A1, ..., \,)

Exercice 1.3. [F, C] On considére F([0, 1], [0, 1]) 'ensemble des fonctions de [0, 1] dans
[0, 1] muni de la topologie de la convergence simple.

1. Trouver un systéme générateur de cette topologie.

2. On appelle fonction simple toute fonction de [0, 1] dans [0, 1] nulle en dehors d’un nombre
fini de points.
Montrer que I'ensemble des fonctions simples est dense dans F ([0, 1], [0, 1]).

3. Montrer qu’une fonction non nulle sur une infinité non dénombrable de points n’est pas
limite de fonctions simples.

4. En déduire que la topologie de la convergence simple sur F([0, 1], [0, 1]) n’est pas mé-
trisable.

Définition 4. Deux distances d; et dy d’un espace topologique E sont dites :
— topologiquement équivalentes si elles définissent la méme topologie.
— uniformément équivalentes si I'identité de (F,d;) dans (E, ds) est uniformément
continue et sa réciproque aussi.
— Lipschitz-équivalentes s’il existe des constances strictement positives k et K telles
que . k’dl S dg S Kd1

Remarque 3. Chaque propriété ci-dessus est strictement plus forte que la précédente.
En effet, si 'on munit R des distances :

dl(‘ray) - |l’ - y|
do(z,y) = [2° — 3|
ds(flf,y) = mln(ladl(‘ray))

Alors on peut vérifier que d; et dy sont topologiquement équivalentes mais pas unifor-
mément équivalentes, et que d; et dz sont uniformément équivalentes mais pas Lipschitz-
équivalentes.

Exercice 1.4. Sur R, on note d(z,y) = |z — y| la distance usuelle. Pour toute fonction
injective f : R — R, on considére la distance ds(z,y) = |f(x) — f(y)|. Montrer que :

1. Les distances d et d; sont topologiquement équivalentes si et seulement si f est une
application continue.

2. Les distances sont uniformément équivalentes si et seulement si f est un homéomor-
phisme de R sur lui-méme uniformément continu et d’inverse uniformément continu.



3. Les suites de Cauchy pour d et d; sont les mémes si et seulement si f est un homéomor-
phisme de R sur lui-méme.

4. R muni de la distance d; est complet si et seulement si f(R) est fermé.

Exercice 1.5. (Cas d’un evn) Soit E un espace vectoriel normé muni de deux normes
-1l et |- flo.

1. Montrer que :

T: C T2 (la topologie 77 est moins fine que 73)
e I>0, || <kl |2
< 3k >0, By(0,1) C By(0, k)

2. En déduire que les trois propriétés de la définition 4 sont équivalentes dans le cas d’un
espace vectoriel normé.

Les deux normes sont simplement dites équivalentes si elles vérifient 1'une des trois pro-
priétés.

Autour du théoréme de Baire

Exercice 1.6. (Théoréme des fermés emboités) Soit (£, d) un espace métrique.
1. On suppose E complet. Si (F},),en est une suite de fermés bornés non vides, décroissante

pour Uinclusion, et dont la suite des diamétres tend vers 0, alors ()
2. Montrer la réciproque.

nen I st un singleton.

Remarque 4. Le théoréme n’est pas vrai si I’on impose pas de condition sur la suite des
diamétres (voir [H|, Chap. 16)

Théoréme 4. (Baire) Soit X un espace métrique complet et (Oy,)nen+ une suite d’ouverts
de X denses dans X. Alors
Q= ﬂ O,

neN*
est dense dans X.
On dit que Q) est un Gs dense.

Corollaire 2. Soit X un espace métrique complet et (F,)nen+ une suite de fermés de X
d’intérieur vide. Alors
I':= UnEN*Fn

est dintérieur vide.

Définition 5. On dit que A C X est nulle-part dense si l'intérieur de A est vide.

On dit que A C X est maigre au sens de Baire ou Baire-négligeable si A est contenu
dans une union dénombrable de fermés d’intérieurs vides.

On dit qu'une propriété est vraie Baire-presque partout si elle est vraie en dehors d’un
ensemble Baire-négligeable.



Corollaire 3. Soit X un espace métrique complet et (F,)nen~ une suite de fermés de X.
Alors si
F = UTLEN*FTL

est d’intérieur non vide, il existe ng € N tel que F,,, est d'intérieur non vide.

Définition 6. Plus généralement, on appelle espace de Baire tout espace topologique
vérifiant la propriété de Baire.

Remarque 5. Tout ouvert d’un espace de Baire est encore un espace de Baire.

Remarque 6. Dans un espace de Baire, toute intersection dénombrable de G5 denses est
encore un Gs dense.

Définition 7. Un espace localement compact est un espace topologique séparé admet-
tant des voisinages compacts pour tous ses points.

Remarque 7. Tout espace localement compact est un espace de Baire.

10, 1] muni de la distance usuelle est localement compact mais pas complet.

[’ensemble des applications continues bornées de R dans lui-méme (muni de la norme sup)
est complet mais pas localement compact.

Exercice 1.7. (Démonstration du théoréme 4) Les deux corollaires 2 et 3 sont des
conséquences immeédiates du théoréme 4.

Soit B(xg, 7o) une boule ouverte quelconque.

Il faut et il suffit de montrer qu’on a : B(xzg, 1) N Q # 0.

1. Contruire une suite (x,,7,),>1 & valeurs dans X X R? telle que :

B(xn-l—la Tn—‘rl) C B(x’m Tn) N On

Vn e N
’{ 0<rpp <2

2. Conclure.

Remarque 8. Attention, la boule fermée B(x,r) contient toujours Padhérence B(x,r) de
la boule ouverte correspondante, mais I'inclusion peut étre stricte (voir 'exercice 1.1).
En revanche, on a égalité dans un espace vectoriel normé.

Exercice 1.8. [G] Montrer qu'un evn admettant une base dénombrable (non finie) n’est
pas complet.

Exercice 1.9. Soit (F},),en une suite de sous-espaces affines de R™ de dimension au plus
m — 2.
Montrer que A = E\ (U, cy F) est un ensemble connexe par arcs.

Exercice 1.10. (Une fonction dérivée est continue sur un ensemble dense, [G])

1. Soient E et F' deux espaces métriques.
On suppose E complet, et on considére une suite (f,,), d’applications continues de E dans
F, convergeant simplement vers f.



a. Pour tout € > 0 et pour tout n € N, on pose

Foe={x € ENVp = n, d(fu(z), fy(x)) < €}

o

Montrer que Q. = |J, .y Fre est un ouvert dense dans FE.

b. Montrer que

neN

Vxg € Q., IV voisinage de xo, Ve € V,  d(f(z0), f(x)) < 3e.

En déduire que I'ensemble des points de continuité de f est dense dans F.

2. Soit f: R — R une application dérivable sur R. Que dire de I'ensemble des points de
continuité de la fonction dérivée f'?7

Remarque 9. Il existe aussi des fonctions partout dérivables a dérivée discontinue sur une
partie dense (voir un exemple explicite construit comme la somme d’une série de fonctions

dans |G|, p. 233)

Exercice 1.11. (Les fonctions continues nulle part dérivables sont denses [G])
On pose C = C([0,1],R). Pour € > 0 et n € N, on considére 'ensemble
> n} |

‘f ()
2. En déduire que I'ensemble des fonctions de C nulle part dérivables est dense dans C.

— f(z)
y—

Um:{fECWxE[O,l],EIyE[O,l],O<\y—x\<€,

1. Montrer que U, ,, est un ouvert dense dans C.

Remarque 10. Voir un exemple d’une telle fonction dans [ZQ)], p. 261 (construit lui aussi
comme somme d’une série de fonctions)

Remarque 11. Les fonctions du type x — z%sin(z”) et z + Jsin(Nx) permettent d’ob-
tenir des amplitudes d’ordre de grandeur différent pour une fonction et sa dérivée.

Exercice 1.12. Un nombre réel x est dit de Liouville si, pour tout entier n, il existe un
rationnel £ (¢ > 2) tel que :

r——| < —

q

Montrer que I’ensemble des nombre de Liouville est un Gs dense de mesure de Lebesgue
nulle.

0<

p’1

Définition 8. Un espace topologique est dit séparable s’il admet un sous-ensemble dé-
nombrable et dense.

Remarque 12. Ne pas confondre avec un espace topologique séparé, dans lequel deux
points distincts ont des voisinages disjoints.



Définition 9 (Espace polonais). Un espace topologique X est un espace polonais si sa
topologie est séparable, métrisable et admet une distance compatible compléte.

Définition 10. Soit X un espace topologique.

On dit que = € X est un point isolé si {z} est ouvert dans X.

A C X est dit parfait si A est une partie fermée sans points isolés.

On dit que x € X est un point de condensation si tout ouvert contenant x est non
dénombrable, et on note X* ’ensemble des points de condensation.

Théoréme 5 (Cantor-Bendixon). Soit X un espace polonais.
Alors X s’écrit de maniére unique X = PUD, ot P est parfait et D est ouvert dénombrable.

Exercice 1.13. (Démonstration) Soit X un espace polonais.

1. Montrer qu’'un espace métrisable est séparable si et seulement s’il admet une base
dénombrable d’ouverts.

2. Posons P = X* et D = X\ P.
a. Montrer D est ouvert et dénombrable.

(Indication : on cherchera a définir D a partir d'une base dénombrable d’ouverts de X)
b. Montrer que P est parfait.

3. On cherche a montrer 'unicité d’une telle décomposition. Soit X =: P, U D; une
décomposition comme dans I’énoncé du théoréme.

a. Montrer que Dy C D

b. Montrer que si un espace polonais Y a un ouvert dénombrable U, alors U contient
un point isolé.
(Indication : on pourra utiliser le théoréme de Baire)

c. En déduire que P, C P.

d. Conclure.

Le théoréme de Banach-Steinhaus

Définition 11. Soient E et I’ deux espaces vectoriels normés.
On note L(E, F') 'ensemble des applications linéaires continues de E dans F'.

Proposition 1. Soit L une application linéaire de E dans F. Alors L € L(E,F) si et
seulement si :

AC > 0,Vz € E, || L(x)]| < C|z||

Dans ce cas, la meilleure constante est notée :

L(x
Ll = sup 1T o)
a0 ||l lle)|=1
Proposition 2. || - ||zg,r) est une norme sur L(E, F).

Si I est un espace de Banach, alors L(E, F') aussi.



Exercice 1.14. Démontrer les propositions 1 et 2.

Théoréme 6. (Banach-Steinhaus) Soit E un espace de Banach et ' un espace vectoriel
normé. Soit (T});cr une famille (non nécessairement dénombrable) d’opérateurs linéaires
continus de E dans F'. On suppose que

Vo € E, sup ||Ti(x)]| < +o0
iel

Alors
SHP |Till e, py < +00.
ic

Proposition 3. (Version plus forte du théoréme 6) Avec les mémes hypothéses que
précédemment, i

sup ||'Til| g,y = +o00.

il

Alors, il existe Q) un Gs dense tel que :
Va € Q, sup [ Ti(z)]| = +o0
iel

Corollaire 4. Soient E des espaces de Banach et F' un espace vectoriel normé. Soit (T,,)ner
une suite d’opérateurs linéaires continus de E dans F' tels que pour tout x € E, T,(z)
converge pour n — +oo vers une limite notée T'(x). Alors T € L(E, F) et

< Tim '
”THL(E,F) > 13}_{225 HTnHE(E,F)

Remarque 13. Le théoréme est faux si £ n’est pas un espace de Banach.
Soit E l'espace des suites réelles nulles a partir d’'un certain rang, muni de la norme sup.
Définissons, pour n € N, les opérateurs 7, de £ dans R par :

Vue B, T,(u) = Zup
p=0

Alors, on a :
Vu € E, sup ||T,.(u)|| < +o0 mais ||T,]| =n — +o0
neN n——+oo

Exercice 1.15. (Démonstration du théoréme 6)
1. On considére, pour n € N*| les ensembles A,, = {x € E,Vi € I||T;(z)| < n}.

Montrer qu’il existe ng € N*, tel que A, # ()
2. En déduire l'existence d’une boule ouverte B(zg,7), telle que :

Vz € B(Io,T), H,*Tl<z)|| < ng

3. Conclure.
Exercice 1.16. Démontrer la proposition 3 a ’aide de la démonstration du théoréme 6.



Proposition 4. ([Ru]) Il existe un Gs dense dans CY_ telle que pour tout f € 2, la série
de Fourier de f diverge sur un Gs dense dans R.

Exercice 1.17. (Démonstration) Pour f € CY | on définit ¢,(f) et S,(f) par :

21>
Vn € Z, en(f) i= £ [ f()e™dt et Vn €N,V €R, Spf(z) = 3 eu(f)e,

or Jo L
=—n

Puis, on définit pour n € N, A, : CY — C par Vf € C9 . A, f := S, f(0).
Enfin, on note s*(f, ) = sup,,cy |Snf(2)]

1. Montrer que, pour tout n € N, A,, est une forme linéaire continue sur C9_ de norme
| Dyl ot D, est la fonction de C9_ définie par :

sin((n + 1/2)t)
sin(t/2)

vt €0, 2x], Do(t) =

2. Montrer que ||D,|; — +oo.
n—+0oo

3. a. En déduire qu'il existe Qg un Gs dense dans CY_, tel que : Vf € Qp, s*(f,0) = +oo0.
b. Généraliser cette propriété a tout z € R. On note €2, le Gs dense obtenu.

4. Soit X un ensemble dénombrable de réels. Montrer qu’il existe {x un Gs dense dans
CY_ tel que :
VfeQx,Ve e X, s*(f,z) =+

5. Montrer que si X est dense dans R, alors pour tout f € Qx, {x € R, s*(f,z) = +oc0}
est un Gs dense dans R.

6. Conclure.

Remarque 14. On aurait pu s’arréter a la question 4. pour montrer que tout ensemble
dénombrable X dense dans R, on peut trouver un Gs dense dans C5_ telle que la série de
Fourier de chaque élément de ce G5 dense diverge sur X. L’intérét de continuer réside dans
la proposition 5 : un G5 dense dans R est non dénombrable.

Proposition 5. ([Ru]) Dans un espace métrique complet sans points, aucun ensemble
dénombrable n’est un Gs dense.

Exercice 1.18. (Démonstration de la proposition 5)
Soit X = NyenO,p = {xn,n € N} un Gs dense et dénombrable.

1. Montrer que O,\{x,} est encore un ouvert dense.
2. Conclure.

Définition 12. Une mesure positive p est dite o-finie s’il existe une suite croissante (pour
I'inclusion) de parties mesurables (F,), telle que :
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Exercice 1.19. Soit 1 < p < 400 et g 'exposant conjugué (% + % =1).

1. Soient (a,)nen une suite complexe telle que pour tout (b, )nen € 14(N) la série > a,b,
converge. Montrer que (a,), € [P(N)

2. Généraliser ce résultat dans LP(u) ou g est une mesure o-finie et 1 < p < 400 : i.e.

montrer que toute fonction réelle mesurable f telle que fg € L'(u) pour tout g € LI(p)
est dans LP(u).

D’autres applications du théoréme de Banach Steinhaus : (voir par exemple [CM])
— Non convergence de I'interpolation de Lagrange (Phénoméne de Runge)
— Intégration numérique : Méthodes de Gauss, Théoréme de Polya.

Les théorémes de ’application ouverte et d’isomorphisme de
Banach.

Deéfinition 13. Soient E et I’ deux espaces vectoriels normés.
On appelle isomorphisme de E dans F' toute application linéaire continue bijective, et
d’inverse continu, et on note Isom(E, F') 'ensemble des isomorphismes de E dans F.

Proposition 6. Soient E et F' deux espaces de Banach.
Alors Isom(E, F) est un ouvert de L(E, F).

Exercice 1.20. (Démonstration de la proposition 6) Soit L € Isom(E,F) et M €
L(E,F). 1l s’agit que L+M est bijectif d’inverse continu pour M de norme suffisamment
petite.

1. se ramener au cas ou F'=F et L = Idg.

2. conclure.

Théoréme 7. (Application ouverte) Soient E,F des espaces de Banach, T un opéra-
teur linéaire continu surjectif de E sur F. Alors il existe ¢ > 0 tel que :

Théoréme 8. (Isomorphisme de Banach) Soient E| F des espaces de Banach et T un
opérateur linéaire continu bijectif de E sur F. Alors T € Isom(E, F), i.e. T™! est continu
de I' dans E.

Remarque 15. On peut montrer (exercice) que le résultat du théoréme 7 est équivalent
a : 'image par L de tout ouvert de E est un ouvert de F'. On dit qu'un telle application
est ouverte, d’oti le nom du théoréme.

Remarque 16. Une application surjective continue (non linéaire) de R dans lui-méme
peut ne pas étre ouverte : il suffit par exemple qu’elle soit constante sur un intervalle
d’intérieur non vide.
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Remarque 17. Si I'on ne fait pas d’hypothése de complétude, le théoréme est faux : en
choisissant £ = F 'espace vectoriel normé des suites réelles nulles a partir d'un certain
rang (muni de la norme sup), 'application linéaire continue qui a (uy), associe (%), est
d’inverse non continu.

Exercice 1.21. (Démonstration du théoréme 8) Montrer que le théoréme 8 est une
conséquence directe du théoréme 7.
Exercice 1.22. (Démonstration du théoréme 7)
1. Pour n € N*, on pose A,, = nT(Bg(0,1)).
a. Montrer qu'il existe yo € F' et ¢ > 0, tels que : Br(yo,4c) C T(Bg(0,1))
b. En déduire que Br(0,2¢) C T(Bg(0,1))
2. Soit y € Br(0,¢). Construire une suite (z,), € EN telle que :

1
< —_—
vnen:, { Il < &
{M—LQﬁﬂ%W<%
3. Conclure.
Exercice 1.23. Soit E un espace vectoriel normé muni de deux normes || - ||; et || - ||2, et

complet pour ces deux normes.
On suppose de plus que :
k>0, |- [lr < k[ - 2

Montrer que les deux normes sont équivalentes.

Proposition 7. ([Ru]) L’application linéaire F : L3 — co(Z,C) définie par :

‘F(f) = (Cn(f))nez
est continue, injective, mais pas surjective.

Remarque 18. On peut construire explicitement une série trigonométrique convergente
qui n’est pas une série de Fourier (voir par exemple les exercices de [ZQ)).

Exercice 1.24. (Démonstration de la proposition 7)

1. Supposons que F est surjective. Montrer qu'il existe § > 0 tel que, pour tout f € L} |

IF()llos = 8111

2. Obtenir une contradiction en considérant les fonctions D,,.
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Théoréme du point fixe

Théoréme 9. (Point fire de Banach, méthode itérative de Picard, [Ro]) Soit
(E,d) un espace métrique complet et f: E — E une application contractante, i.e.

Jk € [0,1[,Va,y € E, d(f(x), f(y)) < kd(z,y)

Alors f admet un unique point fite a € E (f(a) = a).
De plus, pour tout o, la suite des itérés de xo par f, définie par : ¥n € Ny x,1 = f(z,)
converge géométriquement vers a

kn
1—k

Vn e N, d(z,,a) < d(zy, o).

Exercice 1.25. (Démonstration et nécessité des hypothéses du théoréme 9)
1. Montrer le théoréme 9 par la méthode itérative de Picard.

2. Trouver des contre-exemples dans les cas suivants (avec les mémes notations que dans
I'énoncé du théoréme 9) :

a. f : ' — E est contractante mais n’admet pas de point fixe parce que E n’est pas
complet.

b. F métrique complet, mais f : £ — E n’admet pas de point fixe parce qu’elle n’est
pas contractante, bien qu’elle verifie : V(x,y) € E?, d(f(z), f(y)) < d(z,y).

c. E métrique complet, f : F — E admet plusieurs points fixes parce qu’elle n’est pas
contractante.

3. Soit E un espace métrique complet et f : E — E. On suppose qu’il existe p € N* tel

que fP (f composée p fois) est contractante. Montrer que f admet un unique point fixe a
dans FE, et que, pour tout xo € X, la suite des itérés de xy par f converge vers a.

Remarque 19. Il existe de nombreux théorémes de point fixe, avec des hypothéses plus
fortes sur E (par exemple E compact) et plus faibles sur f ou encore une version avec
paramétre (voir [Ro]).

Remarque 20. Ce théoréme a de nombreuses applications (méthode de Newton, théo-
réme des fonctions implicites, Cauchy-Lipschitz...). Voir le TD de calcul différentiel pour
quelques-unes d’entre elles.

Compacité

Définition 14. (Propriété de Borel-Lebesgue) Soit E un espace topologique.
On dit que K C E est compact s’il est séparé et que pour tout recouvrement de K par
des ouverts (O;)er :

K C UOi
i€l

on peut extraire un sous-recouvrement fini.

13



Définition 15. (Précompact) Un espace métrique (F,d) est dit précompact si :

Ve > 0,3n € N*, I(ax)1<kh<n € E", E =] Blay, ¢)
k=1

Proposition 8. Tout espace métrique précompact est séparable.

Théoréme 10. (Bolzano-Weierstrass) Soit (E,d) un espace métrique.
Alors K C E est compact si et seulement si de toute suite a valeurs dans K, on peut
extraire une sous-suite convergente.

Exercice 1.26. (Démonstration)

1. Supposons K compact et (x,), € K une suite & valeurs dans K.
On pose, pour n € N, A, = {z,,p > n}. Montrer que 'ensemble des valeurs d’adhérence

de a (),ey An est non vide. En déduire I'implication = (condition nécessaire).

2. Montrons la réciproque. On suppose que toute suite vérifie la propriété de Bolzano-
Weierstrass.
Soit K C |J;c; O; un recouvrement de K par des ouverts.

a. Montrer la propriété suivante :

de > 0,Va € K,Ji € I, B(a,e) C O;

b. Montrer que K est précompact.
c. Conclure.
Cette démonstration nous invite & énoncer la propriété suivante :

Proposition 9. Un espace métrique est compact si et seulement s’il est précompact et
complet.

Remarque 21. Munis de la distance usuelle :
R est complet mais ni compact, ni précompact.
[0, 1] est précompact mais ni compact, ni complet.

Exercice 1.27. (Démonstration de la proposition 9) La condition nécessaire est
facile.

Soit (E,d) un espace métrique précompact et complet, et (z,), € E" une suite a valeurs
dans FE.

1. Montrer qu’on peut en extraire une sous-suite de Cauchy.

2. Conclure.

Exercice 1.28. (jauge, [Ro])

1. Soit £ un R-espace vectoriel. Soit N : F — R, une application telle que :
l.Vxe E, N(z) =0« 2 =0g,
2. Vx € E\VA € R, N(Az) = |A|N(z),
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3. la boule unité B = {z € E, N(z) < 1} est convexe.
Montrer que N est une norme.

2. Soit F un R-espace vectoriel de dimension finie. Soit K une partie de F. Montrer
I’équivalence des assertions suivantes :

(i) K est compact, convexe, symétrique par rapport a Og et Og est intérieur & K.

(ii) Il existe une norme N sur E pour laquelle K est la boule unité fermée : K = {x € F|N(z) < 1}.

Exercice 1.29. (distance de Hausdorff)
Soit K 'ensemble des parties compactes non vides de C. Pour F' € K et ¢ > 0, on note
Vi(F) ={z € Cld(z, F) < €} (e-voisinage de F'). Pour F et G € K, on pose :

O(F,G) =min{e > 0|F C V(G) et G C V(F)}.

1. Montrer que d est une distance sur K.

2. Soit (G),) une suite d’éléments de K, décroissante pour 'inclusion. Montrer qu’on a :
G, — NpenG, dans (K,9).

n—-+0o
3. Montrer que (/C,0) est un espace métrique complet.
(Indication : si (F},), est une suite de Cauchy de (K, 0), on pourra considérer la suite (G,),
définie par G, =5, F, pour p € N.

Remarque 22. Ne pas confondre la distance de Hausdorff, avec la distance entre deux
parties de C définies par : d(A;, Ag) = inf{d(z, Ay),z € A;}. En effet :

d({0}, B(0,1)) = 0 mais 6({0}, B(0,1)) =1
De plus, 'exemple précédent montre que d n’est pas une distance sur K.

Définition 16. (Topologie produit) Soit (E;, 7;);c; une famille quelconque d’espaces
topologiques, et £ =[], Ei.

On note, pour ¢ € I, m; : E — E; la projection sur E;.

On appelle topologie produit la topologie engendrée par les 7; '(w;), i € I, w; € T;.

C’est la topologie initiale associée aux projections 7;, i.e. la topologie la moins fine les
rendant continues. Une base de cette topologie est formée par les intersections finies de la
prébase (771 (w;))icrweT; © les rectangles ouverts, i.e. les ensembles de la forme :

Hwi X H E; avec J partie finiede I et Vi € J, w; € T;

ieJ i€I\J

Proposition 10. Avec les mémes notations que dans la définition 16,
— s1 X un espace topologique, une application f : X — E est continue si et seulement si
Vi € I,mof est continue (il suffit de remarquer que I’on peut uliliser la caractérisation
de la continuité sur une prébase).
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— Une suite (2") € EN converge vers y € E au sens de la topologie produit si et

seulement Vi € I, x7 —+> yi. Lorsque tous les E; sont égauz, les éléments de E
n——+0oo

sont les applications de I dans Ey (d’ot la notation EY), et la topologie produit est
la topologie de la convergence simple.

— La topologie produit sur E est séparée si el seulement chacune des topologie est sé-
parée.

Théoréme 11. (Tychonoff) Un produit d’espaces topologiques muni de la topologie pro-
duit est compact si et seulement si chacun des espaces du produit est compact.

La démonstration de ce théoréme utilise ’axiome du choix. On le montre ici dans le cas
métrique et dénombrable :

Théoréme 12. (Tychonoff dénombrable,[ZQ])) Soit (E,,d,).,>1 une suite d’espaces
métriques et E leur produit muni de la topologie produit T. Alors :

1. La topologie T est associée 4 une métrique d, définie par :

“+o00

V(z,y) € £, d(z,y) = Z

n=1

2_ndn<xna yn)
1 + dn(ajna yn)

2. (E,d) est complet si et seulement pour tout n > 1, (E,,d,) est complet.
3. (E,d) est compact si et seulement pour tout n > 1, (E,,d,) est compact.

Exercice 1.30. (Démonstration du théoréme 12)

1. Montrer que 9, = 11’&, est une distance topologiquement équivalente a d,, et que la

topologie associée a d est bien la topologie produit.
2. Montrer 2.
3. Soit (z7), € EN.
a. Montrer que si pour tout n > 1, il existe une extractrice ¢,, et x, € FE,, tels que

@ 4. alors il existe une extractrice ¢ telle que : z9® —s 7.
p——+o00 p——+00

b. Conclure.

xﬁ"

Remarque 23. Pour montrer qu’une distance induit une topologie, il ne suffit pas de
montrer les deux topologies ont les mémes suites convergentes. En revanche, c’est suffisant
pour montrer que deux distances sont topologiquement équivalentes (caractérisation des
fermés par les suites).

Remarque 24. La technique utilisée dans la derniére question est ’extraction diago-
nale. On la retrouvera notamment dans la démonstration du théoréme d’Ascoli.

Théoréme 13. (Banach-Alaoglu) Soit E un espace vectoriel réel ou complexe normé et
séparable, et E' son dual topologique. Alors la boule unité de E' est métrisable et compacte
pour la topologie faible-x.
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Remarque 25. Ce théoréme est une conséquence du théoréme 12. La point 2. reste vrai
sans I'hypothése de séparabilité en utilisant le théoréme 11. La séparabilité est en revanche
nécéssaire au point 1. (voir les applications du théoréme de Hahn-Banach).

Exercice 1.31. (Démonstration du théoréme 13) Soit £ un espace vectoriel normé
sur K =R ou C. Soit pour tout n € N*, (X,,,d,) = (Bk(0,1),]-|), et X le produit des X,
muni de la topologie produit. On le munit de la distance d définie dans le théoréme 12.
Soit enfin (z,), une suite a valeurs dans la boule unité fermée de E, dense dans celle-ci.
1. Montrer que Uapplication j : B — X définie par V¢ € B, j(¢) = (¢(2n))n<1 est
bien définie et injective.

2. Montrer que j(Bg) est fermé dans (X, d).

3. Montrer que la distance § sur By définie par : Vo, € B, 0(p, ) = d(j(p), (1))
induit bien la topologie de la convergence faible—x de Bgs (on trouvera au préalable une
prébase de la topologie de la convergence faible-x.

4. Conclure.
Proposition 11. Les compacts de R sont les fermés bornés.

Remarque 26. En effet, on voit facilement que tout segment est précompact et complet,
donc compact.

On pourrait déduire cette proposition du résultat suivante : de toute suite réelle, on
peut extraire une sous-suite monotone (pour le démontrer, si (u,), est la suite consi-
dérée, distinguer les cas {sup;s,, ux,n € N} fini et infini)

Enfin, on pourrait aussi montrer que la liminf (resp. limsup) d’une suite bornée est sa plus
petite (resp. plus grande) valeur d’adhérence.

Théoréme 14. Soit E un espace vectoriel normé réel. Alors E est de dimension finie si
et seulement si toutes les normes sur E sont équivalentes.

Exercice 1.32. (Démonstration du théoréme 14)

1. Supposons E de dimension finie. Soit N une norme sur E. Montrons qu’elle est équiva-
lente & || - ||oo

a. Montrer qu’il existe k£ > 0 tel que N(-) < k| - || -

b. Montrer que la sphére unité pour || - ||, est compacte.

c. Conclure.

2. Trouver un contre-exemple en dimension infinie.

3. On suppose maintenant que toutes les normes sur E sont équivalentes.
a. Montrer qu’alors toutes les formes linéaires sont continues.
b. Montrer qu’en dimension infinie, il existe toujours une forme linéaire non continue.
c. Conclure.

Remarque 27. Ainsi, tout espace vectoriel normé réel de dimension n est égal & R” muni
de la topologie produit & isomorphisme bicontinu prés.
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Définition 17. (Relativement compact) On dit qu’une partie A d’un espace topolo-
gique séparé est relativement compacte si son adhérence est compacte.

Théoréme 15. (Théoréme de Riesz) Soit E un espace vectoriel normé réel. Alors les
propositions suivantes sont équivalentes :

(i) E est de dimension finie.
(ii) Toute partie bornée de E est relativement compacte.
(11i) E est localement compact.

(iv) La boule unité fermée de E est compacte.

Remarque 28. Cet énoncé s’applique aussi aux espaces vectoriels normés complexes puis-
qu’ils sont des espaces vectoriels normés réels par oubli de structure.

Cependant, R est un QQ-espace vectoriel normé de dimension infinie, mais sa boule unité
fermée est compacte.

Q est un Q-espace vectoriel normé de dimension 1, mais sa boule unité fermée n’est pas
compacte.

Lemme 16. (Lemme de Riesz, [B]) Soit E un espace vectoriel normé, F' un sous-espace
vectoriel fermé, et € €]0,1[. Alors si F # E, il existe u € E tel que :

lul| =1 et du,F)>1—¢

Exercice 1.33. (Démonstration du théoréme 15)
1. Montrer que (i7), (iii) et (iv) sont équivalentes.
2. Démontrer le lemme 16.

3. Counclure.

Théoréme d’Ascoli

Définition 18. (équicontinuité) Soient K un espace topologique, et F' un espace mé-
trique, et soit A une partie de CY(K, F). On dit que A est équicontinue en a € K si, en
notant 7, ’ensemble des ouverts contenant a :

Ve > 0,3w, € To,Vy € K,Vf € A, (y € w, = dp(f(x), f(y)) <€)

Définition 19. (équicontinuité uniforme) Avec les mémes notations que dans la défi-
nition 18, en supposant de plus K métrique, on dit que A est uniformément équicontinue
si :

Ve > 0,3n > 0,VY(z,y) € K2 Vf € A, (dx(z,y) <n = dp(f(2), f(y)) <€)

Remarque 29. Toute famille uniformément équicontinue est équicontinue en tout point
de I'espace de départ.
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Exemple 3.

— Toute famille finie d’applications continues au point @ € K (resp. uniformément
continues) est équicontinue au point a € K (resp. uniformément équicontinue).

— Toute famille d’applications K —lipschitziennes est uniformément équicontinue (et a
fortiori équicontinue en tout point).

— La famille des translatés (7,f = f(-—a)) d’une fonction continue f est uniformément
équicontinue.

Proposition 12. Si K est métriqgue compact, une famille équicontinue en tout point de K
est uniformément équicontinue.

Remarque 30. Cette proposition rappelle bien évidemment le théoréme de Heine. On
laisse la démonstration en exercice.

Théoréme 17. (Ascoli) Soient K et F deuz espaces métriques. On suppose K compact
et F' complet.
Soit A une partie de C°(K, F). Alors A est relativement compacte dans C°(K, F) si et
seulement si :

— A est équicontinue en tout point de K.

— pour tout v € K, A, := {f(z); f € A} est relativement compact dans F'.

Remarque 31. Il existe de trés nombreuses versions du théorémes d’Ascoli (voir par
exemple [ZQ)]) Nous en citons une plus forte ci-dessous.

Théoréme 18. (Ascoli) Soient K un espace topologique compact et F un espace métrique.
Soit A une partie de C°(K, F).
Alors on a la méme équivalence que précédemment.

Remarque 32. (Nécessité des hypothéses)

— A(z) relativement compact : A = (Idj 1]+n)nen est une famille de C°([0, 1], R) unifor-
mément équicontinue, mais elle n’admet pas de sous suite uniformément convergente
dans C°(]0, 1], R).

— A équicontinue en tout point de K : A = (sin(nx)),, est une famille de C°([0, 1], [0, 1]),
mais elle n’admet pas de sous suite uniformément convergente dans C°([0, 1], [0, 1]).

— K compact : Soit f € C?(R,R) une fonction continue & support compact non nulle :
la suite (7,,f)nen est uniformément, équicontinue et bornée dans C°(R,R) mais elle
n’admet aucune sous-suite uniformément convergente dans C°(R, R).

Exercice 1.34. (Démonstration du théoréme 17) On cherche & montrer dans un
premier temps a vérifier la condition suffisante.

1. Montrer qu’il existe D C K dénombrable et dense dans K.

2. Soit (fn)nen une suite de A. Montrer qu’il existe une extraction v telle que, pour tout
d € D, (fym)(d))nen converge dans F' vers une limite notée f(d).

3. Montrer que f se prolonge de maniére unique en une application uniformément continue
sur K, toujours notée f.
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4. Montrer que (fy(n))nen converge vers f uniformément sur K et conclure.

5. Montrer la réciproque.

Remarque 33. Une propriété remarquable utilisée dans cette démonstration est la sui-
vante : toute application uniformément continue sur une partie dense de son ensemble de
départ et a valeurs dans un espace complet est prolongeable par continuité (de maniére
unique, et la prolongement est uniformément continu).

Cette propriété n’a plus de sens si K n’est pas métrique, et de plus K n’est plus nécessai-
rement séparable. Il va falloir adapter la démonstration pour prouver le théoréme 18

Exercice 1.35. (Démonstration du théoréme 18)

Ici aussi, on montre d’abord le sens direct.
1. Montrer 'existence d’une famille (af)ren icrr) d’¢léments de K (ou pour chaque k, I(k)
est un ensemble fini non vide), et de voisinages ouverts (wf);, de ces éléments, tels que :

Yk, Vi€ I(k),Vf € A Yy € wF,d(f(y), flaF) <

)

s et Vk, K = Ujcrnyw?

2. Soit (fy)nen une suite de A.

a. Reprendre la question 2 de la démonstration du théoréme 17 avec pour D I’ensemble
des éléments al.

b. Montrer que pour tout * € K, (fym)(z)), admet une unique valeur d’adhérence
notée f(z).

c. Montrer que f est continue et que la convergence est uniforme.

3. Montrer la réciproque.

Remarque 34. Noter que cette fois-ci, D n’est pas nécessairement dense.
On a utilisé la propriété remarque suivante : une suite a valeurs dans un compact converge
si et seulement si elle admet une unique valeur d’adhérence.

Exercice 1.36. [HL]
Soient X,Y des compacts de R" et K € C°(X x Y, R).
Pour f € C°(X,R), on définit Tf : Y — R par :

TH(y) = /X K () (x)da

Montrer que T envoie C°(X,R) dans C°(Y,R) et que T est un opérateur compact.

Exercice 1.37. On considére I'ensemble E = C'*°([0, 1], R) muni de la métrique d définie
par :

+00 .
min(1, || f*) — ¢g®)
Vf.g€Ed(f.g) =) cl o )

k=0
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1. Montrer qu’une suite (f,), a valeurs dans E converge vers f € E si et seulement si :
VkeN, f¥ = % dans C°((0, 1], R).
n—-—+0oo

2. En utilisant le théoréme d’Ascoli, vérifier que les compacts de (F,d) sont exactement
les ensembles fermés qui sont bornés dans le sens suivant : F' C E est borné si pour tout
A > 0 il existe > 0 tel que F' C SB4(0, \).

3. Montrer que si la topologie sous-jacente a (FE,d) était normable alors la boule unité
fermée de E (pour cette norme) serait compacte. Conclure.

Exercice 1.38. Soit F' un sev fermé de C°([0, 1], R) muni de la convergence uniforme. On
suppose que tous les éléments de F' sont dérivables sur [0, 1].

1. On fixe yy € [0,1]. Pour f € F et y # o dans [0, 1], on pose :

Ay(f) _ f(y; : 3J/CO(?/O)

A Paide du théoréme de Banach-Steinhaus, montrer qu’il existe M € R tel que :

Vi e F, sup [Ay(f)] < M| £l

Y7#Yo

2. En déduire que la boule unité de F' est équicontinue en yq.
3. Au moyen du théoréme d’Ascoli, montrer que la boule unité fermée de F' est compacte.

4. Que peut-on en conclure sur la dimension de F'?

Théoréme de Stone-Weierstrass

Théoréme 19. (Stone- Weierstrass) Soit A une sous-algébre de C°(K,R) ou K est un
espace métrique compact.
On suppose que :

— A sépare les points : ¥(x,y) € K*,x £vy,3f € A, f(z)# f(y).

— A contient les constantes.

Alors A est dense dans C°(K,R).

Exemple 4. (applications)

~ Les polynomes sont denses dans C°([a, b], R).

— Une fonction continue et 27-périodique est limite uniforme d’une suite de polynémes
trigonométriques (ceci ne prouve pas qu’'une fonction continue est somme de sa série
de Fourier, cf. proposition 4)

— Les fonctions a variables séparées de C(K; x K5, R) (ou K; et Ky sont deux espaces
métriques compacts, i.e I'espace vectoriel engendré par les fonctions produits de la
formes (x,y) — fi(z)f2(y) avec fi € C°(K;,R) pour i = 1,2) sont denses dans
C°(K, x Ky, R).

— %K, R) est séparable si K est un espace métrique compact (considérer la Q-algébre
engendrée par la fonction constante égale a 1 et les fonctions distances & chaque
partie d’un ensemble dénombrable dense de K).
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Exercice 1.39. (Démonstration du théoréme 19)
1. On définit une suite (P,), de polynémes par :

1
Py=0et YneEN, P, 1(X)=P,(X)+ 5(X — P,(X)%).

Montrer que (P,)nen converge uniformément vers / sur [0,1]. En déduire que pour tout
R >0, z — |z| est limite uniforme d’une suite de polynomes sur [—R, R].
2. Soit (f,g) € A% Montrer que min(f, g) et max(f,g) sont dans A.
3. Soient a # b deux éléments de X. Soient « et 5 deux réels. Montrer qu’il existe f € A
telle que f(a) = a et f(b) = f.
4. Soit f € C°(K,R). Soit € > 0.
a. Soit v € K. B
Montrer qu’il existe g € A telle que : g(x) = f(z) et Vy € K, g(y) < f(y) + €.
b. Montrer qu’il existe h € A telle que f —e < h < f + €. Conclure.

Remarque 35. A la place de la premiére question, on aurait aussi pu démontrer que la
fonction v/1 — - est limite uniforme sur [0, 1] des sommes partielles de sa série de Taylor (il
suffit de montrer que cette converge converge normalement, sa somme sera aussitot /1 — -
par unicité de la limite simple).

Proposition 13. Le théoreme 19 reste vrai dans le cas complexe si ['on suppose de plus
que A est stable par conjugaison.

Proposition 14. Toute limite uniforme de polynémes dans C°(R) est un polynéme.

Remarque 36. En particulier, les polynomes ne sont pas denses dans C°(R). L’hypothése
de compacité sur K est nécessaire.

Théoréme de Hahn-Banach

Définition 20. (semi-norme) Soit £ un espace vectoriel normé sur K =R ou C.
On dit qu’une application p: E — R, est une semi-norme si

Ve € B,V € K, p(Az) = |A|p(x) homogénéité)
V(z,y) € B2, p(x +y) < p(x) + p(y) (sous-additivité)

Théoréme 20. (Hahn-Banach réel analytique) Soient E un R-espace vectoriel, p une
semi-norme sur E, F' un sous-espace vectoriel de E et enfin f une forme linéaire sur F
vérifiant :

Vo € F,|f(x)] < p(x)

Alors f admet un prolongement linéaire & E encore noté f et vérifiant :

Ve € B, |f(z)] < p(x)
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Remarque 37. Le théoréme est encore vrai sans les valeurs absolues si I’'on suppose
seulement que p est une sous-norme (i.e.positivement homogéne et sous-additive)

Théoréme 21. (Hahn-Banach réel géométrique) Soient E un R-espace vectoriel
normé, A et B deux convezes disjoints, tels que :

(i) (séparation large) A est ouvert. Alors il existe un hyperplan fermé qui sépare A et B.
(ii) (séparation stricte) A est compact et B fermé. Alors il existe f € E', telle que :
inf f(a) > sup f(b).

acA beB
Autrement dit, il existe un hyperplan affine qui sépare strictement A et B.

Remarque 38. Un hyperplan vectoriel est fermé si et seulement il est le noyau d’une
forme linéaire continue. Sinon, il est dense.

Un hyperplan affine d’équation f = « sépare strictement deux parties de F s’il existe
a; < a < ay tels que I'une des parties est incluse dans le demi-espace fermé {f < oy} et
l'autre dans le demi-espace {f > as}.

Remarque 39. Les théorémes d’Hahn-Banach ont de nombreuses versions, et découlent
du lemme de Zorn, voir |B].

En revanche, on va montrer en exercice que le théoréme 21 se déduit sans trop de difficultés
de la version mentionnée dans la remarque 37 du théoréme 20.

Corollaire 5. Soit E un R-espace vectoriel normé, et x # 0 un élément de E.
(1) Il existe une forme linéaire continue de norme 1 telle que f(x) = ||z||.

1 e F'— f(x) € R est forme linéaire continue de norme ||z|| (et donc E s’injecte
(ii) f j
isométriquement dans E").

(i1i) E' sépare les points de E.

Corollaire 6. Soit E un espace vectoriel normé réel, et F un sous-espace vectoriel.
(1) Si f € F', alors f admet un prolongement g € E' tel que ||g|| = || f|-
(ii) x € F & (Vg€ E',gp =0 = g(z) =0)
(iii) F est dense si et seulement si toute forme linéaire continue qui s’annule sur F est
nulle.

Exercice 1.40. (Démonstration du théoréme d’Hahn-Banach géométrique a par-
tir de sa version analytique)
1. Supposons (i) montré (séparation large). Soient A et B deux convexes disjoints tels que
A est compact et B fermé.

a. Montrer que d = d(A, B) > 0 et que A+ B(0,2) et B+ B(0, ) sont deux convexes
ouverts disjoints.

b. En déduire (7).
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2. Montrons (7). Soit A et B deux convexes disjoints. On suppose A ouvert, et on choisit
deux éléments z( et y, appartenant respectivement a A et B. On note 2y = 39 — 0.

a. Montrer C' = zy + (A — B) est un convexe ouvert contenant 0.

b. Montrer que la jauge j du convexe C' est une sous-norme (on n’oubliera pas de
vérifier que j ne prend que des valeurs finies) et que : Vo € F, (z € C & j(x) < 1)

c. Soit f la forme linéaire définie sur Rzy par f(z9) = 1. Montrer qu’on a : f < j sur
R 2.

d. Conclure a laide de la remarque 37 (on n’oubliera pas de vérifier que ’hyperplan de
séparation est fermé. Grace a la remarque 38, il suffit de vérifier qu’il n’est pas dense. Une
autre méthode consiste a trouver une constante C' > 0 telle que j < C|| - ||)-

Exercice 1.41. Soit F un R-espace vectoriel normé. Montrer qu’une suite faiblement
convergente est bornée.
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Remarque 40. Réciproquement, d’aprés le théoréme de Banach-Alaoglu (théoréme 13),

toute suite bornée dans un espace de Banach réflexif (par exemple un espace de Hilbert)
admet une sous-suite faiblement convergente.

Exercice 1.42. (Démonstration de la remarque 25)
Soit E un espace vectoriel normé réel. Supposons qu’il existe une distance d sur la boule
unité de E’ qui induise la topologie faible-x, et montrons qu’alors E est séparable.

1. Montrer que pour tout n € N, il existe F;, une partie finie de E et ¢, > 0 tels que :

_ _ 1
{l € Bg:(0,1),Vx € F,,, |l(x)| < e,} C{l € Br(0,1),d(0,1) < ]
n
2. En déduire que 'espace vectoriel engendré par U, F;, est dense dans F

3. Conclure.

Remarque 41. En revanche, la topologie faible-x sur £’ est métrisable si et seulement si
E admet un base algébrique au plus dénombrable, ce qui est impossible pour un espace de
Banach de dimension infinie (conséquence du théoréme de Baire).

Théoréme 22. (Lax-Milgram) Soient H un espace de Hilbert et a une forme bilinéaire
qui est :
1. continue sur H?, i.e. 3C > 0,Y(u,v) € H?, |a(u,v)| < C|lull||v|
2. coercive sur H, i.e. 3o > 0,Yu € H,a(u,u) > o ul?
Alors :
Vo e H,Jlu e H,a(u,.) =
De plus, si a est symétrique, u est ['unique élément qui minimise la fonction J : H — R

définie par : Vv € H, J(v) = 3a(v,v) — p(v)

Lemme 23. Soient H un espace de Hilbert et A € L(H) une application linéaire continue
et coercive, i.e vérifiant : Ja > 0,Yv € H, < A(v),v >> a||v|]®. Alors A € Isom(H)
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Exercice 1.43. (Démonstration du théoréme 22)

1. Montrer, avec les notations du lemme 23, que :
a. A(H) est fermé.
b. A(H) est dense.
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2. En déduire le lemme 23

3. Montrer, a 'aide du théoréme de Fréchet-Riesz, qu’avec les notations du théoréme 22,
il existe un unique A € L(H) et un unique f € H tels que :

Y(u,v) € H? a(u,v) =< A(u),v > et o(v) =< f,v > .

4. En déduire la premiére partie du théoréme 22.

5. On suppose de plus que a est symétrique. Remarquer qu’alors on a, avec les notations
du théoréme 22, Vv € H, J(u) — J(v) < 0 avec égalité si et seulement v = w.

Remarque 42. Ce théoréme a des applications en EDP. C’est notamment 1'un des fon-
dements de la méthode des éléments finis.

Remarque 43. On peut aussi montrer le théoréme de Lax-Milgram a I'aide du théoréme
du point fixe en montrant que pour tout f € H, Papplication Ty : u € H — u — r(A(u) —
f) € H est contractante pour r > 0 suffisamment petit.

Exercice 1.44. (Caractérisation des convexes fermés) Montrer que tout convexe
fermé d’un espace vectoriel normé est I’intersection des demi-espaces fermés qui le contiennent.
En déduire qu'un convexe est fortement fermé si et seulement s’il est faiblement fermé.

Remarque 44. La topologie faible est moins fine que la topologie forte (égale en dimension
finie, strictement moins fine en dimension infinie comme on le démontre dans ’exercice
suivant). On a donc le résultat contre-intuitif suivant : un fermé pour la topologie faible est
toujours fermé pour la norme. Etre fermé pour la topologie faible est une condition plus
forte qu’étre fermé pour la topologie forte!

Exercice 1.45. (Topologie faible et topologie forte) Soit F un espace vectoriel normé
de dimension infinie.

1. Soit 2y € E. Donner un bhase de voisinages de zy pour la topologie faible.

2. On note S (resp. B) la sphére unité (resp. la boule unité fermé).

a. Montrer que 'adhérence de S pour la topologie faible est incluse dans B.

b. Soit z € B, n € N* et (f,..., f,) un n-uplet de formes linéaires continues. Montrer
qu’il existe y € S, tel que : Vi € {1,...,n}, fi(z) = fi(y). En déduire que z est dans
I'adhérence de S.

c. Qu’a-t-on démontré ?

3. Que dire si E est de dimension finie ?
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Un peu de théorie spectrale

Exercice 1.46. (Rayon spectral,[CLF])
Soit A une algébre de Banach complexe unitaire, et A* I'ensemble des éléments inver-
sibles de A. Soit z € A, on définit le spectre de = par :

Sp(z) ={ e C,z —A1¢ A"} (1)

et son rayon spectral par :

p(x) = sup{|A|, A € Sp(z)} (2)
1. Soit = € A*, et y € A. Montrer que si ||z !|||Jy]] < 1, alors x — y est inversible. En
déduire que A* est ouvert.
2. Soit z € A. Montrer que Sp(x) est une partie compacte de C, incluse dans B(0, ||z||).
3. Soit x € A. Montrer que 'application résolvante définie par :

VA € C\Sp(x), Re(N) = (z — A1)~ (3)

est holomorphe sur 'ouvert C\Sp(x).

4. Montrer que si Sp(x) est vide, alors R, est bornée sur C. En déduire que Sp(z) est non
vide.

5. Soit A € C et n > 1, tel que : |[A| > p(x). Montrer qu’il existe C' > 0, tel que :

[z} < CIA"

6. Montrer pour tout n € N* et tout x € A, Sp(z™) = {A\", A € Sp(z)}. En déduire que
1

p(x) < [l2"]*.

7. En déduire la formule du rayon spectral :

lz"|* — p(x) (4)

n—-+o0o

8. Soit H un espace de Hilbert et u € L(H) un opérateur autoadjoint. Montrer que
|u?|| = ||u||* et en déduire que :
p(u) = [|ull (5)

Soit maintenant v € £(H). Montrer que :

[v]l = v/ p(uu) (6)

Remarque 45. Si E est un espace de Banach, A = L(E), et u € A alors Sp(u) est bien le
spectre de u au sens usuel, & ne pas confondre avec ’ensemble des valeurs propres, inclus
dans le spectre.

Remarque 46. La théorie des fonctions holomorphes & valeurs dans un espace de Banach
est essentiellement la méme que celle des fonctions holomorphes & valeurs dans C : I'idée
étant de rendre le probléme scalaire via des formes linéaires continues et de revenir au cas
vectoriel a 'aide du théoréme d’Hahn-Banach (ou plus précisément ses corollaires).
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Définition 21. (opérateur compact) Soit £ et F' deux espaces vectoriels normés, et T
un opérateur de £ dans F'. On dit que T est compact si 'image de la boule unité de E par
T est relativement compacte.

Exercice 1.47. (Alternative de Fredholm, [B]) Soient E un espace vectoriel normé et
T un opérateur compact de E. Montrer que :

1. Ker(Id — T') est de dimension finie.

2. Im(Id — T) est fermé et Im(Id — T') =Ker(Id — T*)*.

(On admettra dans un premier temps la conséquence du théoréme de Hahn-Banach sui-
vante : pour A un opérateur de E, Im(A) = Ker(A*)1)

3. Ker(Id—T) = {0} & Im(Id—T) = E.
4. dim Ker(Id — T) =dim Ker(I/d —T%).

Remarque 47. Le point 3. exprime le fait que les perturbations compactes de I'identité
sont injectives si et seulement si elles sont surjectives. Propriété toujours vraie en dimension
finie, elle est remarquable en dimension infinie.

Remarque 48. (Explication du nom du théoréme) Ce théoréme peut aussi s’exprimer
ainsi :

— ou bien pour tout f € F, 'équation u — T'u = f admet une unique solution.

— ou bien I'équation homogeéne u — T'u = 0 posséde d = dimker(/d — T) solutions
linéairement indépendantes, et dans ce cas, I’équation non homogéne v — Tu = f
est résoluble si et seulement si f vérifie d conditions d’orthogonalité correspondant &
f €ker(Id —T*)*.

Exercice 1.48. (Opérateurs compacts et opérateurs de rang fini), [CLF]|. Soit H
un espace de Hilbert séparable et T' € L(H) un opérateur compact.

1. Soit (z)neny une suite tendant faiblement vers x € H. Montrer que (7(x,)), tend
fortement vers T'(z).

2. Soit (e,)nen une base hilbertienne de H. Déduire de la question précédent que la suite
(An)n définie par :

Vn > 1, A\, =sup{||T(z)],x € {eq, ... ,en}L et ||z|]| =1} (1)

tend vers 0 quand n tend vers +o00.
3. En déduire que T est limite d’opérateurs de rang fini.

4. Réciproquement, montrer que ’espace des opérateurs compacts est fermé, et en déduire
qu’une limite d’opérateurs de rang fini est compacte.

Remarque 49. Un espace de Hilbert admet une base hilbertienne dénombrable si et
seulement s’il est séparable.

Remarque 50. Attention, un opérateur compact n’est pas limite d’opérateurs de rang
fini en général dans un espace vectoriel normé quelconque (par contre, les résultats de la
premiére et la derniére question restent vrais si £ est un espace de Banach)
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Remarque 51. Par ailleurs, la réciproque du résultat de la question 1. est vraie dans un
espace vectoriel normé réflexif comme conséquence du théoréme de Banach-Alaoglu (voir
par exemple |[CLF]) et en particulier dans un espace de Hilbert.

Exercice 1.49. (Diagonalisation des opérateurs compacts auto-adjoints) Soit H
un espace de Hilbert séparable de dimension infinie et T" € £(H) un opérateur compact
auto-adjoint.

1. Montrer que 0 € Sp(T).

2. Soit A € Sp(T'). Montrer que si A # 0, alors A est une valeur propre réelle de T' (on pourra
utiliser l'alternative de Fredholm), que I'espace propre associé & A est de dimension finie,
que deux vecteurs propres associées a des valeurs propres distinctes sont nécessairement
orthogonaux, et que et que A n’est pas un point d’accumulation de Sp(7") (autrement dit,
’ensemble des éléments non nuls de Sp(7T') est soit vide, soit fini, soit une suite qui tend
vers 0).

3. Déduire de I'exercice sur le rayon spectral qu’il une base hilbertienne de vecteurs propres
de T.

Remarque 52. Le résultat sur le spectre de T (& part le fait qu’il est nécessairement réel et
que deux vecteurs propres sont orthogonaux) reste vrai méme si 7' n’est pas auto-adjoint
(et méme si H est un espace vectoriel normé quelconque d’ailleurs), voir le poly de G.
Carlier (pour le cas quelconque) et [CLF]| (pour le cas Hilbert mais 7' supposé compact
uniquement).
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