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Attention !

Les exercices qui suivent vous paraitront probablement élémentaires, mais 1'expérience prouvent que cer-
tain(e)s d’entre vous ne sont pas tres a I'aise en calcul, et avant de pouvoir aborder de nouveaux concepts, il
est impératif de maitriser le calcul.

1 Simplification de fractions

Dans les calculs ci-dessous, effectuer les opérations avec les fractions les plus simples possibles et exprimer
les résultats sous forme de fraction avec un dénominateur entier lorsque cela est possible.

1 1 8
Par exemple, 880 ne se fera pas avec la calculatrice ni sous la forme 18 %50° Puisque 48 et 80 ont un
X
multiple commun bien plus petit que leur produit :

1 1 5-3 1 1
24x3 24x5 24x3x5 23x3x5 120
1 1 3 1
— t—+—+—
120 45 20 36
Fléments de correction

Exercice 1. Simplifier A =

Ona:120=23x3x5,45=3%2x5,20 =22 x5 et 36 = 22 x 32, Donc le dénominateur commun sera: 23 x3%2 x5 =

360. Et ainsi :
- 3+8+3x18+10 75 3 x 5 5 5

360 360 23x32x5 23x3 24
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Exercice 2. Lors des calculs de probabilités conditionnelles, on peut étre amené a calculer une expression de la

forme
P(B|A1)P(A1)

PAB) = S P A+ PBIA)P AL

4 1

—_— X —_—

10 50
4 1 2 15 1 34°
— X—4+—-—X—+—x —
10 50 3 50 3 50
— Eléments de correction

1. Simplifier: p =

On commence par simplifier les fractions apparaissant au numérateur et au dénominateur.

1

_ 5x 25
P=—" 1 17

+-+
5x25 5 3x25

On se débarasse des fractions du numérateur et du dénominateur en multipliant haut et bas par 3 x

5x25:
3 3 3

T3413x25+17x5 3+75+85 163

p

2 4 3 5 1
—X—+—X—+—
10 10 10 10 100

2. Simplifier: g = 54 3 5§ 1 3 3

—X—F —X—=F+ ——+ — X —
10 10 10 10 100 10 10
— Eléments de correction

Suivons les mémes étapes pour ¢q :

2 3 1

/- 257207100 | 2x4+3x5+1 24 4
-2 3 1 3 - -

N 2x4+3x5+1+3x2 0 5

25 20 100 50

Exercice 3. Simplifier les expressions ci-dessous sachant que a, x, y, z désignent des réels et que a est strictement
positif.

— Eléments de correction

B

NotonsAzW.
() (5]
B 35.64+Y.107.152V-3  35.34+y.04+y .97 .57.32y-3 52y-3
T 25.54+y.97.92y-3 25.54+y.314.92y-3 ’
etdonc:

A= 24+y+7—5—2y+3 _35+4+y+2y—3—14 . 57+2y—3—4—y — 29—y . 3—8+3y .57
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ax+ye(x—y) In(a)
a2 a(—Zx—4)

Eléments de correction

Ona:e* Y@ = 4x-y qonc:

a*tyex=y) In(a) a*tyaxy ax

— _ a2x a2x+2 —

— — 4x+2
a?a(-2x-4) al—2x—4 a—2x-2 :

a

6x—232x+2
3. 122x—1
Eléments de correction
6x—232x+2 3 2x—2 _3.76—2 ‘32x+2 3% w4l
122x-1 ~  g2x-1.p4x-2 273
303—)6
4. 62—x5x+1
FEléments de correction
3— 3-x z3—
30°" - 675" — g3 X2+x g3—x-x-1 _ g 52-2x
62—x5x+1 62—x.5x+1 :
5. (=3)72.24

Eléments de correction

6. (—xy%)-(=yz%) - (—zx?)
— Eléments de correction

(—xy2) - (=yzH) - (~zx*) = - y*2® = —(xy2)®

2
X
7= =P
y

— Eléments de correction
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Exercice 4. Simplifier les fractions suivantes, sachant que a, b, ¢, d désignent des réels non nuls :

i), o G

@@ e

— Fléments de correction

Exercice 5 (Racines et expressions conjuguées). Ecrire avec un dénominateur entier les expressions suivantes. Par

exemple,
1 1+v5 1+v5 _ 1+V56
1-v5 (1-v5(1+v5) 1-5 4

en utilisant I'identité remarquable (a — b)(a + b) = a? — b* pour tout couple (a, b) de réels.

1
V3+1

Eléments de correction

1.

1 V3-1

V3+1 (V3+1)(V3-1)

1-v3
T 1+V3)2

Fléments de correction

1-v3 _1-v3 _ 1-v3 (1-v3)(2-Vv3) _5-3V3

1+v3)2 4+2V3 22+v3)  24-3) 2

A 2+\/§+3\/§+1+ 1
" V5-2 2-V5 V542

— Eléments de correction

Notons a la derniere expression a calculer :

2+v5 3vV5+1 1
a= + + .
V5-2 2-v5 V5+2

Il vient :

2+v5)(vV5+2)-3vV5+D[V5+2)+(vV5-2)
a=
(V5-2)(v5+2)
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Apres développement :

Exercice 6 (Expressions conjuguées). 1l est utile de savoir écrire une fraction de complexes avec un dénominateur

réel pour pouvoir déterminer facilement ses parties réelle et imaginaire. Par exemple, si z = 11:21.’, alors :

Q+2H1+iH) @A+20)A-i) 1-i+2i+2 3+1i
= = = =
A+ +1) 11+ i|? 2 2

)

Donc 3 ]
Re(z) == et Sm(z)=-.
(2) 5 Sm(z) 5

Ecrire avec un dénominateur entier les expressions suivantes :

1+

i
— Eléments de correction

== Méthode!

On retiendra que 'inverse de i est —i. En effet: i(—i) = —(-1) = 1.

1+ . .
Onadonc:T:(1+z)(—z):1—z

i—4
2. ——
21
Fléments de correction
i-4 (i-4)(-1) 1+4i
2i 2 2
3+4i
" 5-7i
Fléments de correction
3+4i  (3+4)(5+7i) -13+41i
5-7i  25+49 74
4-3i
4,

i—-1
Eléments de correction

4-3i  —(4-3)+1D) 7+
i-1 2 2

5 5-3i
T 4-11+30)
Eléments de correction

5-3i 5-3i (5-3i)(7-11i) 2-76i 1-38i

4—-)1+3i) 7+11i  49+121 170 85
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B5+2i)(2-3i0)
(i—-3)3i—-4)
Eléments de correction

(6+2i)(2-3i) 16-11i (16-11i)(9+13i) 287+109i

(i-3)3i-4) 9-13i 81+ 169 250

¢§+i+2 1+i  a-9°
" VB—i  1+iV3 V3+i

— Eléments de correction

V3+i (V3+i)® 1+iv3

V3i-i  3+1 2

1+i  (1+)0-iv3) _ (1+v3)+i1-V3)
1+iv3 4 - 4
¢§+i+2 1+i =(2+v§y+i

V3-i 1+iV3 2

Par ailleurs, (1-i)? = -2i d'ott 1 - 1) = -2i(1-i) = —2(1 + )
1-9° _ -20+)(vV3-1) _-(1+v3)+il-V3)
V3+i 4 - 2

V3+i , L+i (1-0)° 3+2V3+iv3

D’une part,

D’autre part,

et donc

si bien que

et donc enfin :

+ —_— =
V3—-i 1+iv3 V3+i 2

Exercice 7. Lorsque des puissances interviennent, il est plus habile d’utiliser la forme trigonométrique des com-
plexes, i.e. leur écriture sous la forme ret oure R} etO eR.

1. Déterminer le module, un argument, les parties réelle et imaginaire de :

1+iv3 ot i
= Z2:—.
1-iv3 2iV/3-2

21

— Eléments de correction

Commencons par écrire le numérateur et le dénominateur de z; sous forme trigonométrique. Pour
cela, il faut mettre le module en facteur puis reconnaitre un nombre complexe de la forme cos+isinf.

1 3 T T ;
1+ivV3=2 —+i£ :Z(Cos—+isin—)=26””3
2 2 3 3

Le nombre 1 —iv/3 est le conjugué de 1+ i+/3 : il a donc le méme module et un argument opposé. Par
conséquent, 1 —iy/3 =2~ 7/3,

Nous en déduisons : )
28””3 ) ) )
z1 = — em/Sem’/S — 62171/3
1= 5 e-ini3

V3

Re (z1) 27 1 t Sm(z) .2
e(g1)=CcoS— = — — e mizy)=S1m——=—.
! 3 2 S 3 2

On procede de méme pour 2 :

. -1 3 .
i=e™? et 2i\/§—2:4(7+i§) =4¢%73
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etdonc: 2
2= e L3 _ L i
4e2im/3 4 4
-7 \/§ 1 - 1

2. En déduire les parties réelle et imaginaire de :

(@ z1+ 2z,
Fléments de correction

On aimmédiatement :

+v3 4v/3-1
8

%e(z1+z2)=§Re(zl)+%e(z2)=_4T et Sm(()z;+22)=

(b) z122,
— Eléments de correction

Pour calculer le produit, il est plus malin d’utiliser la forme trigonométrique :

1 .. w 1 . i
2123 = Z eZm/S e in/6 _ — em/2 — Z

)

1
Re(z122) =0 et i‘sm(zlzz):z.

21
© 2

— Fléments de correction
On procede de méme pour le quotient :

4z eZm/S
ale) == =1—
22 2 p-inl6
4

— 4eZln/3 em/G — 465171/6

Re(z12,") :4005%I =-2V3 et Sm(zz") =4sin5§ =2.

d (21)%(=2)"?
— Eléments de correction

Dans le calcul de zfz%z, la présence de gros exposants rend 'utilisation de la forme trigonomé-
trique absolument indispensable!

. 1 .
e( im/6)x12 — e4m e 2im
412 412

6 12 (2038 (1 _in6)>_ @inzxe 1

2i

Puisque e*" = ¢=2/" = 1, on voit que :
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@ (21)8(z2)73
Eléments de correction

En procédant de méme, on trouve :

8

Re(282,%) =32v3 et Sm(z8z°) =-32.

. N 1+°
3. (%) Trouver les parties réelle et imaginaire de : —————.
(1+iv3)*

— Eléments de correction
On utilise les mémes idées afin d’éviter de calculer I'élévation au cube et a la puissance 4 avec les

écritures algébriques. Ainsi :

1+i:\/_(£+z£)—\/§ei”/4 et 1+iVv3=2e"3 (calcul déja fait)

Par conséquent :

. 3 .

a1+ (V2e™) 2v2e V2,
= = - = —8e
(1+iv/3)* (Zein/3)4 16e4in/3 8

=7 . .
Malheureusement, nous nous retrouvons avec ’angle ETR dont on ne connait pas le cosinus et le

sinus par ceeur. On a alors deux méthodes :

; (31 _4n -7 3m 4n
 On aobtenu e 7*/12 par le quotient em;; =¢!("=%), Donc - a3

o8 )

12 4 3
-FEFEE)Ee
sin(_—m) = sin(% - 4?”) = sin(%r 005(4?”) —cos(%) sin(%z)
-2 ) -E -
et donc finalement :
1+0)3 1-v3 1+0)? 1+v3
e((1+i\/§)4)= TR (1+i\/§)4):_ 16

Chapitre 0

page 8 C.H.



Mathématiques HX1 Lycée Henri-IV

* On peut repasser le numérateur et le dénominateur du quotient en écriture algébrique :

(1+i)3 _\/§e3iﬂ/4
_ﬁ% ~1+i
8 1 1-iv3
1 1-i
T 41+iv3

1(1-)1-iv3)
"2 1+3

1 . .
—E(l—l)(l—l\/g)

=1—16(1—\/§—i(1+\/§))

On retrouve bien les mémes parties réelle et imaginaire.

Exercice 8 (Factorielles). On rappelle le sens de la notation factorielle :

0'=1 et, pour tout entier naturel n, (n+1)!=n!x(n+1)

o 4"(n))?
On définit maintenant, pour neN, u;; = ———-
2n+1)!
u Upt1 — U
Exprimer, pour n € N, u,4) puis simplifier le quotient ZH ainsi que I'écart relatif % .
n n
FEléments de correction
SoitneN.Ona:
4" (n+ D)% 4" (n+DY)?
Up+1 = =
2(n+1)+1)! 2n+3)!
Upns1 _ 2n+1)! 4"+ 1)% (nh)?
Up A2 2n+3)2n+2)(2n+1)!
Apreés simplifications, il reste :
Ups1 _ 4n+1)? 4n+1)?*  2(n+1) 2n+2

u,  (2n+3)2n+2) 2@n+3)(n+l) 2n+3  2n+3

Calculons maintenant I'écart relatif :

Upi1— Up _ un+1_1 _ 2n+2_1 _ 2n+2)-2n+3)
Uy Uy 2n+3 2n+3
Il vient finalement :
un+1_un _ _]. _ ].
U, “12n+3| 2n+3
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2 Polynoémes

Exercice 9 (Relations coefficients-racines).
1. Soit a€ C*, et b, c, z1 et z, des complexes. A quelle condition nécessaire et suffisante pour que :

VzeC, az’+bz+c=alz—2z1)(z—2) ?

— Eléments de correction

Pour tout ze C,
a(z—z1)(z—2p) = az® — a(z1+ z2)z+ az zp.

Donc i a(z; +z2) = —b et azyz, = ¢, on abien pour tout ze C:

az’+bz+c=alz—z1)(z—zy).

Réciproquement, si on a pour tout z € C : az®>+ bz +c = a(z— z1)(z— z), alors en particulier pour z = 0,
on obtient az; zp = c. Et en prenant par exemple z =1, onabien: a+b+c = a—al(z; + zp) + az, z», donc
puisque az; zp = ¢, on retrouve bien a(z; + z») = —b. Finalement, on a I'égalité voulue si et seulement

sizl+zz=—% etz1zy = <.

2. Trouver les solutions de I'équation : z% + 4z + 8 = 0 d’inconnue z € C et vérifier la condition ci-dessus.

Eléments de correction

Le discriminant de I’équation z°+42z+8 = 0 vaut —16 = (4i)? et donc ses deux solutions sont z; = —2—2i

et zp = —2+2i. On voit bien que z; + 2z, = —4 et 212, = 8.

3. En sachant que ses racines sont entiéres, factoriser le trinome x> + 5x + 6 pour x € R.

— Eléments de correction

Pour la derniere, utilisons la premiére question : la somme des deux racines vaut —5 et le produit des
deux racines vaut 6. De plus on nous donne I'indication que les deux racines sont entiéres. On peut
alors aisément deviner que ces deux racines sont —2 et —3 (ce que I'on peut ensuite vérifier). On trouve
alors:

X +5x+6=(x+2)(x+3).

Exercice 10 (Factorisation). Factoriser sans utiliser le discriminant les trindmes suivants pour tout z€ C :

1. 22+ 3z,
Fléments de correction

Z2+3z= z(z+3).

2. z°-9,
Eléments de correction

22—9222—32:(2—3)(z+3).

3. 472 +25,
Eléments de correction

472 +25 = (22)% — (50)% = (22— 5i)(2z + 51).

4, Z2+4z+4.
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Fléments de correction

z2+4z+4=(z+2)2.

Exercice 11 (Mise sous forme canonique et factorisation). Soit (a, b,c) € C3 tel que:a#0.SoitzeC.Ona:

c
az?+bz+c=a|z’+—-z+—
a a

b)z_ ¥

2
( b)z_b2—4ac

z4+—
2a 4q2

=a

Cette derniére expression s’appelle forme canonique du polynome aX? + bX + c. Elle peut étre factorisée en utili-
sant I'identité remarquable : a®> — b?> = (a— b)(a+ b) pour (a, b) € C2.
Mettre 49X% +21X + % sous forme canonique et en déduire ses racines.

Eléments de correction

Ona:

3 3)2
49X2+21X+5: 7X+§) -

N—
[ )
=) SCIRNNY [ide)

Donc les racines de 49X2 +21X + % sont:

Exercice 12 (Fractions rationnelles). Comme pour les fractions d’entiers, pour réduire au méme dénominateur
une somme de fractions rationnelles, il convient de trouver un plus petit commun multiple des dénominateurs en
les écrivant sous forme factorisée. Si, apres réduction au méme dénominateur, le numérateur et le dénominateur
ont un facteur en commun, on le simplifie.
1 1 -2 1
2 t ot ) :
us+3u+2 u-1 uwu+u u-+u-2
— Eléments de correction

1. Simplifier A =

On a pour tout u € R,
WH3u+2=(u+Dw+2) et w?-1=w-Du+1)

w+u= u(u+1) et wWiu-2= (u—1(u+2)

Onvoit donc que le polynéme (z—1) u(u+1) (#+2) est un dénominateur commun a toutes les fractions.
Cela permet d’écrire pour tout u € R\ {-2,-1,0,1} :

_ u—-Du+uu+2)-2w-D(u+2)—u(u+1)

A
(u—Du(u+1)(u+2)

On développe et simplifie maintenant le numérateur :

—u?-2u+4

A=
(u—Du(u+1)(u+2)
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Aucune des quatre racines du dénominateur (1,0,—1,—-2) n’est racine du numérateur donc aucune
simplification n’est possible.

2(x-1) 2—x x+4

- + .
9x2 -4 9x2+12x+4 9x2-4
— Eléments de correction

2. Simplifier B =

OnapourtoutxeR:
9x*—4=(8x-2)(3x+2) et 9x°+12x+4=3x+2)%
Donc pour tout x e R\ {-2, 2} :

_2(x-1DBx+2)+ (x-2)Bx—-2)+ (x+4)(Bx+2)

B
(Bx—2)(3x+2)?

On remarque que le dénominateur est un polynéme de degré au plus 2. Pour calculer efficacement, on
détermine ses trois coefficients un par un:

e Le terme de degré 2 a pour coefficient: 6 +3 +3 = 12.

* Le terme de degré 1 a pour coefficient: 2(—=3+2) + (-6 —2) + (2 +12) = 4.

e Leterme constantest:2 x (—2)+4+8=8.

Donc finalement :
43x%*+x+2)

T Bx-2)(3x+2)72’

et aucune simplification n’est possible.

3 Exponentielle et logarithme

Exercice 13. Simplifier chacune des expressions suivantes :

3 1

L A e’ xe”
. 77
Eléments de correction
3,1
_e’e 3-1-7 _ ,-5
A= aran .

(6_2)3 x e—5

2. B=
(€2)?

Fléments de correction

B=e¢ 8Pt =15

1 1

3. C=—5x
ed3 e

Eléments de correction

C=e03p~1 = 13

1
4. D e—ln(8)+1

2

Fléments de correction

D=ez® o= ¢nV8) y o= \/Be=2/2e.
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eZ In(3)

> E=Sho

Eléments de correction

2
eln(3 ) 9

E=——=".
en) g

e5
6. F=In (;)

Fléments de correction

F=In(e%) =In(e?) =2.

7. G=In(v/e)—In (%)

Eléments de correction

G—ll ()—(_—1)1 (e)=1
_zne 5 n(e) =1.

Exercice 14. Résoudre dans R les équations suivantes :

1. e3x+1 — ex

— Eléments de correction

exp est bijective de R sur R*, donc pour tout x € R,

M —efo3x+l=xox=-1/2.

Donc I’ensemble solution est : {—1/2}.

2. et =

Fléments de correction

De méme, pour tout x € R,
e =16 x(x+1) =0.

Donc I’ensemble solution est : {—1, 0}.

1
X _
3. e T opx+l

— Eléments de correction
De méme, pour tout x €R,

1 o -1
e’ = Se =e ox=—x-1loex=—:
ex+1 2

Donc I’ensemble solution est : {—1/2}.

4. &1=3
Eléments de correction

1+In(3
Pourtout xeR, e3* 1 =3 < 3x-1=1In(3) < x= —()

- L'unique solution de cette équation est
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1 1 1
Pour tout x € R*, e!/* =2 «— == In2) < x o Puisque ™) n’est pas nul, il s’agit bien de

I'unique solution de I’équation.

6. € —2e72* =1 On pourra poser X = e**,

— Eléments de correction

Une indication nous propose de définir X = e**. Remarquons que cela impose que X doit étre stricte-
ment positif. Avec cette nouvelle notation, nous pouvons écrire :
2x —2x 2 2
e =27 =1 X—}:l — X*"-X-2=0

1l s’agit d'une équation du second degré dont le discriminant vaut 9 et les deux solutions sont X; =2
et X, = —1. Mais, comme nous l'avions remarqué, X est un nombre strictement positif. Il faut donc
rejeter la solution X,. Finalement :

1
e 20 =] = X=2 < =2 — 2x=InQQ) = x:EIn(Z).

s . )2 . 1
L'unique solution de I'’équation est 2 In(2).

7. In1+3x)=In(x+1)
— Eléments de correction

Le logarithme n’est défini que pour des nombres strictement positifs. Par conséquent, I'équation In(1+
3x) =In(x +1) n'a de sens que lorsque 3x+ 1 > 0 et que x+ 1 > 0, ce qui revient a dire que x > % et
x > —1. Finalement, nous pouvons ne retenir que la plus restrictive des deux conditions : I'’équation n’a
de sens que lorsque x > _?1 Sous cette condition, nous pouvons maintenant écrire, puisque In est une

bijection de R} surR:

InBx+1)=Inx+1) < 3x+1=x+1 << 2x=0 < x=0.

-1
Puisque x = 0 est strictement supérieur a EX il s’agit bien de 'unique solution de I’équation.

8. In(x—1)+In(2 - x) =In(6x)
— Fléments de correction

L'équation n’a de sens que lorsque x—1>0,2—-x >0 et 6x > 0, ce qui revient a dire que x > 1, x <2
et x > 0. Finalement, nous pouvons conclure que I'’équation n’a de sens que lorsque 1 < x < 2. Nous
pouvons alors écrire pour tout x €]1,2[ :

In(x—1)+In2-x) =ln(6x) < In[(x-1)(2-x)] =In(6x)

En passant cette équation a I'exponentielle (bijective de R sur R}), on obtient I'équation équivalente :

(x—-1)(2-x)=6x < x*+3x+2=0.
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11 s’agit d'une équation du second degré dont le discriminant vaut 1 et les deux solutions sont x; = —2
et x, = —1. Aucune de ces deux solutions ne se trouve dans l'intervalle |1,2[ si bien que I'équation
proposée n’a aucune solution.

9. In2x+1)=Inx*-1)
— Eléments de correction

. T -1
Léquation n’a de sens que lorsque 2x+1 > 0 et x>~1 > 0, c’est-a-dire lorsque x > - etx €]—oo,—-1[U]1, +
Finalement, '’équation n’a de sens que lorsque x > 1. Sous cette condition, nous pouvons écrire :

ln(2x+1):ln(x2—1) — 2x+1=x*-1 & x*-2x-2=0.

11 s’agit d'une équation du second degré dont le discriminant vaut 12 et les deux solutions sont x; =
1-+/3 et x, = 1++/3. Parmi ces deux solutions, une seule est strictement supérieure a 1 et c’est donc la
seule qu'il faut garder : 'unique solution de 'équation est 1 + /3.

Exercice 15 (Monotonie et inéquations). Soit f une fonction de R dans R. Pour chacune des assertions, dire si
elles sont vraies :

* jamais.
* Si f est croissante.

* Si f est strictement croissante.

1. Pour tous réels a, b tels que a < b, on a f(a) < f(b).

Eléments de correction

C’est la définition de « f est strictement croissante ».

2. Pourtousréels a,btelsque a< b,ona f(a) < f(b).

Fléments de correction

Ce n’est jamais vrai, puisque sia= b, f(a) = f(b).

3. Pour tousréels a, b tels que a< b,on a f(a) < f(b).
Fléments de correction

C’est vrai si f est croissante ou strictement croissante.

4. Pour tousréels a, b tels que a< b, on a f(a) < f(b).

Eléments de correction

C’est vrai (par définition) si f est croissante, et donc a fortiori si f est strictement croissante.

5. Pour tous réels a, b tels que f(a) < f(b),onaa< b.
Eléments de correction

Cette proposition est équivalente par contraposition a : « pour tous réels a, b telsque a = b, on a f(a) =

f(b). C’est donc vrai (par définition) si f est croissante, et donc a fortiorisi f est strictement croissante.

6. Pour tous réels a, b tels que f(a) < f(b),onaa< b.
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Fléments de correction

Cette proposition est équivalente par contraposition a : « pour tous réels a, b tels que a > b,on a f(a) =

f(b). C’est donc vrai si f est croissante, et donc a fortiori si f est strictement croissante .

7. Pour tous réels a, b tels que f(a) < f(b),onaa<b.

Eléments de correction

Cette proprosition n’est jamais vraie, puisque si a = b, f(a) = f(b) et a fortiori f(a) < f(b) mais on n'a

pasa<b.

8. Pour tous réels a, b tels que f(a) < f(b),onaa<b.
— Fléments de correction

Cette proposition est équivalente par contraposition a : « pour tous réels a, b tels que a > b, on a f(a) >
f(b). C'est donc vrai si f est strictement croissante.

Méthode!

Ce que 'on doit retenir de cet exercice est que pour avoir pour tous réels a, b, a < b ssi f(a) <
f(b) (ou la méme avec des inégalités strictes), la croissance de f ne suffit pas, il faut sa stricte
croissance!

Exercice 16. Résoudre les équations et les inéquations suivantes :

1. eSx—l < e2x

— Eléments de correction

Pour les inéquations, nous utilisons le fait que le sens des inégalités n’est pas modifié lorsqu’on multi-
plie les deux c6tés par un méme nombre strictement positif. Or 'exponentielle de tout nombre réel est
strictement positive. Par conséquent, pour tout x e R :

3x—1

3l < e?¥ «— 3172 <1 < e* ! < 1. Puisque la fonction In est strictement croissante sur

10, +00[, 'inéquation proposée est encore équivalente a x —1 <In(1) <= x < 1. Lensemble des solu-
tions de cette inéquation est I'intervalle ] — oo, 1].

2. ¥ —e*l<o
Eléments de correction

Pour tout x ER, e — el <0 <= 2 < ™! «— e**e "l <1 < ¢* ! <1.On retrouve la méme

inéquation que précédemment : 'ensemble des solutions de cette inéquation est I'intervalle ] — oo, 1].

3. ¥ > ¥ X
Fléments de correction

. 2 2 2 5.2 2 .
SOit XER. eF > e?¥ % = eV 2K 5] = ¥ 5] —= —x2+ x>0 < x(x—1)<0. En faisant

un tableau de signe, cette équation a pour ensemble de solutions l'intervalle ]0, 1[.
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4 Dérivées, primitives

Exercice 17. Pour chacune des fonctions numériques réelles suivantes, donner son domaine de définition, préci-
ser en quels points elle est dérivable et calculer sa dérivée en ces points :

3 2

l. x—x°—Xx
Eléments de correction

La fonction a : x — x3

réel x, il vient :

— x? est polynomiale. Elle est définie sur R, dérivable en tout point et, pour tout

a'(x) =3x%-2x.

x*-3
x+1
= Eléments de correction

2. X—

2

La fonction b : x — est le quotient de deux fonctions polynomiales. Elle est donc définie et

X
dérivable en chaque point ol le dénominateur ne s’annule pas, c’est-a-dire en chaque x de R\{—1}.
D’apres la regle de dérivation d'un quotient, il vient pour x # —1:

b = 220t 1)-(x*-3) x*+2x+3

(x+1)2 T (x+1)2

3. x—xe ¥

Eléments de correction

La fonction x — x et la fonction x — e~ sont toutes les deux définies sur R et dérivables en tout point.
Le produit ¢: x — xe™* est donc défini et dérivable sur R. De plus :

Y_xe*=(1-xe".

cdx)=e"

4. x— Vx2+2x-1

— Eléments de correction

La fonction x — x? +2x — 1 est polynomiale du second degré. Son discriminant vaut 8 et ses racines
sont 1—+v/2 et 1++/2. La fonction est positive a I'extérieur de I'intervalle des racines. Par conséquent, la
fonction d : x — v/x2 +2x — 1 est définie sur ] —oo, 1 —v2] U[1 +v/2, +ool. Et puisque /- est dérivable sur
R*, donc d est dérivable en chaque point de ] — oo, 1 - v/2[U]1 + v/2, +ool. Pour tout x de cet ensemble,
il vient :

2x+2 B x+1
2Vx2+2x-1 Vx2+2x-1

d(x) =

5. x—In(x*+x+1)
— Eléments de correction

La fonction x — x?+ x+ 1 est polynomiale du second degré et son discriminant vaut —3. Cette fonction
n’'a aucune racine réelle est reste strictement positive sur R. Par conséquent, la fonction e : x — In(x? +
x + 1) est définie sur R et dérivable sur R. Pour chaque x € R, nous pouvons écrire :

e’(x)— 2x+1
T X2 +x+1

2x+1)3
x+1

6. x
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7.

9.

10.

— Eléments de correction

2x+1)°
Lafonction f: x— % est le quotient de deux fonctions définies et dérivables sur R. Elle est donc
X

définie et dérivable la o1 son dénominateur ne s’annule pas, c’est-a-dire sur R\{—1}. Pour x # —1:

C3x2x(x+DAx+1) - 2x+1)%  16x®+36x* +24x+5

1)

(x+1)2 (x+1)2

x—e*VvV1i-x
— Eléments de correction

La fonction g : x — e*v/1 — x est le produit de la fonction exponentielle, définie sur R et dérivable sur R
par la fonction x — v/1 — x définie sur | — oo, 1] et dérivable sur ] — oo, 1[. Par conséquent, la fonction g
est définie sur ] — oo, 1] et dérivable sur ] — oo, 1[. De plus pour tout x dans cet intervalle :

-1 20-0-1_ , 1-2x

gx)=e*vVi-x+e* =e

=e .
1-x 2vV1—x 2vV1—-x

er—1
— Eléments de correction

X

La fonction h : x — est le quotient de deux fonctions définies et dérivables sur R. Le dénomi-

nateur s’annule en x = 0. Par conséquent, & est définie et dérivable sur R*. Pour x # 0, nous pouvons
écrire
er—1+2 2
=1+ .
er—1 e*—1
Cette écriture diminue le nombre d’occurrences de x dans I'expression, ce qui simplifie la dérivation
(on peut tres bien réussir a dériver sans utiliser cette simplification, mais cette idée est généralisable,

comme on le verra lors de I’étude des fractions rationnelles) :

h(x) =

—2e*
(e¥—1)?

VxeR*, W)=

4

2 3
x—er 4+ _x

— Eléments de correction

La fonction x — x? — x est polynomiale donc définie et dérivable sur R. Par conséquent, la fonction
2 . L. . , .

x — e* ~* I'est aussi. De plus la formule de dérivation d’une fonction de la forme x — e*™ donne

. . . 3 . . x, 3 s
x+— u'(x)e*™ . En ajoutant la fonction polynomiale x — Zx‘l, onvoitquei:x— er N 4 Zx4 est définie

et dérivable sur R. De plus:

VxeR, i'(x)=@2x—1)e" " +3x5.

x— e“* — x, oll w est un réel fixé.
— Eléments de correction

Il faut savoir dériver sans hésiter la fonction x — e“* : elle est dérivable sur R et sa dérivée est x — we®“”*.
Ainsi la fonction j : x — e“* — x est-elle définie sur R, dérivable sur R et :

VxeR, j'(x)=we*-1.
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Exercice 18. Déterminer une primitive de la fonction f surl'intervalle I indiqué :

1. I=R, f:x—2x
Eléments de correction

La dérivée de la fonction x — x? est la fonction x — 2x. Par conséquent, x — x? est une primitive de

x— 2xsur R.

2. I=R, f:x— 6x'1-8x3
— Eléments de correction

12
La dérivée de x — x'? est x — 12x!!. Par conséquent, la dérivée de x — —-estx— 6x'!. De méme en

4

, on trouve x — 4x> et donc en dérivant x — 2x*, on trouve x — 8x3. Ces remarques
12
x

nous permettent de dire que la fonction x — - 2x* est une primitive de x — 6x'! — 8x% sur R.

dérivant x — x

1
3. I:]0;+oo[,f:x>—>1—?

Eléments de correction

. L . . -1 . 1
La fonction x — 1 est la dérivée de x — x. De méme la fonction x — — est la dérivée de x — —- Par
X X

. 1 o 1
conséquent, la fonction x — x + — est une primitive de x— 1 - — sur I.
X X

1
4, I=]1-00;2[, f: x— ——
] —00;2], f P

— Eléments de correction

Puisque la dérivée de la fonction u: x — x—2 est u' : x — 1, la fonction a primitiver est de la forme
ul(x) /
X —

- Attention : une primitive de

o sur un intervalle ou u ne s’annule pas est x — In|u(x)|
u(x

X
(ne pas oublier la valeur absolue!). Sur I'intervalle I, la fonction u est strictement négative et donc

1
|u(x)| = 2 — x. Ainsi une primitive de x — P sur 'intervalle I est x — In(2 — x).

1

Jfix—s —m—
f (2x+3)°
— Eléments de correction

] 3
5. I=|——=;+00
2

La fonction f: x — se réécrit plus simplement f : x — (2x +3)°. Cela nous donne I'idée de

2x+3)°
rechercher une prim(it;i/e g)l’aide de la fonction g : x — (2x +3)~*. En dérivant la fonction g, on trouve
g'(x) = —8(2x +3)~° et donc la fonction F : x — %I(Zx +3)™* est une primitive de la fonction f sur
-1
82x+3)*

Iintervalle I. Nous pouvons réécrire cette primitive sous la forme F: x —

6. I=]1;+0[, f:x— ———
x2 -1
Eléments de correction

/

u'(x
Il s’agit ici de reconnaitre une fonction de la forme x — 2\/;_) qui est la dérivée de x — v/u(x). Plus

u(x)
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‘s . 2 W) oo
précisément, en nommant u la fonction u : x — x° — 1, nous voyons que f(x) = 3———= d’ou l'on
2V u(x)

déduit que la fonction x — 3V x% — 1 est une primitive de f sur I'intervalle I.

Exercice 19 (Introduction aux équations différentielles). On suppose que f est une fonction dérivable sur un
intervalle I de R et qu'il existe une fonction a continue sur I vérifiant f’(t) = a(t) f(t) pour tout ¢ dans I.

1. On suppose dans cette question uniquement que a est constante. Montrer que f est infiniment dérivable
(c’est a dire que f est dérivable, et que sa dérivée est-elle dérivable, etc.). On notera f© = f et pour tout
neN*, f0 = (=)’ (c’est a dire que f'"” est la dérivée n-eme de f).

2. Rappeler pourquoi a admet au moins une primitive sur I. On note A une telle primitive.

Eléments de correction

On rappelle le théoreme du cours de terminale S qui affirme que toute fonction continue sur un in-
tervalle I possede des primitives. Ici, les hypothéses du théoréeme sont vérifiées et donc la fonction a

possede des primitives.

3. Démontrer que F: t — f(£)e"4() est dérivable sur I et calculer sa dérivée.

— Eléments de correction

La fonction t — — A(t) est dérivable sur I et donc la fonction ¢ — e~ est également dérivable sur I.
Par ailleurs, la fonction f est dérivable sur I. En utilisant la regle de dérivation d’'un produit, on voit
que la fonction F: t — f(t)e~4() est dérivable sur I. De plus, pour t € I, il vient :

D’apres I'hypothese faite sur la fonction f, nous en déduisons que F'(t) = 0 pour tout réel ¢ dans I'in-
tervalle 1.

4. En déduire qu’il existe un réel K tel que, pour tout réel ¢ appartenant a I, f(t) = Ke¥,

— Eléments de correction

D’apres le cours de terminale S, nous savons qu'une fonction dérivable sur un intervalle I, et dont la
dérivée est nulle, est une fonction constante. Par conséquent, la fonction F est constante sur I. Appe-
lons K la valeur constante de la fonction F. Nous avons alors, pour tout t € I :

f(ne AW =K etdonc f(r)=Ke .

Réciproquement, supposons qu’une fonction f soit définie pour ¢ € I par: f(¢) = Ke2) oi1 K est une
constante et A une primitive de a sur I. Alors

() =KA(1)e™ =Ka(t)e?™ = a(t) f(1).
Iy a donc équivalence entre les deux affirmations suivantes :

(i) Lafonction f est dérivable sur 'intervalle I et f'(t) = a(r) f(t) pour tout t € I.

(ii) Lafonction f est définie pour tout ¢ € I par: f(t) = Ke(¥) o1 K est une constante et oi1 A est une
primitive de a sur I'intervalle I.

Remarque : Nous venons de résoudre I'équation différentielle y' = a(t)y (c’est-a-dire nous avons trouvé
toutes les fonctions f définies sur I et vérifiant cette équation).
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5. Application pratique : dans chacun des cas suivants, déterminer toutes les fonctions f vérifiant I'égalité
proposée sur l'intervalle I indiqué :

(@ vrel, f'()=3f®),I=R
b) Yeel, f'()=-3f(1),1=0,+ool
(© Vtel, f(=2tf),I=R

d veel, f'()= %f(t), I=1(1,2]

e Veel, f'(n)= —%f(t), I=]-00,0[

— Eléments de correction

Dans chacun des cas, il s’agit d’appliquer la question précédente en identifiant la fonction a et en
trouvant une primitive A. Nous nous contentons d’énoncer les réponses (& chaque fois, K est une
constante réelle quelconque) et ¢ est un réel variant dans I.

(@) a(t)=3; A(t) =3t; f(1) = Ke’*

(b) a(r) = —%;A(t) = —%t; f(t)=Ke 2,

© a(f)=2t; A(t) = £2; f(1) = Ke" .

d a() = %; AD) =In(); f(t) = Ke™® = Kt.

(e) a(t) = —%- Attention, ici, une primitive de ¢ — % sur I =] —oo,0[ est t — In|t| = In(-1); A(?) =

—In(-1) K 4
—In(-1); f(¥) = Ke = —- La constante K est un réel quelconque. En posant M = —K, on
trouve un autre réel quelconque et donc les solutions de cette équation différentielle sur I sont

les fonctions ¢ — - avec M un réel quelconque.

5 Trigonométrie

. . s . sin(x)
Exercice 20. Dans cet exercice, on con51dere la fOHCthIl tan: x — ( )
COS(X

, dite fonction tangente.

1. Déterminer son domaine de définition.
— Eléments de correction

Soit x € R. tan(x) est bien défini ssi cos(x) # 0. Or pour tout x € R, cos(x) = 0 ssi il existe k € Z tel que :
xX= % + kn. Donc le domaine de définition de tan est :

R\{g+kn|kez}.

2. Rappeler les formules d’addition du cosinus et du sinus.
— Eléments de correction

Les formules d’addition et de soustraction du cosinus et du sinus sont les suivantes, pour tous réels a
eth:
sin(a+ b) =sinacosb+sinbcosa et sin(a—b)=sinacosb-sinbcosa

cos(a+ b) =cosacosb—sinasinb et cos(a—b)=cosacosb+sinasinb

3. Soient a et b deux réels. Démontrer les formules ci-dessous :

tana+tanb tana—tanb
tan(a+b)= — et tan(a-b)=———,
1—-tanatanb l+tanatanb
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en précisant pour quels réels a et b ces formules sont valables.

— Eléments de correction

Lorsque cela a un sens, nous pouvons donc écrire :

sin(a+b) sinacosb+sinbcosa

tan(a+b) = = - -
cos(a+b) cosacosb-sinasinb
Nous divisons le numérateur et le dénominateur de cette expression par la quantité cosacosb et il

vient : . .
sina sinb

cosa + cosh tana+tanb
sina sinb 1-tanatanb
cosa cosb

tan(a+b) =

Dans cette expression, nous remplacons b par —b puis nous utilisons que tan(—b) = —tan b. Alors :

tana—tanb

tan(a-b)= ——-
( ) 1+tanatanb

Cherchons maintenant pour quels a et b ces formules sont valables. Pour la premiere, il faut vérifier 4

conditions :
[1] cos(a) #0 [2] cos(b) Z0

[3] cos(a+b) #0 [4] tanatanb # 1

. . T -7
Les deux angles (modulo 27) qui ont un cosinus nul sont > et 7

Par conséquent, dans la formule sur tan(a + b), il y a un probleme de définition lorsqu’au moins une
des conditions suivantes se produit :

b4
[1]il existe un entier relatif k tel que a = — + kn;
T
[2] ou il existe un entier relatif / tel que b = 2 +Im;

T
[3] ou il existe un entier relatif m tel que a+ b = ) +mm;

[4] ou tan(a) tan(b) = 1.
Mais en fait, lorsque les deux premieres conditions sont d’ores et déja évitées, la condition [4] se ré-
écrit :
tanatanb =1 < sinasinb =cosacosb < cos(a+ b) =0.

On constate qu’il s’agit de la méme condition que [3]. C’est logique puisque ces deux conditions ex-
priment toutes deux la nullité du dénominateur! En résumé, afin que la formule sur tan(a + b) soit
correcte, il faut que :

e ane soit pas de la forme g + kn (avec k€ Z)
¢ b ne soit pas de la forme g +In (avec l € 2)

i 7
e a+ bne soit pas de la forme 5 + mn (avec me Z)

Pour la formule donnant tan(a — b), les conditions sont les mémes en remplagant b par —b.
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4. Tracer les graphes des fonctions sin et cos sur une méme figure. Expliquer comment on interprete les for-
mules suivantes sur les graphes des deux fonctions : pour tout réel x,

(a) sin(mr—x) =sinx
— Eléments de correction

Voici les deux graphes sur une méme figure :

|
| .
Qo°~’ [ 6}0
N : | —0 N\ | — A
-5 —4 - - -1 0 1 3 4 5

. . x+x' _m -
Sinous considérons les deux nombres x et x' = 7—x, nous constatons que 2 =3 Cela signifie

7
que, sur la droite réelle, 5 est le milieu des nombres x et x'. Autrement dit, le nombre x' = 7 — x

7
est le symétrique de x par rapport a —- Par conséquent, la formule sin(r — x) = sin x signifie que

la courbe représentative de la fonction sinus est symétrique par rapport a la droite d’équation

b4
x = — (droite verticale en pointillés sur la figure).

(b) cos (g - x) =sinx

— Eléments de correction

L . gy T x+x" =n
Considérons maintenant les deux nombres x et x" = 5 x. On constate que > =7 Cela
signifie que, sur la droite réelle, 1 est le milieu des nombres x et x”. Autrement dit, le nombre

n_ T et s T . /4 .
x'= 5 x est le symétrique de x par rapport a 1 Par conséquent, la formule cos (E - x) =sinx

signifie que si on fait subir a la courbe de cos une symétrie par rapport a la droite d’équation

T
X = 1 (droite verticale en trait plein sur la figure), on trouve la courbe de sin.

(c) sin (x + g) = COSX.

— Eléments de correction

. T . . y 4 3 ’ 1
La formule cosx = sm(z + x) signifie que, pour trouver 'ordonnée du point d’abscisse x sur la
courbe représentative de la fonction cos, il suffit d’aller chercher I'ordonnée du point d’abscisse
Vs b4
> + x (décalé de ) vers la droite) sur la courbe de sin. En d’autres termes, la courbe de sin est

7
décalée de 2 vers la droite par rapport a la courbe de cos.
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5. Résoudre I'équation suivante d'inconnue réelle x :

2cos(2x)+4cos(x) +3=0.

— Eléments de correction
Utilisons la formule cos(2x) = 2 cos?(x) — 1. On peut alors réécrire I’équation étudiée en :
2 [Zcosz(x) —1]+4cos(x) +3=0 < 4cos®(x)+4cos(x)+1=0
< [2cos(x) + 1]2 =0

1
<~ cos(x)=——-
2

ATaide du cercle trigonométrique, on voit qu'il existe deux angles (modulo 27) dont le cosinus vaut

2n  -2m , . ). . 3
— : ce sont les angles 3 et = Par conséquent, les solutions de 'équation sont les nombres réels
de l'une des deux formes suivantes :

2 2
2kn+?n ou ZkJT—?n avec ke Z.

Exercice 21. Expliquer les formules ci-dessous a I’aide du cercle trigonométrique :

Eléments de correction

Le dessin ci-dessous rappelle comment on lit les nombres cos x et sin x en fonction de I'angle x placé sur le
cercle trigonométrique :

sinx

(@]
3 .
7]
=

@)

COSX K |1

Dans la figure précédente, le point M est placé sur le cercle de centre O et de rayon 1 de sorte que I'angle

orienté (OI , OM) soit x. Alors cosx est 'abscisse de M et sinx est son ordonnée. Le point N est situé a
I'intersection de la droite (OM) avec la tangente au cercle issue de I. Le nombre tan x est 'ordonnée du point

sinx
N (rappelons qu'’il est égal a tan x = —— d’apres le théoréme de Thales).
COs X
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Y4 .
1. cos(x+ E) =—sinx

— Eléments de correction

. . . . . N T ye
Si on place le point M’ sur le cercle trigonométrique qui correspond a I'angle x + > on constate qu’il

b2
s’agit de 'image du point M par la rotation de centre O et d’angle 5

=
>€L44444
~

On constate que L', 'image de L par la rotation, se trouve sur I’axe des ordonnées. De plus I'orientation

- . . R , . . n N
de OL' est inversée par rapport a celle de ’axe des abscisses. Par conséquent, cos (x + E) correspond a

I'opposé de I'abscisse de L', qui est 'opposé de 'ordonné de L, d’ot1 la formule annoncée.

. T
2. s1n(x— E) =—COoSXx

Eléments de correction

A s . -7
C’estle méme principe avec une rotation d’angle —-

3. cos(x+m) =—-cosx
Eléments de correction

On fait maintenant une rotation d’angle 7 ou, ce qui revient au méme, une symétrie de centre O. Cela

change les abscisses et les ordonnées en leurs opposées, d’ol1 la formule annoncée.

( 77:) .
4. cos x+7 =sinx

— Eléments de correction

. . L mo
I faut maintenant faire une rotation d’angle — mais

. N . - . . .
et donc cela revient a une rotation d’angle - Faites un dessin pour constater la formule annoncée.
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5. tan(x+ ) =tanx
— Eléments de correction

Comme précédemment, on fait une rotation de centre O et d’angle 7, c’est-a-dire une symétrie de
centre O. Limage M’ de M par cette symétrie est le point diamétralement opposé a M. Mais on constate
alors que les droites (OM) et (OM’) sont confondues. Par conséquent, le point N servant a déterminer
la tangente est le méme pour x + 7 et pour x d’ou1 tan(x + ) = tan x.

6. tan(—x) = —tanx
— Eléments de correction

Il s’agit ici de faire une symétrie orthogonale par rapport a I’axe des abscisses.

Le point N’ est situé sur la tangente issue de I, symétrique de N par rapport a I. Il est donc clair que la
tangente est changée en son opposé.

7. cos?x+sin?x=1

Eléments de correction

C’est le théoreme de Pythagore dans le triangle rectangle OK M ; rappelons que le cercle trigonomé-
trique a un rayon égal a 1.

8. cos(—x) =cosx
Eléments de correction

Reprenons la figure précédente montrant la symétrie orthogonale par rapport a I’axe des abscisses. Le

point K n’est pas affecté par cette symétrie et donc le cosinus est inchangé.
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X sinx
9. tan(—)

2 - 1+ cosx

T
On démontrera la derniére formule pour x € ]_E' >
apres avoir remarqué que, dans la figure ci-contre, B
I'angle § est le double de I'angle a : a

— Eléments de correction

Reprenons la figure de I'énoncé en nommant les points :

M\ 5 /A

Montrons le lien entre les angles « et f. Nous commencons par écrire :

- (04,0B) = (04, 0M) + (0M, 0B) = = - (0B, 0M)
Mais le triangle M OB est isocele en O et donc (ﬁ) =7 —2a sibien que:

B=n-n+2a=2a.

C’est un cas particulier d'un théoréme appelé théoreme de l'angle au centre.
Etudions maintenant la figure suivante :

SR

X . . e —
La tangente de ’angle ) peut se calculer dans le triangle rectangle AKM puisque 'angle (AK, AM) est la

moitié de I'angle x d’apres le résultat que nous venons de prouver. Or I'abscisse de AK est 1 + cosx et ]'or-

donnée de KM est sin x d’ot1 la formule :

X sinx
1+cosx
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a-b
2
1. Calculer u + v et u — v. En déduire les formules suivantes :

a+b a-— b
COSCl-l—COSb = 2cos > COS

. . , a+b
Exercice 22. Soient a et b deux réels. On pose u = etv=

cosa—cosb =-2sin sin
2 2
. . . a+b) (a b)
sina+sinb= 2sin cos
2 2
a+b a-b
sina—sinb= 2cos > sin 5

— Eléments de correction

On constate immédiatement que u+ v = a et u — v = b. Les formules d’addition et de soustraction des
cosinus et des sinus donnent :

cos(u+ v) =cosucosv—sinusinv
sin(u+ v) =sinucosv+sinvcosu
cos(u—v) =cosucosv+sinusinv

sin(u# — v) =sinucosv —sinvcosu

etdonc cosa+cosb =cos(u+ v) +cos(u— v) =2coSsucosv.

On procede de méme pour les autres formules.

2. Montrer les formules suivantes :
1
cosacosb =5 [cos(a—b) + cos(a+ b)]
1
sinasinb =2 [cos(a—b) —cos(a+b)]

1
sinacosb =5 [sin(a—b) +sin(a+b)]

— Eléments de correction

On peut écrire :

cos(a+ b) +cos(a—b) =cosacosb—sinasinb + cosacosb+sinasinb

=2cosacosb.

En divisant cette égalité par 2, on trouve la premiere formule demandée. On procede de méme pour
les autres formules.

Remarque : Les 7 formules énoncées dans les questions 1 et 2 seront a apprendre.
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3. Résoudre les équations suivantes d’'inconnue x réelle :

(1) sin(2x) + sin(6x) = sin(4x) (2) cos(x) cos(7x) = cos(3x) cos(5x)

— Eléments de correction

D’apres la troisieme formule énoncée a la question 1 :

sin(2x) + sin(6x) = sin(4x) < 2sin(4x) cos(—2x) = sin(4x)

< sin(4x)[1-2cos(2x)] =0.

On a utilisé la parité de la fonction cos.
Attention!

Attention a ne pas simplifier par sin(4x) qui peut étre nul!

L'équation (1) se réécrit encore :
. 1
sin(4x) =0 ou cos(2x) = >
Grice au cercle trigonométrique, on sait que les angles de sinus nul sont 0 et 7 (modulo 27) et ceux de

1 /4 /4
cosinus égal a 3 sont 3 et — 3 (modulo 2m). Cela peut s’écrire de la facon suivante : il existe k € Z tel

. . . /2 . . . -7
que 4x = km ou bien il existe [ € Z tel que 2x = 3 +2Im ou bien il existe m € Z tel que x = 3 +2ma.

Apres division, on obtient :

kn T -7
X=— ou x=—+In ou x=—+mn-
4 6 6

Il'y a donc trois familles de solutions.

Utilisons maintenant la premiere formule de la question (2). Il vient :

cos(x) cos(7x) = cos(3x) cos(5x)
— % [cos(—6x) + cos(8x)] = % [cos(—2x) + cos(8x)]

<= co0s(b6x) = cos(2x)

<= cos(6x) —cos(2x) =0.
Grace a la deuxieme formule de la premiére question, cela est encore équivalent a :
—2sin(4x)sin(2x) =0 <= sin(4x) = 0 ou sin(2x) = 0.

Cela revient a dire qu'il existe k € Z tel que 4x = kx ou qu’il existe [ € Z tel que 2x = [x. Mais il est clair
que si2x = I alors 4x = 217 et 2] est un entier relatif. Par conséquent, la deuxiéme famille de solutions
n'est qu'un cas particulier de la premiere famille. Finalement, I’équation (2) équivaut a : il existe k € Z

tel uex—kn
quex=-,
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Exercice 23.

1. Grace au cercle trigonométrique, préciser a quelle condition sur les réels x et y,ona:

(1) cosx=cosy (2) sinx =siny.

— Eléments de correction

Les dessins ci-dessous illustrent les possibilités pour que deux angles aient le méme cosinus (ou le
meme sinus) :

N

Ainsi deux réels x et y vérifient cos x = cos y si, et seulement si, ils représentent le méme angle (modulo
27) ou des angles opposés (modulo 27), autrement dit si, et seulement si, il existe k € Z tel que y =
x+2kmouilexiste l € Ztel que y = —x +2Im.

De méme sin x = sin y si, et seulement si, il existe un entier k € Z tel que y = x+ 2k ou il existe [ € Z tel
que y=m—x+2Im.

2. Résoudre les équations suivantes d’'inconnue réelle 6 et représenter les solutions sur le cercle trigonomé-
trique :

(1) cos (0 + %) —cos(30)  (2) sin (9 + g) — sin(30)

— Eléments de correction

e Résolution de (1) : d’apres la premiere question, I'équation (1) est vérifiée lorsqu’il existe k € Z tel
bl 7
que 30 =0+ 3 +2kn (cas 1.1) ou bien qu'il existe [ € Z tel que 360 = -6 — 3 +2Im (cas 1.2). On peut
poursuivre ainsi :

(1.1) @29=%+2kn<:>6:%+k7r

7 T
1.2) << 40=——+2ln <= O0=——+1—
3 12 2
Si on souhaite raisonner avec des angles modulo 27, cela revient a :
T =57
— pour (1.1) : les angles r et T

-n b 1llm —-7=m

- pour (1.2) : les angles —, —, —, —

127 12" 12" 12

Ces angles (modulo 27) sont représentés par un point accompagné de la lettre C sur la figure
ci-dessous.

* Résolution de (2) : d’apres la premiere question, I'équation (2) est vérifiée lorsqu’il existe k € Z tel
i s
que 360 =60 + 3 + 2k (cas 2.1) ou bien qu'il existe [ € Z tel que 30 =1 -6 — 3 +2Im (cas 2.2). On
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peut poursuivre ainsi :
b4 b2
2.1) <= 29:§+2kn = 0=€+kn

2.2) 4:»40:2—”+2171 <:>6=£+lE
3 6 2

Si on souhaite raisonner avec des angles modulo 27, cela revient a :

n =57
- pour (2.1) : les angles 5 et e

our (2.2) : les an. lesn 2n —m —om
p e 8% 33 6

Ces angles (modulo 27) sont représentés par un point accompagné de la lettre S sur la figure
ci-dessous.

Exercice 24 (Utilisation de nombres complexes en trigonométrie). Dans cet exercice, on fixe deux réels non nuls
aetb.

1. Pour tout réel @, montrer que: acos + bsinf = Re((a—ib)e'?).

— Eléments de correction
Soit 8 € R. On remplace e'? par cos6 + i sinf puis on développe et il vient :
(a—ib)e'? = (a—ib)(cosO + isinh) = [acosO + bsinO] + i[asinf — bcosH)]

En prenant la partie réelle, on trouve bien acos@ + bsin0.

2. Soit z=a+ib, r le module de z et ¢) un argument de z. Montrer que, pour toutréel 6, on a:

acosf +bsin® =rcos (0 —¢).

— Eléments de correction

D’apres les définitions de r et ¢, il vient a+ ib = re’? et donc a—ib = re™!%. Par conséquent :
(a— ib)eie =re'®? etdonc Re ((a — ib)eie) =rcos(@—¢).

En identifiant cela avec la partie réelle calculée a la premiére question, on trouve bien :

acosf + bsinf = rcos(@ — ¢).
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3. Utiliser cette transformation pour déterminer tous les réels x de 'intervalle [, 7] tels que :

cosx—V3sinx < 1.

— Eléments de correction

Appliquons ce qui précéde avec 0 = x, a = 1 et b = —/3. Nous constatons que le module de a + i b est
r=[1-iv3|=vi+3=2

puis nous écrivons :

; 1 V3 .. T —in/3

l—l\/§—2(5—17)—Z(COS?+ZSIHT)—2€ .
-

Cela permet de déterminer un argument de 1 —iv/3 qui est ¢ = 3 D’apres la deuxieme question, il

vient finalement : .
cosf — v/3sinf = 2 cos (0 + 5) .

Nous pouvons maintenant résoudre I'inéquation proposée :

. 7
cosx—\/§smxs ] & Zcos(x+ §) <1

T 1
— cos(x+—) < -
3 2

21 4n

)

- Tracons main-

7
Pour plus de simplicité, posons y = x + 3 Puisque x € [-m, 7], il vient : y €

tenant le graphe de la fonction y — cosy sur l'intervalle — et faisons-y figurer également la

1 )
valeur 3 en ordonnée :
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