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Dans ce document nous survolons une partie des résultats les plus centraux de
percolation bootstrap et modeéles cinétiquement contraints (KCM). Bien entendu,
le contenu sera fortement influencé par les préférences de I’auteur et ne visera au-
cunement ’exhaustivité. Pour plus de références périphériques le lecteur pourrait
consulter, par exemple, 1'article recent de synthése de Morris [64], qui partage un
point de vue relativement similaire a celui de I'auteur.

1 Percolation Bootstrap

1.1 Un premier modéle concret
1.1.1 Le modéle a r voisins

La percolation bootstrap est une classe d’automates cellulaires, dont le premier
représentant a été introduit en 1979 par Chalupa, Leath et Reich [29] en physique
statistique. Etant donné un graphe G (Z? dans le cas le plus courant) et un
ensemble A C V(@) de sites dits initialement infectés, on étudie la propagation de
infection selon la dynamique suivante a temps discret. A chaque étape les sites
dont au moins r € N des voisins sont déja infectés deviennent infectés, alors que
les sites infectés ne guérissent jamais. Nous notons la cloture pour ce processus
par [A] et disons qu’il y a percolation si [A] = V(G).

Ces modéles peuvent modéliser de nombreux phénoménes physiques (cf. [1, 2]
par exemple) parmi lesquelles la nucléation métastable, la dynamique & tempéra-
ture nulle d’Ising, les modéles cinétiquement contraints de la transition liquide-
verre et beaucoup d’autres. Dans ces applications et la plupart des études mat-
hématiques ’ensemble initial A est pris aléatoirement selon la mesure produit de
Bernoulli P, de sorte qu’un site est infecté avec probabilité p. On s’intéresse alors
a la transition

pe(d,r) = inf{p, Py([A] = Z%) = 1} .



1.1.2 Premiers résultats

Les premiers résultats sur ces modeéles sont dus a van Enter [75] et Schonmann [70],
qui ont montré que la transition est triviale pour tous d et r.! Néanmoins, Aizen-
man et Lebowitz /] ont montré en 1988 que la dynamique dans une boite finie
[n]? admet une probabilité critique

pe([n]?) = inf {p, P,([A4] = [n]") > 1/2}
qui échelle comme © ((log n)l_d) pour r = 2.
Esquisons leur argument assez simple dans le cas d = 2,7 = 2 (les dimen-
sions supérieures ne sont pas plus difficiles). Notons que les ensembles stables
d’infections sont des réunions de rectangles (paralléles aux axes) bien séparés.

Le résultat d’Aizenman et Lebowitz est fondé sur une étude de ces rectangles et
I’observation fondamentale suivante.

Lemme 1 (Aizenman-Lebowitz [1]). Soit R un rectangle. Si [AN R] = R, alors
pour tout 0 < k < long(R) il existe un rectangle S C R avec k < long(S) < 2k et
[ANS]=S.

En particulier, on peut trouver ce qu’on appelle une gouttelette critique — un
rectangle R avec [RN A] = R (que l'on appelle intérieurement rempli) d’une taille
particuliére — long(R) = © (1/p). Mais un rectangle intérieurement rempli ne peut
pas contenir deux lignes ou colonnes consécutives sans infection, ce qui montre que

Pp([A N R} _ R) < (1 . (1 _p)210ng(R))long(R)/2 ~exp (_@ (1/]9))

et donc n?exp (—O(1/p.)) = 1/2, d’ou p.([n)?) = Q (1/logn)).

La borne supérieure vient par construction. La probabilité qu'un rectangle (in-
dépendamment de sa taille) soit intérieurement rempli est au moins la probabilité
qu’il y ait une infection au coin, qui trouve successivement des infections dans les
prochaines ligne et colonne de sorte & continuer a croitre. Autrement dit, cette
probabilité est au moins

pTI0 - -2 e (2 [T loglt - e7)de) = exp(-01/p).

Par conséquent, dans un rectangle de taille ¢®(/?) il y a avec grande probabilité
un rectangle intérieurement rempli de taille p=3. De plus, avec grande probabilité
chaque ligne et colonne de longueur p~—3 contient une infection, car

(1-(1- p)p‘i’)exp((%(l/p)) =1—o0(1).

Donc au total avec grande probabilité le rectangle [exp(©(1/p))]* est intérieure-
ment rempli (comme c’est le cas si ces deux événements arrivent). De la p.([n]?) =
O(1/logn), ce qui conclue la preuve.

'Le lecteur est invité de se convaincre de cela pour d = 2 et r € {2, 3}.



1.1.3 Résultats avancés pour r = 2

Le travail fondateur d’Aizenman et Lebowitz a été depuis fortement affiné. En
2003 Balogh et Bollobés [8] ont remarqué que la transition de phase est raide
(entre p = (1+¢)p. la probabilité de percolation passe de § & 1 —4), ce qui découle
d’un résultat général de Friedgut et Kalai [11|. Leur approche a été développée plus
récemment par Bartha et Pete [17], qui ont établi que ’événement de percolation
bootstrap est sensible au bruit’. En meéme temps que le travail de Balogh et
Bollobés [8], une grande avancée a été apportée par Holroyd [55], qui a déterminé
I'asymptotique de p.([n]?,r = 2) et, en particulier, il a aussi démontré que la
transition est raide. Notamment, son résultat s’énonce

T+ o(1)

2
()2 r=2) = =%
pe([n]”,r =2) Slogn

Le papier de Holroyd introduit quelques unes des idées importantes et récur-
rentes en percolation bootstrap. La borne supérieure est facile et repose sur une
construction explicite assez semblable a celle d’Aizenman et Lebowitz dont on
évalue la probabilité. C’est la borne inférieure qui demande plus d’effort. Pour
'obtenir Holroyd découpe I’événement [A N R] = R selon le mécanisme de crois-
sance, qu’il appelle hiérarchie. Une hiérarchie est un arbre binaire, qui indique
comment les rectangles fusionnent pour former un rectangle plus grand. On au-
torise aussi des nceuds unaires pour éviter de voir des fusions avec des rectangles
trop petits, ce qui ferait exploser la quantité d’hiérarchies. Finalement on somme
sur toutes les hiérarchies leur probabilité de réalisation. Pour calculer celle-ci,
on observe que si un rectangle est intérieurement rempli, alors il existe deux rec-
tangles disjointement intérieurement remplis plus petits, qui 'engendrent. Cela
nous permet d’utiliser 'inégalité de van den Berg et Kesten [741]. Aprés certaines
manipulations analytiques cela donne le résultat souhaité.

La méthode d’'Holroyd a été aussi améliorée par la suite, notamment par Gra-
vner et Holroyd [16] en 2008, qui ont montré la borne supérieure, et par 'auteur
et Morris [51] en 2018 pour la borne inférieure. Ensemble ces résultats donnent
lordre du deuxiéme terme de p.:

w2 O(1)

pe([n’,r =2) = 181ogn + (logn)3/2° (1)

La borne inférieure demande une compréhension trés fine du mécanisme de crois-
sance d’un rectangle des la taille 1/,/p et donne de contraintes assez fortes sur le
type d’hiérarchies, qui prédominent.

2(est-a-dire reéchantilloner une proportion ¢ des sites conduit & une perte totale de
linformation. Cette notion a été introduite par Benjamini, Kalai et Schramm [20].



1.1.4 Lecasr>?2

Les résultats ci-dessus donnent des renseignements trés détaillés sur le modeéle a
2 voisins, mais le cas r > 2 est bien plus difficile a traiter. Cela découle du fait
que les ensembles stables d’infections ne sont plus de simples boites, mais peuvent
avoir une géomeétrie assez riche, ce qui empéche 'analyse du modéle. Néanmoins,
au niveau moral le mécanisme d’infection est récursif et assez simple, ce qui fait
notamment que les bornes supérieures posent peu de problémes. Si I'on dispose
d’une boite entiérement infectée, alors sur chacune de ses faces ce qu’on observe
est moralement le processus avec r diminué de 1. Ainsi la taille d'une gouttelette
critique est telle que ses faces ont la taille critique pour r et d diminués de 1.
Cette intuition a été assez difficile & mettre en place rigoureusement et le résultat
correspondant a Aizenman-Lebowitz |1] n’a été établi qu’en 1999 (pour r = d = 3)
et 2002 (en toute généralité) par Cerf et Cirillo [27] et Cerf et Manzo [28] :

o(1)
(logg,_yn)* " @

pe([n)?,r) =

ou log, est la r-éme itération du logarithme. L’asymptotique de la transition
a dua attendre 2009 (pour r = d = 3) et 2012 (en toute généralité) pour étre
déterminée par Balogh, Bollobas et Morris [1 1] et Balogh, Bollobas, Duminil-Copin
et Morris [10] avec une constante explicite a la place de ©(1) dans (2) donnée par

)\(d,r):/ Gr1 (2777 dz,
0

gk(2) = —log(Br(1 —e 7))

et B(u) est une racine de 22 = (1 — (1 — u)*)z + u(1 — uw)¥. Ce résultat demande
un effort technique considérable, méme si les idées fondamentales sont celles de
[27,28,55]. La borne supérieure pour le deuxiéme terme correspondante a Gravner
et Holroyd |16] a été établie en 2012 par Uzzell |73], mais la borne inférieure reste
largement ouverte et méme s’il s’agissait d’une simple concaténation des arguments
de [51] et [10], cela demanderait un effort technique immense.

1.2 Un modéle anisotrope
1.2.1 Modéle et premiers résultats.

Considérons maintenant un deuxiéme modéle avant de gagner en généralité. Nous
nous plagons sur Z? avec un ensemble d’infections initiales A de loi P,, mais chan-
geons de régle d’infection. Un site x € Z? devient infecté si au moins 3 parmi les



6 sites x + {(£2,0), (£1,0), (0, £1)} sont déja infectés. Ce modéle a été introduit
par Gravner et Griffeath [13]. Ici Péchelle de p. a pris nettement plus longtemps
avant d’étre trouvée par van Enter et Hulshof en 2007 [76]. Leur résultat est a la
précision de celui d’Aizenman et Lebowitz || et s’énonce

pc([n]Q) _ © ((loglogn)2) ] (3)

logn

Avant d’expliquer d’oul vient le facteur correcteur, mentionnons qu’un tel résultat
était obtenu pour un modéle plus simple (dirigé plutot qu’anisotrope) par Mount-
ford en 1995 [66], mais Gravner et Griffeeath [13] ont donnée une fausse preuve de
(3) sans le carré au le numérateur.

D’abord, on voit comme dans |1] qu’une gouttelette de hauteur C'log(1/p)/p
pour C assez grand croit avec grande probabilité horizontalement jusqu’a arriver
a largeur p—2 (il suffit d’avoir une infection par colonne). Aprés le rectangle ainsi
obtenu croit aussi facilement verticalement aussi. Ainsi il suffit d’avoir un rectangle
initial infecté de taille 2 x C'log(1/p)/p, ce qui justifie la borne supérieure sur la
probabilité critique.

La borne inférieure se base sur un lemme similaire a Lemme 1. Plus exactement,
on montre que pour qu'un rectangle soit intérieurement rempli il faut qu’il y en
ait un de toute taille, qui satisfait que toute ligne est a distance au plus 2 d’une
infection et toute colonne est & distance au plus 4 d’un couple de sites infectés a
distance mutuelle au plus 4. Sil’on applique ceci a un rectangle de taille convenable
(d’ordre p~3/2, par exemple), on obtient la borne souhaitée comme dans [4].

1.2.2 Résultats plus précis et paradoxe de la percolation bootstrap.

Par la suite il y a eu des améliorations de ce résultat. La constante a la place
de © dans (3) a été trouvée par Duminil-Copin et van Enter [30] et récemment
avec Hulshof [37] ils ont déterminé exactement les trois premiers termes de p.. Ces
termes se trouvent étre trés proches:

_ loglogn

pe([n]?)

9
= Tlogn <loglogn — 4logloglogn + (210g§ +0(1)>) .

Une conséquence de cela concerne le «paradoxe de la percolation bootstrap». Ce
terme désigne la tendance des simulations & donner de fausses prédictions suite
a la convergence lente, malgré ce que la transition soit trés raide. En effet, la
fenétre critique est de taille au plus (logn)~2? & un facteur polyloglog prés, mais
le deuxiéme et troisiéme termes de p. sont beaucoup plus proches du premier et
restent grands méme pour des valeurs de n astronomiques. Ce phénoméne a surgi
en premier pour le modéle a 2 voisins, ou a la place de 72/18 dans (1) une valeur
de 0.245 £+ 0.015 a été estimée [3].



De fait, malgré les apparences, au niveau technique les auteurs de [37] ne déter-
minent que les deux premiers termes de la probabilité qu’'un rectangle soit intéri-
eurement rempli. La borne difficile demande de combiner les techniques de [36,17]
avec de nouvelles idées, mais expliquons au moins quel est le mécanisme dominant
de croissance, qui donne aussi la borne supérieure facile. Ce mécanisme part d’'une
double colonne d’infection, qui croit, en restant un rectangle de taille 37 /3p x [
pour [, qui croit de 2loglog(1/p)/p & log(1/p)/(3p). Ensuite il est déja assez
probable que le rectangle croisse a l'infini.

1.3 Modéle général et pré-universalité
1.3.1 Pré-universalité.

Les avancées que nous venons de discuter restent trés dépendantes du modéle et
une théorie unifiée manquait jusqu’a trés récemment, alors que quelques autres mo-
déles avec des comportements assez différents étaient considérés [37,13,66,70,76].
Un premier essai de classification générale a été fait par Gravner et Griffeath [13,11]
dans les années 90. Elle a ét¢é largement étendue et rectifiée par les preuves rigou-
reuses de pré-universalité de Bollobés, Smith et Uzzell [24] en 2015 et Balister, Bol-
lobas, Przykucki et Smith [0] en 2016. Pour l'instant la classification est compléte
en dimension 2, mais Balister, Bollobas, Morris et Smith ont annoncé a plusieurs
reprises que son analogue en dimension supérieure est en cours de rédaction. Pour
ces raisons-la nous nous concentrerons sur Z?* (resp. [n]?).

Un modéle de percolation bootstrap est paramétré par une famille de mises a
jour — une famille finie U de sous-ensembles finis de Z*\ {0} dits régles. I ensemble
d’infections initiales A = A, est pris aléatoirement selon P, comme au dessus et
on définit ’évolution de la dynamique par

A=A U{zeZ? Ve, x+U C A},

de sorte qu’un site devient infecté si une des régles translatée par lui est entiérement
infectée. Ainsi on obtient tous les automates cellulaires déterministes monotones
transitifs avec cette condition initiale aléatoire. Le résultat de [0, 24] est une
partition de ces modéles en trois classes de pré-universalité. Pour les définir nous
avons besoin de la notion de direction stable — une direction v € S' = {z €
R?,||z]|2 = 1} est instable §'il existe U € U entiérement contenue dans le demi-
plan H, = {z € Z* x-u < 0} et stable sinon. Ainsi la partition est comme
suit.

o U est surcritique s’il existe un demi-cercle ouvert de directions instables.
Dans ce cas p.((Z/nZ)?) = n=°W,



o U est critique s’il existe un demi-cercle avec un nombre fini de directions
stables, mais n’est pas surcritique. Dans ce cas p.((Z/nZ)?) = (logn)~®W.

o U est souscritique sinon. Dans ce cas p.(Z?) > 0.

Notons déja pour le lecteur méfiant que les directions instables d'un modéle sont
trés faciles a déterminer et qu’elles forment une réunion finie d’intervalles ouverts
du cercle de sorte qu’aucune question d’ordre topologique ne se pose. Par contre,
le besoin de considérer les tores plutot que les boites finies [n]? vient de problémes
de bord triviaux — il se peut, par exemple qu'un des coins n’ait aucune régle, qui
reste dans la boite, donc il s’infecte si et seulement s’il est initialement infecté.

1.3.2 Modéles surcritiques

L’exemple le plus simple, mais représentatif des modéles surcritiques est le modéle
a 1 voisin. La il est clair qu'une seule infection infecte tout le plan (puisqu’il est
connexe), d’otl

pe([n)?, U = {(£1,0),(0,£1)}) =1 —2""" ~log2/n?,

bien sir en accord avec [21].

Plus généralement, les modéles surcritiques sont ceux, qui admettent un ensem-
ble fini d’infections qui infecte un nombre infini de sites par lui-méme |24, The-
orem 7.1] et donc leur étude se réduit surtout a I'étude de ces ensembles finis.
De plus, la démonstration des résultats de pré-universalité pour ceux-ci est une
version simplifiée de celle pour les modéles critiques, donc on ne la discutera pas
séparément.

1.3.3 Modeéles critiques

Origine. On a en fait déja regardé en détail deux exemples typiques de modéles
critiques — celui a 2 voisins et le modéle anisotrope. Dans les deux cas les directions
stables sont (+1,0) et (0,%1), ce qui les rend critiques. Discutons déja les idées
de Bollobas, Smith et Uzzell [241] pour établir la pré-universalité.

La spécificité cruciale des modéles critiques est que si 'on a une gouttelette
assez grande, dont les cotés sont dirigés convenablement, entiérement infectée, alors
pour qu’elle puisse croitre il lui faut un nombre borné d’infections sur chaque coté.
Ainsi il devient facile de croitre dés que la gouttelette a une taille (log(1/p))®W.
Par gouttelette on entend un polygone convexe.

Un probléme notable est que si 'on a un bon bloc de quelques sites infectés
sur un des cotés dirigé par une direction stable (pour les directions instables on
n’a pas besoin d’infection supplémentaire pour avancer), la nouvelle ligne, qui sera



générée ne croit pas nécessairement jusqu’a la toute fin du coté. Cela est assez
problématique, car les gouttelettes commencent & créer de cotés supplémentaires,
mais le reméde utilisé dans [24] est d’introduire I'ensemble fini de directions dites
quasi-stables. Ces directions avec les directions stables forment des gouttelettes,
qui croissent pour créer des gouttelettes plus grandes avec les mémes directions
des cotés. Cela permet d’établir la borne supérieure sur p.., alors que pour la borne
inférieure il suffit de procéder par une généralisation du procédé d’Aizenman et
Lebowitz.

Mentionnons finalement la raison de faire apparaitre un demi-cercle ouvert avec
un nombre fini de directions stables. En effet, ces directions ne permettent pas
a une gouttelette de croitre dans toutes les directions, mais seulement dans celle
du milieu du demi-cercle (sans nuire a la généralité (1,0)). Néanmoins, cela suffit
parce que si 'on arrive a croitre dans cette direction-la pendant assez longtemps,
on finit par trouver des infections au dessus et en dessous de la gouttelette, ce qui
la fait croitre dans les directions perpendiculaires aussi. Pour plus de détails cf.
Figure 7 de [21].

Rafinements. FEn 2014 Bollobés, Duminil-Copin, Morris et Smith [22] ont forte-
ment affiné les bornes de [21]| pour les modéles critique, en établissant 1’équivalent
du résultat d’Aizenman et Lebowitz [1| en toute généralité et en obtenant la par-
tition d’universalité. Ils trouvent qu’il y a deux sous-classes de pré-universalité
— les modeles dits équilibrés comme celui a 2 voisins et les modéles déséquilibrés
comme le modéle anisotrope. Ce sont les seconds, qui posent plus de problémes
techniques dans leur approche. Pour énoncer leur résultat on a besoin de la no-
tion de difficulté. La difficulté a(u) d’une direction w est non-triviale pour les
directions stables isolées et correspond au plus petit nombre d’infections dont on a
besoin d’ajouter & un demi-plan infecté H,, de sorte qu’elles engendrent une infinité
d’infections. Pour les directions instables on pose a(u) = 0 et pour les directions
stables non-isolées — a(u) = co. Finalement, on définit la difficulté du modéle par

a = minmax a(u) , (4)

CeC ueC
ot C est 'ensemble des demi-cercles ouverts de S'. Un modéle est équilibré, si la
valeur de « est la méme si 'on remplace les demi-cercles ouverts par des demi-

cercles fermés dans (4) et déséquilibré sinon.
Le résultat de [22] est que pour les modéles équilibrés

o(1)

pe((Z/n')?) = Togn)i/a°



tandis que pour les modéles déséquilibrés

(loglogn)? Le
logn '

p(ZnZ)?) = © (

Ainsi ils arrivent a réduire le calcul de la probabilité critique du modéle a une
simple recherche d’ensemble fini purement géométrique. Il est intéressant de noter
que, malgré 'apparence simple de la définition de la difficulté (4), auteur et
Mezei [53] ont montré que son calcul & partir de U est NP-difficile.

Avant de passer aux modéles souscritiques, mentionnons que pour une famille
bien plus restreinte de modéles critiques équilibrés ’équivalent du résultat de Hol-
royd [55] a été obtenu par Duminil-Copin et Holroyd en 2012 [34]. Etendre ce
résultat a tous les modéles critiques et notamment les déséquilibrés est une ques-
tion ouverte trés ambitieuse. Signalons aussi qu’il y a encore un modéle déséqui-
libré trés spécifique (en plus du modéle anisotrope et ses variantes), pour lequel
Pasymptotique exacte a été récemment déterminée par Bollobas, Duminil-Copin,
Morris et Smith |23]. Ce modéle a été introduit en 1989 par Duarte [33] et 'échelle
de p. a été donnée par Mountford [66] en 1995.

1.3.4 Modéles souscritiques

Un exemple de modéle souscritique est donné par le modéle a 3 voisins et un peu
moins trivialement par toute famille & une régle. En fait, on peut distinguer les
modéles souscritiques trivieur (comme ceux a 3 ou 4 voisins) — ceux qui admettent
un ensemble fini de sites sains stable et, de maniére équivalente ont p.(Z?) = 1.
[’exemple le plus simple considéré déja en 1992 par Schonmann [70] est donné par
U ={(1,0),(0,1)}. Il est trivialement identifi¢ & la percolation orientée classique
par sites (OP).

La démonstration que les modéles souscritiques ont une probabilité critique
positive de [6] (ce qui justifie la partition de pré-universalité) passe par une re-
normalisation multi-échelle assez technique. En quelques mots, il s’agit de trouver
(& toute échelle) des rubans suffisamment épais essentiellement non-infectés, qui
séparent les régions essentiellement infectées et les empéchent donc de croitre.

Il faut remarquer que le résultat de Balister, Bollobas, Przykucki et Smith 6]
donne en pratique une borne tellement petite, que le seul résultat exploitable
est qualitatif: p.(Z?) > 0. Néanmoins il existe deux modéles ou bien plus de
choses sont connues. Le premier est OP qu’on a déja introduit et dont toute
la théorie peut se retranscrire dans le langage de bootstrap. L’autre est Spiral
introduit en 2007 en physique par Toninelli, Biroli et Fisher [72]. Il est donné par
la régle {(0,1),(1,1),(1,0), (1,—1)} et les trois autres obtenues d’elle par rotations
successives par m/4. Pour celui-ci on sait d’aprés Toninelli et Biroli [71] que p.
est le méme que pour OP, que la transition est discontinue (modulo une extension

9



du résultat de Duminil-Copin, Tassion et Teixeira [35] pour la percolation orientée
par arrétes & OP) et méme certaines bornes sur le comportement de la longueur
de corrélation prés de criticalité.

Un article récent de Pauteur [51] réunit les connaissances sur ces deux modéles
et les étend pour obtenir (en conjugaison avec un travail de percolation a venir [50])
une borne supérieure quantitative pour tout modéle sous-critique. La borne est
notamment une égalité pour Spiral. Pour 'obtenir on établit une décomposition
de p.® en termes de quantités directionnelles dites densités critiques, qui jouent le
role des difficultés de [22] pour les modéles critiques. De plus, on identifie un point
critique §. (qui est conjecturé égal a p. [51]), qui est notamment le point critique
de décroissance exponentielle, le point critique d’un événement «un-bras» et de
Pespérance du temps d’infection de 'origine, ainsi que le point critique du trou
spectral du KCM associé au modéle qu’on discutera dans la prochaine section.
Finalement, dans [71] on relie aussi la sensitivité au bruit & la continuité de la
transition au point ¢,.

Les modéles souscritiques étant les moins bien compris, il y reste de nombreux
problémes ouverts. Le plus central est de montrer que p. = §. et, dans la mesure
du possible, «déterminery cette valeur étant donné la famille &4. Un but ultérieur
serait de déterminer quand la transition est continue, i.e. P, ([A] = Z%) = 1 et
comprendre le comportement critique.

1.4 Autres cadres de percolation bootstrap

Bien que la voie la plus centrale et traditionnelle soit de se placer sur Z¢ ou des
troncatures comme [n|? ou (Z/nZ)?, de nombreux autres graphes standards ont
été considérés. Pour éviter de se disperser trop, nous mentionnons juste quelques
exemples avec des références et trés peu de commentaires et ne visons surtout pas
Pexhaustivité.

1.4.1 Hypercubes

Nous commencons par le cadre le plus proche de ce qu'on a considéré jusqu’a
présent. On se place toujours sur [n]¢, mais cette fois c’est d, qui tend vers l'infini,
alors que n reste fixe. Les premiers travaux sur ce cas sont dus a Balogh et
Bollobas [9], qui ont trouvé que p.([2]4,r = 2) vaut 272V4d~2 4 une constante
prés. Leur résultat a été amélioré par Balogh, Bollobas et Morris [13], qui ont
méme trouvé le deuxiéme terme a un facteur logd prés ainsi que 'asymptotique
de p.([n]¢,2) pour d > logn. L’étude des modéles avec r > 2, mais fixé, sur
’hypercube reste ouverte avec une conjecture énoncée dans [13].

3En fait la caractérisation porte plutot sur un autre point critique §., qu’on discutera ultéri-
eurement.

10



Un autre cas particulier — la régle de la majorité — a été étudié aussi par les
mémes auteurs [12], qui ont trouvé les deux premiers termes de p.([2]*",n) ainsi
que des résultats moins précis sur des boites plus grandes. En s’appuyant sur cela,
Morris a déduit des résultats sur la dynamique du modéle d’'Ising & température
nulle [63].

1.4.2 Arbres et graphes réguliers.

Si I’on cherche & changer drastiquement de graphe, le choix le plus simple est celui
des arbres. Ce cas a été étudié en détail par Balogh, Peres et Pete [11]. Ils ont
trouvé la valeur exacte de la probabilité critique sur 'arbre infini d-régulier pour
la percolation bootstrap a r voisins pour tous r et d.

Puisque les graphes aléatoires réguliers G(n,d) sont localement des arbres il

n’est pas surprenant que Balogh et Pittel [16] ont montré que la probabilité critique
pour ces graphes tend vers celle déterminée dans [1], méme si les techniques sont
assez différentes. Le travail de Bartha et Pete [17] a établi que dans ce cadre il n’y

a pas de sensitivité au bruit.

1.4.3 Plan de Hamming

Une direction plus récente introduite en premier par Gravner, Hoffman, Pfeiffer et
Sivakoft [15] considére des interatctions a portée infinie, en se placant sur le tore de
Hamming. Ce modéle est simplement donné par [n]¢ avec des arétes entre points,
qui ont une coordonnée en commun, avec le modéle a r voisins sur ce graphe. Un
modéle similaire dit de percolation par ligne a été introduit par Balister, Bollobés,
Lee et Narayanan [7]. Une généralisation commune de ces modéles a été étudiée
par Gravner, Sivakoff et Slivken [18].

1.5 Questions extrémales de bootstrap

Dans tout ce qui précéde nous avons considéré la percolation bootstrap avec des
régles différentes et sur des graphes différents, mais toujours avec condition initiale
aléatoire. Dans chacun de ces cadres on peut légitimement se poser de nombreuses
questions extrémales. Les quantités les plus naturelles que 'on peut considérer
sont les tailles extrémales d’ensembles percolants (eux-mémes extrémaux ou non),
les temps extrémaux de percolation, ...Il s’agit ainsi de tout un univers paralléle
purement combinatoire, mais qui a recu bien moins d’attention. Une raison impor-
tante pour s’y intéresser est simplement que les raisonnements sur des questions
conjointes probabilistes peuvent tirer profit de telles bornes extrémales. Paradox-
alement, une des raisons principales de ne pas s’y intéresser est que les modéles
s’averent tellement riches, que les réponses aux questions extrémales sont souvent
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ingénieuses, inattendues et totalement inadaptées pour les questions probabilistes.
Mentionnons quelques résultats intéressants sans viser ’exhaustivité.

1.5.1 Modéles en basse dimension

Pour ce modéle il y a principalement des résultats «négatifs», mais commencgons
par un exercice classique «positify, qui sert dans tous les travaux sur le modéle.

Exercice 2. Prouver que la taille minimale d’un ensemble percolant dans [n]? est
n.

Une généralisation a [n]? donne [d(n—1)/2]+1 |21, Problem 35| (cf. aussi [9]).
Les seuls résultats généraux sur le cas & 7 > 2 voisins sont mentionnés dans [15,65],
mais 'asymptotique exacte a d et r fixés n’est pas connue sauf le cas d = r.

Malgré Exercice 2, Morris [62] a montré que les ensembles percolants minimaux
peuvent étre de taille Q(n?), ce qui est assez contre-intuitif. Le temps maximal
de percolation (le nombre de pas de la dynamique nécessaires pour infecter tous
les sites) apporte aussi une surprise. Le premier travail dessus par Benevides et
Przykucki [18] a montré que ce temps dans [n]* vaut exactement (5n? — 2n)/8 (a
l'arrondis prés), si 'on se restreint aux ensembles percolants de taille minimale
(donc n). Pour des ensembles percolants sans contrainte ils ont montré [19] que
le temps maximal est environ 13/18n?, donc essentiellement on peut percoler plus
ou moins «un site a la fois», méme s’il la percolation est engendrée par trés peu
de sites.

1.5.2 Modéles sur I’hypercube

Taille minimale d’ensembles percolants. Lorsque la dimension tend vers
I'infini les résultats changent complétement. [’asymptotique de la taille minimale
des ensembles percolants (pour r > 2, comme nous avons déja expliqué que r = 2
est fait dans [21]) a été déterminée récemment pour [2]? par Morrison et Noel [67]
par des techniques d’algébre linéaire. Leur preuve a été simplifiée par Hambard-
zumyan, Hatami et Qian [19], qui ont utilisé une belle méthode polynomiale.

Taille maximale d’ensemble percolant minimal. La taille maximale d’ensemble
percolant minimal a été exactement déterminée pour le modéle a 2 voisins sur
I'hypercube [2]¢ par Riedl [68]. Tl est intéressant qu’elle vaut 2%/4 & un facteur
borné, qui ne converge pas, prés. On peut déduire de [62,68] certaines contraintes
sur cette taille dans [n]? significatives pour d > n, mais 'asymptotique est loin
d’étre connue. La situation pour r > 2 était essentiellement totalement ouverte,
mais en fait la construction de 'auteur que 'on discutera dans le paragraphe sui-
vant [52] montre que pour tout r > 2 la taille maximale sur [2]? est 2¢ & un facteur

d pres.
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Temps maximal de percolation. Le premier résultat sur le temps maximal
de percolation pour r = 2 est di a Przykucki [67]. Il a déterminé que ce temps
vaut seulement |d?/3|, ce qui n’est pas du tout similaire a4 ce qu’on a dans le
cas d = 2, n — 00, ou le temps peut étre une proportion positive du volume
du carré [18]. Recemment, le cas r > 2 a été résolu aussi, mais le résultat est
trés surprenant. L’auteur a montré que pour tout r > 2 le temps maximal de
percolation est asymptotiquement 2¢/d & un facteur logd prés [52], soit presque
tout le volume de I'hypercube. Ce résultat repose sur un lien avec le probléme
du «serpent-dans-la-boite»* étudié pour les besoins des codes correcteurs dans les
années 60-70 et notamment le résultat conclusif d’Evdokimov de 1976 [38].

2 Modéles cinétiquement contraints (KCM)

2.1 Définition et généralités

Les KCM sont des systémes de particules en interaction. Ils ont été introduits
par Fredrickson et Andersen [39,410] en 1984 indépendamment de la littérature
de percolation bootstrap. Il s’agit de processus de Markov 7 sur {0, 1}ZZ avec
dynamique de Glauber contrainte et mesure stationnaire réversible IP,. Définitions-
les directement dans le cadre général via la représentation graphique. On se donne
une famille &/ de bootstrap et un processus de Poisson standard N indépendant
sur chaque site z € Z2. A chaque atome du processus de Poisson N* on vérifie
si dans la configuration actuelle 7(t) € {0,1}° le site = serait infecte (les sites
infectés sont les sites vides, i.e. dont la variable d’occupation vaut 0) au prochain
pas de la dynamique de bootstrap donnée par U (i.e. s'il existe U € U tel que
n,(t) = 0 pour tout y € x + U). Si ce n’est pas le cas, on ne prend pas 'atome en
compte. Dans le cas contraire, on remplace 1’état du site par une nouvelle variable
de Bernoulli de paramétre p indépendante de tout le reste. Ceci définit bien un
processus de Markov avec les propriétés énoncées par les techniques standards de
systémes de particules (cf. Liggett [57]).

La raison d’étre initiale de ces modéles est d’expliquer la transition vitreuse par
des moyens purement cinétiques (cf. [12,69] pour des synthéses de physique sur
le sujet). L’idée est que les particules peuvent étre génées par les voisins pour se
déplacer (la non-conservativité du modéle vient du fait qu’il porte sur un point de
vue renormalisé) et le comportement attendu du modéle est une forte divergence
du temps de relaxation (ou de mélange) lorsque p decroit. Avant d’entamer les
résultats sur les KCM, notons que ces systémes ne sont pas attractifs (ajouter
des particules ne favorise pas nécessairement ’apparition de particules, comme les

4(’est la recherche de longs chemins plongés dans ’hypercube par une isométrie locale, par
exemple longs chemins induits.
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particules ajoutées peuvent empécher la création de nouvelles par la dynamique),
ce qui rend 'analyse mathématique beaucoup moins aisée par comparaison avec
le modéle d’Ising stochastique, par exemple.

De maniére générale pour tout processus de Markov beaucoup de propriétés
asymptotiques sont gouvernées par le trou spectral de son générateur. L’autre que-
stion qui nous occupera est si [P, est ergodique. Cette question-la s’avére facile et
Cancrini, Martinelli, Roberto et Toninelli [25] ont montré que le KCM est ergodi-
que si et seulement si la percolation bootstrap correspondante infecte tout le plan
p.s.” Comme nous avons vu, p, pour la percolation bootstrap n’est pas du tout
facile & trouver pour les modéles souscritiques, mais c’est déja une réduction no-
table, qui rend la question déterministe et monotone. Comme nous avons évoqueé,

dans [51], en utilisant le résultat principal de [25], Pauteur a identifié la transi-
tion ou le trou spectral devient 0 en termes de ¢. — la transition de décroissance
exponentielle de la percolation bootstrap associée. La preuve de [25] utilise une

technique de découpage — on se place sur une boite finie et on relie son trou spectral
a celui d’une boite deux fois plus petite, en considérant une dynamique par blocs.

Une autre quantité d’intérét plus naturelle est le temps moyen d’infection de
origine dans le KCM E,[r]. Mais dans [26, Théoréme 4.7] Cancrini, Martinelli,
Roberto et Toninelli ont montré

Ep[m0] < Tra(p)/p,

ou Ty est I'inverse du trou spectral. De plus, Martinelli et Toninelli [61, Lemma
4.3] ont observé que
Eplro] = Q(Tw),

ou Ty, est le temps médian d’infection de 'origine en percolation bootstrap. Ainsi
on a une borne «a priori» donnée par la percolation bootstrap.’

Mis a part les résultats ci-dessus, essentiellement rien n’est connu sur les KCM
souscritiques en général. Seulement les modéles trés spéciaux OP (dit Nord-Est
dans le cadre KCM) et Spiral ont été étudiés avec succés. Ainsi on ne traitera que
les deux autres classes de pré-universalité.

2.2 Modéles surcritiques

Commencons par les modéles surcritiques (le vocabulaire de pré-universalité de
bootstrap s’applique identiquement aux KCM) dont la compréhension est la meil-
leure. Pour ces modéles on peut déduire du raisonnement de [25,51] une borne

5En fait leur Proposition 2.4. énonce un résultat légérement moins fort, mais la preuve donne
cette version plus forte.

6Notons que déterminer T3, est essentiellement équivalent & déterminer p. et avec les résultats
d’universalité viennent de bonnes estimées du temps d’infection aussi.
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supérieure sur T, mais elle n’est pas tendue. En 2017 Martinelli et Toninelli [(1]
ont développé une méthode pour obtenir de bonnes bornes supérieures sur 7,
qu’ils ont étendues avec Morris [60] pour obtenir des bornes supérieures, qu’ils
conjecturent bonnes pour tout modéle critique ou surcritique. Cette conjecture a
été démontrée trés récemment dans certains cas (et notamment pour les modéles
surcritiques) par Maréché, Martinelli et Toninelli [59], en utilisant le résultat com-
binatoire de Maréché [58]. Avant de I’énoncer on a besoin d’une définition. On
appelle un KCM surcritique enraciné s’il existe 2 directions stables non-opposées
et déraciné sinon (en particulier il y a soit aucune direction stable, soit une, soit
2 directions stables opposées). Pour les KCM déracinés on a

Ep[mo] = p_e(l)
lorsque p — 1, donc c’est la borne donnée par la bootstrap, qui est bonne. Par
contre, pour les KCM enracinés un autre phénomeéne entre en jeu pour donner

E,[0] = exp (O ((logp)?)) , (5)

ce qui différe de la borne de bootstrap.

La différence est mise en avant le mieux pour le modéle unidimensionnel dit
Est, donné par la famille 4 = {{—1}}. Il a été introduit en 1991 par Jéckle
et Eisinger [50] et a requ beaucoup d’attention depuis. Notamment, Aldous et
Diaconis [5] ont montré (5) pour Est, plus tard Cancrini, Martinelli, Roberto et
Toninelli [25] ont obtenu "asymptotique de log E,[7o] et depuis des résultats encore
plus précis ont été établis par Chleboun, Faggionato et Martinelli [30] basés sur des
résultats combinatoires de Chung, Diaconis et Graham [32]|. L’idée fondamentale
est que 'infection la plus proche de l'origine (en une dimension) se trouve a distance
1/p et pour infecter 1'origine il est nécessaire de traverser cette région remplie, ce
qui demande de passer par une configuration avec au moins log(1/p) infections.
Ce nombre étant grand devant 1, ces configurations sont trés atypiques pour P,
donc il faut passer cette «barriére d’énergie», ce qui prend beaucoup plus de temps
que 1/p.

La démonstration de (5) formalise I'idée qu’a cause des directions stables non-
opposées les infections peuvent se déplacer dans un cone sans revenir, ce qui induit
une dynamique semblable & celle d’Est. Par contre, pour les modéles non-enracinés
les déplacements dans les deux sens sont autorisés et la barriére d’énergie n’est plus
présente.

2.3 Modéles critiques

La situation avec les modéles critiques est similaire, mais plus complexe et moins
établie. Néanmoins 'intuition reste la méme — il y a deux sous-classes de mo-
déles. Les uns peuvent se déplacer (facilement) seulement dans une direction et
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on y attend une dynamique de type Est avec des temps de relaxation plus longs.
Un probléme technique est que pour les modéles critiques la dynamique (Est ou
autre) porte sur les gouttelettes critiques, qui sont de taille logarithmique plutot
que constante. L’autre obstacle est qu’il faut prendre en compte les difficultés des
différentes directions et le fait qu’il est possiblement difficile, mais pas impossible,
de se déplacer dans la direction opposée a la plus facile. Finalement, pour cer-
tains modéles bidirectionnels il peut étre plus avantageux d’utiliser une dynamique
bidirectionnelle, mais pas dirigée par la direction la plus facile.

Une borne supérieure générale a été obtenue pour tous les modéles critiques
par Martinelli, Morris et Toninelli [60], en développant les techniques de Martinelli
et Toninelli [61]. Ils définissent, en supplément de la difficulté «, une difficulté
bilatérale

g = 1(1;161? max max(a(u), a(—u)) .

On peut alors envisager deux mécanismes d’infection de 'origine — soit on utilise
une dynamique de type Est pour la direction la plus facile, mais on paye pour les
barriéres d’énergie, soit on utilise une dynamique bidirectionnelle pour la direction,
qui donne la difficulté bilatérale. Ainsi on obtient deux bornes différentes et c’est
'une ou l'autre, qui est meilleure selon le rapport 3/«. Plus précisément, pour les
modeéles avec 5 > 2« (dits a-enracinés) on a

log Trel = O(p~2) . (6)
Pour les autres (dits S-déracinés) on a
log Tre = O(p~7). (7)

A présent il manque de borne inférieure correspondante. Cela dit, pour la classe
de modéles avec a = [ la borne de bootstrap montre que (7) est la bonne échelle.
Trés récemment Maréché, Martinelli et Toninelli [59] ont montré que (6) est la
bonne échelle (méme avec le bon facteur logarithmique) pour le modéle de Duarte.
C’est le représentant le plus simple des modéles a-enracinés, puisque S = oo et la
propagation est possible uniquement dans une direction — celle qui donne a.

Un des problémes ouverts principaux est d’établir que (6) et (7) sont toujours
des égalités (a des facteurs logarithmiques prés), comprendre les facteurs loga-
rithmiques et notamment ce qui se passe lorsque 5 = 2a. Une autre question, qui
reste largement ouverte est le comportement hors équilibre, qui est inaccessible
par les techniques actuelles (sauf des exceptions marginales comme [31]).
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