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1 Pr�eliminaires

1.1 Histoire de l'exp�erience

En 1878 Alfred Mayer monte une exp�erience de magn�etisme[4], con�cue pour
¾illustrer certains ph�enom�enes de la structure mol�eculaire de la mati�ere¿[6]. Elle
consiste �a enfoncer des aiguilles �egalement magn�etis�ees dans des petits bouts de
li�ege de sorte qu'elles soient toutes verticales et de m�eme orientation des p�oles avec
les p�oles nord �a la m�eme hauteur au dessus de l'eau. Les objets ainsi pr�epar�es sont
mis dans une cuvette remplie d'eau. En�n, un aimant puissant est mis au-dessus
du dispositif avec son p�ole sud orient�e vers le bas et les �gures c�el�ebres de Mayer
(Figure 1) apparaissent. Il quali�e les con�gurations de primaires, secondaires, ter-
naires, . . . , telles que les primaires sont les noyaux des secondaires, les secondaires
� des ternaires.[5, 6, 7]

Ces exp�eriences inspir�erent J.J.Thomson pour la conception du premier mod�ele
de l'atome1.[8, 9] Dans ce cadre il �t une �etude plus quantitative de ces ph�enom�e-
nes dans le cadre �electrique, mais peu adapt�ee au cas magn�etique. Ses �etudes ont
donn�e naissance �a la statique des tourbillons contemporaine, o�u des con�gurations
analogues sont observ�ees, mais une description analytique n'a pas �et�e touv�ee.[1, 2]
C'est pour cette raison, que j'ai d�ecid�e d'en tenter une, toujours non analytique
mais plus pr�ecise qu'une simple classi�cation. La suite de ce texte pr�esente les
formalisation(1.2), simulation(2), mod�elisation(3.1), justi�cation(3.2) et v�eri�cation
exp�erimentale(4), toutes faites par moi, dont le but principal est de d�ecrire les formes
des polygones ¾r�eguliers¿, qui n'en sont pas.

1.2 Formalisation

Pour aborder rigoureusement le sujet, on aura besoin de quelques notions natu-
relles.

D�e�nition. On appelle couche externe d'une con�guration2 l'intersection de la
con�guration avec la fronti�ere de son enveloppe convexe.
Les couches d'une con�guration sont d�e�nies it�erativement en enlevant l'externe
jusqu'�a l'�epuisement de la con�guration.
La derni�ere couche non-vide est appell�ee interne.
La suite �nie des cardinaux des couches d'une con�guration, prises de l'interne vers
l'externe est appell�e distribution.
Deux con�gurations sont appell�ees identiques si leurs distributions sont les m�emes.

1. �the plum pudding model�

2. l'ensemble �ni des points du plan, occup�es par les aiguilles lorsqu'elles ne sont soumises �a

aucune acc�el�eration
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Cette d�e�nition ne doit pas �etre prise au sens strict, car (comme on le verra) il
y a des couches avec plus de deux points allign�es et donc un petit �ecart pourrait
changer la distribution au sens de la d�e�nition. Alors, en pratique, on va associer
un point �a la ¾couche la plus proche¿.

Exemple. Les con�gurations a, b et c de Figure 2 ont la distribution 2-7.

2 Simulation Informatique

Comme le dit Joseph Thomson ¾Malheureusement, les �equations, qui d�etermi-
nent la stabilit�e d'un tel groupement de particules augmentent tellement vite en
complexit�e avec l'augmentation du nombre de particules, qu'une recherche math�e-
matique g�en�erale para��t impossible.¿[8] Ainsi le point de d�epart de mon �etude a �et�e
une simulation informatique du mouvement des aiguilles. En premi�ere approxima-
tion elles sont mod�elisables par des dip�oles magn�etiques de direction verticale, de
m�eme moment magn�etique, situ�es dans un plan horizontal. L'aimant est assimil�e �a
un dip�ole de m�eme direction. Une solution est la m�ethode du gradient, qui consiste
�a envisager des d�eplacements simultan�ees de chaque aiguille d'un ¾petit¿ vecteur
proportionnel �a la force exerc�ee par le reste du syst�eme. On r�eit�ere ce proc�ed�e jus-
qu'�a obtenir un �equilibre satisfaisant. En notant N le nombre d'aiguilles et T le
nombre d'it�erations, on obtient une complexit�e en Θ(N2T ), car on r�e�evalue chaque
fois toutes les forces des couples de dip�oles. Dans les applications auxquelles on s'in-
t�eressera N est en g�en�eral inf�erieur �a 100, voire 50, et T � �a 2000, d'ou une rapidit�e
acceptable.

Malheureusement, l'algorithme du gradient ne permet pas d'assurer la conver-
gence dans le cas �etudi�e. Pour pallier ce d�efaut j'ai introduit des adaptations comme
des v�eri�cations, que la force n'est pas ¾trop grande¿ (ce qui arrive si deux aiguilles
se rapprochent trop �a cause d'une it�eration), car cela peut envoyer les aiguilles
tr�es loin. Or au-del�a d'un certain rayon l'aimant central pousse les aiguilles au lieu
de les attirer et donc le syst�eme diverge. Gr�ace au programme d�ecrit on g�en�ere
�a partir d'une con�guration initiale une con�guration d'�equilibre. Or on souhaite
retrouver toutes les distributions possibles donc, guid�e par les r�esultats exp�eriment-
aux(4), j'ai fait encore d'hypoth�eses : je n'ai cherch�e que des con�gurations de
moins de 9 couches (pour n < 40), o�u la couche i contient Ni aiguilles avec :
Ni−1 < Ni ≤ max (2Ni−1, Ni−1 + 7). Alors, on g�en�ere des con�gurations initiales,
qui leur ressemblent (non pas parfaitement pour �eviter les �equilibres instables). Avec
ces contraintes, j'ai r�eussi �a g�en�erer un grand nombre de con�gurations comme celles
de Figure 3 (de l'ordre de 1000 pour n < 40). La plupart d'entre elles �etant iden-
tiques, ce n'est qu'apr�es un tri, qu'elles permettent de voir mieux le comportement
du syst�eme.

C'est ici qu'on v�eri�e la pertinence des hypoth�eses simpli�catrices faites : on
retrouve un ensemble de distributions possibles tout �a fait comparable �a ceux trou-
v�es par Mayer[6], Thomson[8] et moi-m�eme(4). Par la suite ces con�gurations sont
utilis�ees comme des donn�ees de d�epart.

3 Le mod�ele propos�e

3.1 Formulation

�A partir des images j'ai pu proposer un mod�ele, qui consiste �a consid�erer que
les aiguilles ¾essaient¿ de se mettre sous une forme la plus compacte possible, �etant
donn�ee la distance la plus courte entre deux points d. On verra dans (3.2) que la
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con�guration la plus compacte est r�ealis�ee par le r�eseau hexagonal :

H = Z
[
e
π·i
3

]
=
{
z ∈ C|∃ (a, b) ∈ Z2 : z = a+ b · eπ·i

3

}
On ¾devinera¿, alors, la con�guration seulement �a partir de la couche interne

(celle d'apr�es si elle est r�eduite �a un point) et de la distance d. H nous permet
de construire la con�guration si la couche interne est 2,3,4 ou 6, ou si les deux
premi�eres sont 1-6 comme indiqu�e sur Figure 4. Certes ces con�gurations-l�a sont en
tr�es bon accord avec la r�ealit�e pour les quelques premi�eres couches internes d'une
con�guration �a beaucoup de points, mais cela n'�epuise pas toutes les con�gurations
observables. Alors, j'ai fait une deuxi�eme observation � lorsqu'il manque plusieurs
points pour remplir une couche, des points de la couche voisine interne ¾sortent¿
pour compenser et la distance entre les couches voisines devient proche de d (au lieu

de
√
3d
2

)
. Pour en tenir compte, on se �xe les k premi�eres couches d'une con�guration

et essaie de remplir la k + 1-�eme avec un nombre de points, qui ne permet pas
d'utiliser H. J'ai pu conjecturer qu'ils se r�epartissent de mani�ere �equilibr�ee (les
distances entre les couples de voisins de la couche sont proches) sur l'enveloppe
convexe de l'ensemble des points �a distance au plus d du polygone associ�e �a la
k-�eme couche. Par la suite le terme enveloppe sera empoy�e en ce sens.

Ainsi, pour une distribution donn�ee, on utilise H tant que possible, i.e. tant
que la distribution co��ncide avec (2, 8, 14, 20, . . .), (3, 9, 15, 21, . . .), (4, 10, 16, 22, . . .),
(6, 12, 18, 24, . . .) ou (1, 6, 12, 18, 24, . . .) jusqu'au k-�eme terme.3 Puis, on reit�ere
les enveloppes jusqu'�a la �n de la distribution. Remarquons que chaque couche
construite comme enveloppe poss�ede un degr�e de libert�e (de ¾rotation¿) contraire-
ment �a celles obtenues par H, qui sont enti�erement d�etermin�ees. Le r�esultat de cette
proc�edure est illustr�e sur Figures 5 et 6 (Le r�esultat de la simulation est les points
bleus, les courbes color�ees sont les pr�evisions du mod�ele pour les couches, les cercles
noirs � la construction de H et les segments verts � la distance d). On se permet
une abstraction de la couche externe et des ph�enom�enes dus �a elle (le plus souvent
�a un trou4). Le mod�ele expliqu�e dans ce paragraphe para��t correspondre tr�es bien
�a la simulation(2) et aux r�esultats exp�erimentaux(4).

3.2 Justi�cation

Dans ce paragraphe je donne une justi�cation pas toujours rigoureuse d'une
partie des hypoth�eses et approximations faites dans le mod�ele discut�e dans le para-
graphe pr�ec�edent(3.1).

Valeurs num�eriques Notons M et m respectivement les moments magn�etiques
de l'aimant central et d'une aiguille, h � la hauteur de l'aimant, n � le nombre
d'aiguilles et R � le vecteur de Cn des vecteurs position des aiguilles. Une relation
homog�ene entrem,M,µ0, h,R et n ne ferait pas apparaitre µ0, car [m] = [M ] = IL2

et [µ0] = I−2MLT−2, donc la seule possibilit�e pour faire disparaitre les intensit�es est
d'avoir µ0M

αm1−α, qui fait intervenir un temps. Encore pour �eliminer les intensit�es
il n'y aurait que de M

m et �nalement la relation s'ecrit{
R

h

∣∣∣R− stable

}
= F

(
n,
M

m

)
.

Ainsi pour la recherche des formes des couches les seules grandeurs int�eressantes
sont a priori n et M

m . Or les exp�eriences faites par Mayer, Thomson et moi donnent

3. cela pourrait arriver d�es la couche interne, si elle contient 5 points

4. deux points voisins, situ�es �a une distance nettement plus grande que les autres
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toutes sensiblement les m�emes r�esultats tout en �etant e�ectu�ees avec di��erents va-
leurs de M

m , donc on peut ne consid�erer que n comme variable. Cette approximation
a bien s�ur des limites � la simulation informatique(2) permet de voir que les va-
leurs de M

m plus importantes permettent d'augmenter n et d'avoir H bien marqu�e
et rectiligne. Par ailleurs, �a partir de la mesure des distances pour n = 3 on trouve
M
m ∼ 103 pour l'exp�erience(4).

Compacit�e L'utilisation de H est justi��e par le th�eor�eme suivant :

Th�eor�eme (Axel Thue). H est le groupement le plus compact de cercles de rayon

unitaire dans le plan avec une compacit�e de

π√
12
≈ 0.90690.

Une d�emonstration[3] utilise les triangulations de Delaunay5. On montre que le
plus grand angle d'un triangle d'une telle triangluation est inf�erieur �a 2π

3 � ce qui
montre que la compacit�e de chaque triangle est au plus π√

12
.

De plus, un calcul local montre la stabilit�e de l'�equilibre du r�eseau hexagonal (vu
que la force centrale est n�egligeable devant celles des aiguilles dans nos applications),
ce qui est illustr�e sur Figure 8.

Int�eraction par adjacence Justi�ons que seules les couches voisines in�uencent
une couche donn�ee. On peut m�eme a�rmer que seulement les points voisins (�a
distance proche de d) importent. Il su�t de remarquer que la projection de la force
entre deux dip�oles sur le plan de mouvement :

−→
F =

3µ0m
2−→r

4πr5

est en Θ(r−4), o�u r est la distance entre les dip�oles. Alors les aimants, qui ne sont
pas adjacents, situ�es g�en�eralement �a une distance d'au moins 2d exercent une force
16 fois moins importante. De plus, si on est pr�es du centre, les forces, �exerc�ees
par les couches ext�erieures sont presque nulles, car de loin, on peut les assimiler
�a des cercles, dont la force au centre est clairement nulle. Finalement, l'exp�erience
montre aussi cette propriet�e � si on rajoute un point dans la couche externe, on
ne voit de changement signi�catif que dans l'avant-derni�ere couche (Figure 7). On
remarque aussi que la position syst�ematiquement plus eloign�ee de la couche externe
est explicable par cet e�et. Un point de cette couche serait (selon le mod�ele) sur
l'enveloppe de l'avant derni�ere couche, s'il y en avait encore �a l'ext�erieur. Alors, si on
fait disparaitre les couches ajout�ees, le point concid�er�e n'est plus soumis �a la force
exerc�ee par elles et donc se d�eplace vers l'ext�erieur, d'o�u le d�ecalage et la d�ecision
de ne pas prendre en compte la couche externe, dont le comportement di��ere de
celui des autres (Figure 9).

Enveloppes En�n, j'ai su montrer qu'asymptotiquement (ce r�esultat n'est pas
vrai pour des cas marginaux comme celui de Figure 10) les enveloppes sont la seule
possibilit�e, en admetant que les couches doivent �etre convexes et �equilibr�ees de
distance entre les voisins proche de d. La d�emonstration assez technique est illustr�ee
sur Figure 11.

5. pour tout triangle il n'y a pas de points strictement compris dans le cercle circonscrit du

triangle
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4 R�ealisation pratique

Apr�es avoir fait l'�etude d�ecrite ant�erieurement j'ai refait l'exp�erience moi-m�eme
pour pouvoir chercher plus soigneusement les distributions, donn�ees par la simula-
tion(2) et pr�evues par le mod�ele(3), qui n'apparaissent pas dans la liste de Thom-
son pour �etre s�ur de leur existence r�eelle. D'abord j'ai r�eussi �a obtenir toutes les
distributions, donn�ees par la simulation avec au plus 17 aimants, repr�esent�ees dans
Tableau 1. Ensuite, j'ai essay�e d'obtenir quelques con�gurations mettant en �evidence
l'arrangement compact. Le grand nombre de dip�oles et la manipulation manuelle
ont pos�e beaucoup de di�cult�es, mais les distributions attendues ont �et�e obtenues
(Figure 12). Elles sont repr�esent�ees dans Tableau 2. Ces r�esultats montrent la co-
h�erence de la simulation(2) et du mod�ele(3) propos�es avec la r�ealit�e. Notamment,
quant aux hypoth�eses de la simulation, on peut remarquer qu'en pratique les ai-
guilles sont

� toutes bien verticales, car les morceaux de li�ege les emp�echent de s'incliner
� dans le m�eme plan horizontal, car les morceaux de li�ege sont assez minces
� assimilables �a des dip�oles, �etant assez petites devant les distances entre elles,

d'o�u la coh�erence avec la simulation.

5 Conclusion

Cette �etude g�en�erale de l'exp�erience de Mayer permet d'obtenir des r�esultats tr�es
concrets pour les distributions possibles. Par exemple, il en d�ecoule que le nombre
maximal d'aiguilles sur la 5-�eme couche d'une distribution �a 4 aiguilles au centre
est 28 ; que les nombres d'aiguilles sur deux couches successives ne diff�erent pas de
plus de 6 ; que le nombre minimal d'aiguilles n�ecessaires �a l'int�erieur d'une couche
pour qu'elle en ait 38 est 32 + 26 + 20 + 14 + 8 + 2 = 102 et que cette relation est en
Θ
(
N2
)
; que lorsque le nombre de couches enveloppes devient grand devant celui de

celles obtenues par H, les couches externes ressemblent �a des cercles concentriques
et d'autres corollaires int�eressants � tous des r�esultats a priori non-triviaux.

Ces r�esultats pourraient �etre compar�es �a ceux issus d'autres mod�eles comme
celui de J.J.Thomson, qui prit des cercles concentriques �equilibr�es, ou d'autres pro-
positions naturelles comme des polygones homoth�etiques, des translations de leurs
c�ot�es d'une certaine distance perpendiculairement �a eux, etc., que j'ai pu essayer,
mais qui collaient moins bien �a la r�ealit�e. Cependant, d'autres questions, auxquelles
je n'ai pas r�epondu, peuvent se poser : combien de couches suivent H � est-ce asymp-
totiquement presque toutes, presqu'aucune, ou y a-t-il un compromis et quelle serait
sa signi�cation ; pourquoi retrouve-t-on directement les enveloppes et non pas un
passage ¾continu¿ entre elles et le r�eseau ; comment quanti�er les e�ets aux bords.
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Figure 1 � Mayer

(a) Mayer (b) Simulation (c) Exp�erience

Figure 2 � 2-7

total
couche

no 1 no 2 no 3

1 1
2 2
3 3
4 4

5
5

1 4

6
6

1 5
7 1 6

8
1 7
2 6

9
2 7
3 6

10
2 8
3 7

11
3 8
4 7

total
couche

no 1 no 2 no 3

12
3 9
4 8

13
4 9

1 4 8

14
4 10
5 9

15

5 10
6 9

1 4 10
1 5 9
1 6 8

16

5 11
6 10

1 5 10
1 6 9

17
1 5 11
1 6 10

Table 1 � Distributions, au plus 17 points



(a) 1-4-10 (b) 6-12-14 (c) 4-10-16-21-25

(d) 2-8-14-20-24-26-29 (e) 2-8-14-20-26-32-38-42-43-43

Figure 3 � Images simulation

(a) 2-8-14-20-. . . (b) 3-9-15-21-. . . (c) 4-10-16-22-. . .

(d) 6-12-18-24-. . . (e) 1-6-12-18-24-. . .

Figure 4 � R�eseau hexagonal



Figure 5 � Simulation et mod�ele (2-8-14-20-25-29-32-34)

total couche no 1 couche no 2 couche no 3
19 1 6 12
24 2 8 14
27 3 9 15
30 4 10 16
32 5 11 16

Table 2 � Distributions, plus de 17 points



(a) R�eseau hexagonal

(b) Enveloppes

Figure 6 � Mod�ele



(a) 1-6-12-18-23 (b) 1-6-12-18-24

Figure 7 � Comparaison

Figure 8 � Stabilit�e de H

Figure 9 � Couche externe



Figure 10 � Cas anormal

Figure 11 � Justi�cation enveloppes

(a) Exp�erience (b) Simlutaion et Mod�ele

Figure 12 � 3-9-15
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