
Géométrie, suite et �nLundi 23 Juin 2008À savoir et à savoir faireGéométrie analytique
• Repères du plan, repères normés, orthogonaux et orthonormés.
• Dé�nition des oordonnées d'un point et d'un veteur dans un repère.
• Formule de aratérisation de la olinéarité de deux veteurs via leurs oordonnées, formule dealul de la norme d'un veteur.
• Coordonnées du veteur −−→AB, du milieu du segment [AB], distane entre deux points.Géométrie dans l'espae
• Représentation de �gures en perspetive avalière, et propriétés fondamentales de ette pers-petive (elle onserve le parallélisme et les milieux, mais pas les distanes).
• Di�érentes façons de dé�nir un plan dans l'espae (par trois points ; par un point et une droitequi ne le ontient pas ; par deux droites séantes ou stritement parallèles) et notation usuelledes plans (on n'utilise jamais plus de trois points pour désigner un plan).
• Règles d'inidene de deux plans : ils sont soit onfondus, soit stritement parallèles, soit séantssuivant une droite ('est la même hose que pour deux droites dans le plan, en remplaçant pointpar droite pour l'intersetion).
• Règles d'inidene de deux droites : elles sont soit onfondues, soit stritement parallèles, soitséantes, soit non oplanaires (elles n'appartiennent pas à un même plan, ontrairement auxtrois premiers as ; dans e derniers as, leur intersetion est vide mais les droites ne sont pasparallèles).
• Règles d'inidene d'une droite et d'un plan : la droite est soit inluse dans le plan, soitstritement parallèle au plan, soit séante au plan en un point.
• Propriétés du parallélisme dans l'espae :� Deux droites parallèles à une même troisième sont parallèles entre elles.� Deux plans parallèles à un même troisième sont parallèles entre eux.� Une droite parallèle à une droite ontenue dans un plan est parallèle à e plan.� Une droite parallèle à deux plans séants est parallèle à leur droite d'intersetion.� Un plan ontenant deux droites séantes parallèles à un autre plan est parallèle à e plan.� (théorème du toit) Un plan ontenant une droite parallèle à un autre plan est soit parallèleà e plan, soit il le oupe suivant une droite parallèle aux deux premières.� Si deux droites sont parallèles, tout plan séant à l'une est séant à l'autre.� Si deux plans sont parallèles, toute droite séante à l'un est séante à l'autre.� Si deux plans sont parallèles, tout plan séant à l'un est séant à l'autre, et les deux droitesd'intersetion sont alors parallèles.
• Dé�nition de la perpendiularité et de l'orthogonalité de deux droites (deux droites sont or-thogonales si leurs parallèles respetives menées par un même point sont perpendiulaires) ; dela perpendiularité d'une droite et d'un plan (une droite est perpendiulaire à un plan si elle1



est orthogonale à toutes les droites de e plan) ; de la perpendiularité de deux plans (un planest perpendiulaire à un autre s'il ontient une droite perpendiulaire à e plan).
• Propriétés de la perpendiularité dans l'espae :� Une droite perpendiulaire à deux droites séantes inluses dans un plan est perpendiulaireà e plan.� Deux plans perpendiulaires à une même droite sont parallèles.� Deux droites perpendiulaires à un même plan sont parallèles.� Si deux plans sont parallèles, toute droite perpendiulaire à l'un est perpendiulaire à l'autre.� Si deux droites sont parallèles, tout plan perpendiulaire à l'une est perpendiulaire à l'autre.� Attention, dans l'espae, deux droites perpendiulaires à une même troisième ne sont pastoujours parallèles.ExeriesVéri�ons les basesDans un repère du plan on plae les points A(−4;−3), B(2;−1) et C(0; 3).1. Déterminer les oordonnées du point D tel que ABDC soit un parallélogramme.2. Déterminer les oordonnées du point E, milieu de [CD].3. Déterminer les oordonnées du point F , symétrique de A par rapport à E.4. Montrer que ADFC est un parallélogramme.5. Montrer que D est le milieu de [BF ].Des repères dans un exo de géométrieOn onsidère un triangle ABC, I le milieu de [AB], J elui de [BC], et D le symétrique de Bpar rapport à A. Le point d'intersetion de (JD) et (IC) est noté E, et on a don −−→

CE = k
−→

CI, pourun ertain réel k. De même, on note F l'intersetion de (JD) et de (AC), et on a −−→

CF = k′
−→

CA.1. Montrer que (A;
−−→

AB,
−→

AC est un repère du plan.2. Déterminer les oordonnées dans e repère des points A, B, C, D, I et J .3. Déterminer les oordonnées de E en fontion de k, puis en utilisant le fait que D, E et J sontalignés, en déduire la valeur de k.4. Utiliser une tehnique similaire pour déterminer la valeur de k′.Géométrie ou oordonnées, au hoixSoit ABCD un arré, et I, J , K et L les milieux respetifs de [AB], [BC], [CD] et [DA]. Soit Ple point d'intersetion des droites (AJ) et (BK), Q elui de (BK) et (CL), R elui de (CL) et (DI)et S elui de (DI) et (AJ).1. Faire une �gure.2. Caluler les oordonnées dans le repère (A;
−−→

AB,
−−→

AD) de tous les points de la �gure.3. Caluler les longueurs PQ, QR, RS, SP et PR.4. En déduire que PQRS est un arré. Quelle est son aire ?5. Redémontrer le résultat de la question préédente géométriquement (sans utiliser de veteurs).Vous pourrez par exemple montrer que les quadrilatères ISJB, JCKP , QKDL, BLAI et
PQRS ont tous la même aire.
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Parallélisme et orthogonalité dans l'espaeSoit SABC un tétraèdre tel que ABC soit retangle en B, et (SA) perpendiulaire au plan
(ABC) (une �gure est fortement onseillée).1. Démonter que les droites (BC) et (SA) sont orthogonales.2. Montrer que SBC est retangle en S.3. Soit H un point de [AB], on trae par H le plan orthogonal à (AB). Ce plan oupe (AC) en

I, (SC) en J et (SB) en K.(a) Montrer que (HI) et (BC) sont parallèles.(b) En déduire que (HI) et (JK) sont parallèles.() Montrer de même que (HK) et (IJ) sont parallèles, et prouver que HIJK est un re-tangle.Un brin de alul dans l'espaeSoit ABCDEFGH un pavé droit d'arêtes AB = 2, AD = 4 et AE = x.1. Représenter e pavé en perspetive avalière.2. Quel est son volume ?3. Déterminer AC et AF en fontion de x.4. Montrer que (AD) et (AF ) sont perpendiulaires, en déduire la valeur de FD.5. Déterminer la valeur de x telle que FD = 5. Quel est alors le volume du pavé ?Un traé de setion guidé
ABCDEFGH est un parallélépipède retangle, les points I, J et K sont situés respetive-ment sur [EF ], [AB] et [GC]. Le but de l'exerie est de traer l'intersetion du plan (IJK) ave

ABCDEFGH.1. Plaer sur la �gure le point M , intersetion des droites (IJ) et (FB). Pourquoi M appartient-il à l'intersetion de (IJK) et de (BFC) ? En déduire l'intersetion de (IJK) et de la fae
BFGC, la traer sur la �gure.2. Traer en justi�ant l'intersetion de (IJK) et de la fae ABCD.3. Compléter le traé de l'intersetion de (IJK) ave ABCDEFGH (on ommenera par trouverun point distint de I dans l'intersetion de (IJK) et de (EFG)).4. Que semble-t-on onstater onernant les intersetions de (IJK) ave les faes ABCD et
EFGH ?
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Plus amusantUn grand ube est onstitué de 125 petits ubes (5 sur haque arête). On peint le grand ube enblan (uniqument les faes extérieures don). Sur les 125 petits ubes, ombien ne sont pas peintsdu tout ? Combien sont peints sur 1, 2 ou 3 faes ?De plus en plus amusant : les polyèdres réguliersUn polyèdre régulier est onstitué de faes polygonales régulières, toutes de même type (le mêmenombre de �tés...) et tel que haque sommet appartient au même nombre de faes.1. Question préliminaire : onsidérons un polygone régulier à n �tés. Montrer que l'angle à haquesommet a pour mesure 180×
n − 2

n
degrés (ommener par le as du arré puis du pentagone,en utilisant des triangles).2. On onsidère maintenant un sommet d'un polyèdre régulier. Montrer qu'il ne peut pas appar-tenir à plus de inq faes à la fois si elles-i sont des triangles ; pas à plus de quatre si e sontdes arrés ; et pas plus de trois si e sont des pentagones. Montrer qu'il est impossible que lesfaes aient six �tés ou plus.3. En déduire qu'il n'existe que inq polyèdres réguliers : le tétraèdre, l'otaèdre, l'iosaèdre (vingtfaes triangulaires), le ube et le dodéaèdre (douze faes pentagonales).4. Faire un patron pour haun de es solides.5. Compter pour haun son nombre de faes F, d'arêtes A et de sommets S. Véri�er qu'on a àhaque fois F-A+S=2 (relation d'Euler).6. Dualité : le polyèdre dual d'un polyèdre est obtenu en prenant pour sommets les entres de sesfaes et en les reliant aux entres des faes voisines. Quel est le dual de haun des polyèdresréguliers ?Il existe également des polyèdres semi-réguliers, qui sont omposés de faes polygonales régulières,mais auxquelles on n'impose pas d'être toutes de même type. La dé�nition exate étant ompliquée,je ne vous la donne pas. Il y en a 13, qui portent tous des noms assez ésotériques. Il est beauoupplus di�ile d'en dresser la liste, je vous la donne don, ave les �gures qui vont ave. Vous pouvezvous amuser à répondre aux mêmes questions que pour les polyèdres réguliers : les patrons ne sontpas évidents à réaliser, mais donnent de jolis objets, la relation d'Euler est toujours véri�ée, et lespolyèdres duaux deviennent très di�iles à visualiser, d'autant plus qu'ils ne sont pas forémentsemi-réguliers !Pour eux que ça amuse, sahez qu'on peut en fait former tout un paquet de solides à partir depolygones réguliers si on n'impose pas de ondition supplémentaire. Vous pouvez par exemple jeterun oeil à la page suivante :http ://mathworld.wolfram.om/JohnsonSolid.html
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