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Introduction : La mystérieuse fonction (
La fonction ¢ de Riemann est définie, pour s € C : Re(s) > 1, par

(=3~
n=1
Par des techniques classiques, on ’étend a une fonction méromorphe sur C, avec un unique pole
simple en 1. Elle est a l'origine de nombreuses conjectures et autres problémes, les plus célébres
étant la conjecture de Riemann (les zéros non triviaux de ¢ ont tous une partie réelle égale a %)
et la nature algébrique des valeurs prises par la fonction ¢ aux entiers (# 0,1) (on conjecture que
ces valeurs sont toutes transcendantes). Si le probléme est assez facile pour les entiers pairs, il n’est
toujours pas complétement résolu dans le cas des entiers impairs > 3. L’irrationalité de ((3) n’a
pu étre démontrée qu’en 1978 par Roger Apéry [1| (celui-ci n’avait en fait donné qu’un schéma
de démonstration, complété ensuite par quelques confréres). Depuis, d’autres démonstrations ont
été faites de ce résultat, (cf. la premiére section de la bibliographie) qui fourniront la matiére de cet
exposé. Enfin, Tanguy Rivoal [14]| a récemment démontré 'indépendance linéaire sur Q d’une infinité

de valeurs de la fonction ¢ aux entiers impairs > 3.

Nous planterons d’abord le cadre théorique nécessaire aux démonstrations ultérieures, puis nous
présentons la preuve originale — un peu mystérieuse... — d’Apéry. Ensuite, nous étudierons d’autres
démonstrations de l'irrationalité de ((3), en essayant de comprendre leurs liens et ce qui se cache
sous des manipulations qui peuvent au premier abord paraitre un peu mystérieuses. Enfin, nous
terminerons par le résultat de Rivoal et une ouverture vers la théorie de Zeilberger (|22], [23]) et vers
les polyzétas (|24], [29]), théme de recherche actuel.



1 Le contexte général

1.1 Un rappel : le cas de ((2n)

Contrairement au cas des entiers impairs, la nature de ((2n) est connue depuis Euler, qui en
donna une expression en termes des nombres de Bernoulli. Il existe plusieurs démonstrations de la
formule d’Euler ; nous en donnons une basée sur les produits eulériens [32].

Rappelons la définition des nombres de Bernoulli :

Définition 1. Les nombres de Bernoulli B, (n € N) sont définis par récurrence par :

n
k=0

avec la condition initiale By = 1. On a la caractérisation suivante :

m=0
ou encore, puisque By = —% et By, =0s8in>0:
z 1 > Bgm om
e —113°7 Z (2m)!z '
m=0
Proposition 1. Pour tout entier k, on a
2mr )2k
2k) = (1)1 :
Cl2k) = (1) Gy B

Démonstration. On utilise le produit eulérien :
sin(wz) =z 1-—),
w) == ]J0 - )

le produit convergeant uniformément sur les compacts de C. Le théoréme des résidus [33], appliqué

a CC(();—ECZ)) sur le contour (+1 % 4)(n + 1), permet de montrer successivement :
1 &, 22
meot(mz) = o Z(nQ — z2)
n=1
puis
27r)2m iz —miz
Vo) Gy B = Sz
= (wz) cot(mz) = 1-230 Y0
La formule suit alors de I'identification des coefficients. 0

Vu cette formule, la transcendance des ((2n),n € N* suit de celle de 7, démontrée par Lindemann
en 1873. La formule analogue pour les entiers négatifs :

(1 —m)= =22 > 150(0) = —

ne permet de conclure que sur la nature arithmétique des ((n), pour n < 0. Pour les ((2n+1), n > 1,
il va donc falloir recourir & d’autres techniques, issues de résultats de la théorie des nombres.



1.2 Quelques mots sur les fractions continues

Soit av € R. Le développement en fraction continue [9] de « s’obtient par un algorithme du type

de celui d’Euclide : on pose ag = |, @ = ag + a%, a; = a1}, a =ag + ﬁ, et :
L1
a = ag
ar -+ az—i—lL
On appelle réduites de « les nombres 7, = Z—: = [ao,...,ak] = ag + %, keN.
a;+ ———
S
+_
ag

Les convergents py et ¢ vérifient

{ Pk+1 = Ag+1Pk + Pk—1,
Qk+1 = Ok41qk + qk—1,
avec l'initialisation :
p—2=0, p_1=1,
{ g—2=1, ¢1=0.
Bien siir, la fraction continue se termine si et seulement si o € Q; et celle-ci est périodique si et
seulement si « est irrationnel quadratique. (Théoréme d’Euler-Lagrange)
On montre que, si a € Q, lim, . ;o Z—: = a.
Les réduites de « sont les meilleures approximations de «, au sens o, pour g € Q,

/
(EInEN : §:@> & <<V%€Q:1<q'<q> |q/a—p'|§|qa—p|>.

an
On est aussi amené a considérer des fractions continues plus générales
bo
ai + b

az+—%

Pk+1 = Qk1Pk + Dkpr—1

b , avec la méme initialisation que
Ak+1 = Ok+19k kqk—1

dont les convergents py et g vérifient : {

précédemment.

1.3 Une petite introduction a la théorie des nombres transcendants

Les techniques habituelles de démonstration d’irrationalité s’appuient sur un constat élémentaire :
un réel trop bien approché par des rationnels ne peut étre rationnel lui-méme. En effet, on a :
VzeQ, 3IC>0V(pq) €Z : z#L=|z-E[> % (prendre, siz = £, C = %) Ceci conduit a
introduire le concept de mesure d’irrationalité :

Définition 2. On appelle mesure d’irrationalité du réel x, notée p(x), la borne inférieure des 6 tels
que l'inégalité suivante ait un nombre fini de solutions (p,q) dans Z :

p _
o — =] <q".
q
Notons que, si on définit, pour 5 € R : ||| = min(5 — | 3], [B] — ), on a 'équivalence :
(1(B) =2) <= liminfgljga| =0
g—+00
On a clairement [9] z € Q & p(z) = 1 et Vo ¢ Q, u(x) > 2 (par 'approximation par les fractions

continues). En fait, cette mesure n’est pas trés intéressante au sens ou elle est presque constante,
d’aprés le puissant théoréme suivant :



Théoréme 1. Pour presque tout réel x (au sens de la mesure de Lebesgue), on a u(x) = 2.

En particulier, le théoréme de Roth [9] affirme que, si £ est algébrique, p(§) = 2.

1.4 Les approximants de Padé

Les approximations de Padé (|7], [9]) sont des approximations de fonctions holomorphes par des
fractions rationnelles, examinées pour la premiére fois par Hermite et Padé a la fin du 19 siécle.
On considére des séries formelles f = (f1,..., fr), fi(z) = D rog fikz, 1 <j < r.

Sin € N¥| les approximants de Padé de type I sont des p; € C[X]<p,—1 tels que : 2?21 pi(2) fi(z) =
O(CI2|™), ot [n] = S, .

Les approximants de Padé de type ITsont des p; € C[X | jn|—p, tels que, V1 <i,5 <k, pi(2) f;(2)—
pj(2)fi(z) = O(C|z|"*1). En regardant ces équations dans les yeux, on voit qu'on peut se contenter
de considérer les équations pour i = 1 < j. En comptant alors (pour les types I ou II) le nombre de
variables et d’équations linéaires indépendantes pour les p;, on voit que de tels polynémes existent
toujours. Signalons qu’on considére parfois des approximants de Padé a l'infini (remplacer z par %
dans les expressions).

S’il est trivial de montrer I'existence de ces approximants, la difficulté réside dans leur construction
explicite. Une fois découvertes, ces expressions explicites permettent bien souvent de démontrer des
résultats d’irrationalité ou de transcendance : Sorokin [15] déduit une mesure de transcendance
pour 72 & partir d’approximations de Padé de fonctions arithmétiques, Mahler [13] obtient des
mesures de transcendance de valeurs du logarithme a partir des approximants simultanés de 1,In(1+
x),...,(In(1+x))™, sans parler des résultats de Nikishin, Beukers et Rivoal cités plus bas. Enfin,
ces approximants fournissent une preuve classique du théoréme de Lindemann [6] :

Théoréme 2. Si « est algébrique non nul, e* est transcendant.

2 Démonstration de l'irrationalité de ((3) par la méthode d’Apéry

La démonstration d’Apéry repose en fait sur un principe trés simple : partir de la série définis-
sant ((3) et en accélérer la convergence jusqu’a obtenir des approximations rationnelles permettant
de conclure & l'irrationalité, le point-clé de la démonstration consistant & calculer les numérateurs
et dénominateurs des fractions ainsi obtenues (en fait, on se contente de trouver une relation de
récurrence). Pour cela, on procédera en plusieurs étapes.

2.1 Une premiére amélioration

Proposition 2. On a le résultat suivant :
5 © (_1)n—1
3)=— E —.
<G 2 = n3Cy,

Démonstration. La preuve de cette formule est un calcul relativement élémentaire, mais c’est un
bon exemple des méthodes utilisées pour la démonstration d’Apéry. On introduit [4] les nombres
suivants : 2 )
1k(n —k)!
Enk ===, k€10,...
n,k 2 k‘s(’l’L—Fk‘)' { ’ ,TL}
qui vérifient
—1)F 1k — 1)1
R oy | _
(=1)"n(enk — en-1) (n?2—12)...(n2 — k2

En appliquant le développement asymptotique de % :

K
aj...ap—1

(x+ay)...(x+ag) -

a...ag
x(x+ay)...(z+ak)

1
z
k=1



avec © = n? et a = —k?, on obtient :

i I G ) I SN G )
— _ 12 . (n2 —k?) 2 n2Cy
On en déduit :
N 1 N n 1 N n-—1
Z n3 Z 3Cn = Z (=1)"(enk — €n—1,k)
n=1 n=1 n=1 k=1
N N N
(-1)* 1 (-1t
=D (W evk—enn) = D smarar t 52 o
1 Pt 2k3CN+kCN 2 ot n3Cy,

En remarquant que le premier terme & droite tend vers 0 quand N — oo, on obtient le résultat
annonceé. [l

H. Cohen [5] a remarqué qu’une fois réexprimée de la maniére suivante :

—2

e n 1 Inp ) P
g n3CQ"n —2/0 2 In(2sinh §)dx,

1+
2

S

cette formule n’est autre qu'une échelle trilogarithmique valide [27] pour la racine p =
. 4 4 2
Liz(p®) = ¢(3) + =¢(2)Inp — Z In’ p.
5 5 3
Les polylogarithmes sont définis par :
o0 Zn
Lig(2) = Z F
n=1
et une échelle valide [27] est simplement une combinaison linéaire :

Li, (u el A, Li, (u" Apln™u
Ln(N,u) = 7]\75“1) - {Z rn—(l ) + On! }

r=1

avec u algébrique, qui s’écrit, avec les D,,, rationnels :

B " Dpl(m)In" "y
Ln = Z (n—m)! '

m=2

L’échelle en question se déduit [26] de 'équation fonctionnelle :

ng(

T, )+L13( )+ Lizg(1—2) =¢(3) +¢(2)In(1 — z) — %lnzln2(1—z) —|—%ln2(1—z).

2.2 Une accélération brutale ... et efficace!

Définition 3. Le calcul précédent motive I'introduction des coefficients suivants (pour k£ < n) :

C k= —
" m=1 ’ m=1 2m3cﬁncg]+m
0
dfm?c = Cnvkcﬁntk

Bien évidemment, d9 ¢(3) quand n — oo, uniformément en k.

n,k(n)



Proposition 3. On a une majoration du dénominateur des cpj, :
Qdicn,k €7

ot dy, = [1,2,...,n] désigne le p.p.c.m. des n premiers entiers ; il vérifie Ve > 0,d,, = o(e™11)) par
le théoreme des nombres premiers. En particulier, on a d, < 3" pour n assez grand.

C Ck:—m
Pour la minoration, il suffit de remarquer que’ C"*’“ = gﬁ’“ et que
m Inn
ord, (C}") < LHJ — ord, m = ord, d,, — ord, m.

On va maintenant définir successivement de nouvelles séries de coefficients, obtenus & chaque
fois & partir des précédents par des combinaisons linéaires, jusqu’a obtenir des fractions ayant des
propriétés intéressantes :

p el . 0 . . )
Définition 4. On fait sur les di;ﬂ les combinaisons linéaires suivantes :

On obtient des CSL par les mémes opérations sur les C* ' et on définit maintenant les nombres
) . 5 5
d’Apéry a,, = dﬁLL et b, = csl%, ie.: Zkl Ozk2 OClefkalef? ey

Ces transformations ont conservé les propriétés suivantes : §* — ¢ (3); by €N, 2d3a, € Z; et

tout le miracle de la démonstration d’Apéry tient dans le résultat suivant :
Proposition 4. Les coefficients a,, et by, satisfont la relation de récurrence suivante :
13y, + (04 1)3up_o = (34n® — 51n* 4 27n — 5)u,

avec les conditions initiales ag = 0,a1 = 6,bg = 1,by = 5. De plus, les a, /by, sont les convergents de
la fraction continue :

C(?’): 1
5+.

no

+
(34n3 + 51n2 + 27n + 5) + &+°

Démonstration. La démonstration de ce fait a mobilisé beaucoup d’efforts de la part des consciencieux
collegues d’Apéry, nous présentons la solution de Zagier et Cohen [4]. I faut d’abord remarquer
I'égalité, valable dans C[Xo, ..., X,], avec n € N :

n k n

(CR)?CrCiCo i Xi =) (CR)*(Clp_)* X
0

k=0 l= k=0

'Si m € N* et p est premier, on note ord, m la plus grande puissance de p qui divise m (valuation p-adique de m).



On note by, , = (Cﬁ)Q(Cﬁ+k)2 et @y = by kCn i (de cette fagon b, = D) _gbpretan =Y 1 o bniCnk);
on pose également : Q3(n) = 34n3 + 51n2 + 27n + 5; remarquons qu’alors Q3(n — 1) = —Q3(—n). Il
faut donc montrer :

Z {(n+1)%bns1 — Q3(n)by s + n’by_1} = 0.
k=o

On applique la méthode du “creative telescoping” [23] (voir section 5) : on pose

Bus = 4(2n + 1)(k(2k + 1) — (2n + 1?)(CHRA(CE,,)?
alors :
B — Bug-1=(n+1)*(Ch, )X (CE

Ck;

wi1ek)? = Q3(n)(CR)* (Crpp)? + 0 (Cr )P (CR_1 ).

Cnkt1 _  (ntk+1)2

Cnt1,k _ [ ntk+1
Cne  (n—k)Z(k+1)% et o (n,kﬂ), et on calcule...
De méme, pour les ay, , on pose

Pour le vérifier, on voit que :

5(2n + 1)(=1)1k
An,k = Bn,kcn,k + ( )( )

ckck
’I’L(’I’L—|— 1) n~n+k
et on vérifie que :

Apg — Apg—1=(n+ 1)3bpi1kcnr1k — Q3(M)bnsCnk + b1k + Coo1 k-
Suivant Van der Poorten [4], on remarque que :

(TL + 1)3bn+1,kcn+1,k - QB(n)bn,kcn,k + bn—l,k + Cn—1,k

- (Bn,k: - Bn,kfl)cn,k + (n + 1)3bn+1,k(cn+1,k - cn,k) - ngbnfl,k(cn,k - cnfl,k)
et que ¢k — Cp1k = (=DFkE(n—k—1)!

2ot et le calcul reste horrible (mais direct) . ..
Pour ce qui est de la fraction continue, les numérateurs et dénominateurs de ses convergents

DPn
vérifient : Up1 + Q3(n)U, = nbU,_1, avec : pg =1, p1 =5, g0 = 0, g1 = 6. En posant u,, =

an
tombe sur la relation de recurrence des u,,.

_ U
n—!’};,on

O
Ces relations de récurrence permettent facilement de conclure au théoréme fondamental suivant :

In a+3 _
1n373 + 1 =13.417820.. .,

Démonstration. En soustrayant les deux relations de récurrence, on obtient :

Théoréme 3. ((3) est irrationnel, de mesure d’irrationalité 1({(3)) <
ot a = (14 2)%

n (anbnfl - anflbn) = (’I’L - 1)3(an71bn72 - an72bn71)
dont on tire anb,—1 — an—1b, = % puis

Or, en considérant les racines de I’équation limite 22 — 342+ 1 = 0 tirée de la relation de récurrence,
on a b, = O(a"), ot a = (1 +v/2)%.

En utilisant la proposition 3, on a alors

g = O(a™e®), ((3) — 22

0 (¢ )

ol pn = 2d%anaQn = 2d§1bn et 61

)

= —ngg = 12.417820. .., d’ou le théoréme.



3 Where on earth did that come from ?

Telle fut la réaction des colléegues d’Apéry lorsqu’il présenta l’esquisse de sa preuve [1] aux journées
arithmétiques de Marseille-Luminy en juin 1978. Depuis, diverses interprétations ont été données aux
nombres d’Apéry.

3.1 Les intégrales de Beukers

Dans son article 2], Beukers donne une démonstration alternative et plus rapide de l'irrationalité
de ¢(3). Il introduit les intégrales :

— In( :Uy
I, = / / 1= 2y P, (z)P,(y) dx dy

ol les P, (z) = & dinn( "(1—x)") € Z|x] sont les polynomes de Legendre, et prouve le lemme suivant :

Lemme 1. Sir > s, fol ! frys —2N.
. o
Szr:s,fof my , da dy—ZZO:rH%.

Ensuite, en dérivant sous le signe intégral par rapport aux exposants, on a, si r > s :

_1
// —nry "y’ dedy € d3N

1lmy
"y drdy = 2
[ Ervan=2 3

n= r+1

etsir=s:

On sait donc que I,, = (A, +B,((3))d;,3, avec A, et B, entiers et, en écrivant : ln =
ensuite en intégrant n fois par parties par rapport & x, on obtient :

(xyz)™(1 — )" P, (y)
I - .
///[0 13 (1- 1 —zy)z )n+1 dr dydz

On pose alors le changement de variables : w = ﬁ (notons qu’alors z = ﬁ), puis,

apres n intégrations par parties par rapport a y, on arrive a :

o, A

o z(l=z)y(l—y)w(l-—w)
La fonction T—(1—zy)w

suffisamment grand :

fO 1— (1 :vy)

étant majorée par (v/2 — 1)* sur [0,1]3, on a la majoration, pour n

0 < [An + BoC(3)| = BT, < 20(3)d> (V2 — 1) < (%)n,

qui implique lirrationalité de ¢(3) (on a utilisé que (v2 — 1)* < %5) En reprenant les définitions,
on montre que 'approximation de Beukers est la méme que celle d’Apéry : A, = 2a, ; B, = 2b,.
3.2 Le lien avec les approximants de Padé

Ce chapitre s’inspire des travaux de Gutnik, Nesterenko [11] et Beukers [7]. On cherche des
polynomes A,,,B,,,Cp,D,,, avec B, (1) =0, de degré n, tels que :

Ap(2)Lig(2) + Bn(2)Liy(2) + Cp(2) = O(z*")



2A,(2)Lig(2) + Bn(2)Lig(2) + Dyp(2) = O(z*").

Beukers a montré 'existence et I'unicité de tels polynomes. Il pose A, (2) = > _; a,2" et By(2) =
Y om_o Brz"; il écrit le reste sous la forme :

o0

An(2)Lig(2) + Bu(2)Li1(2) + Cu(2) = > Ra(t)2'
t=2n+1

alors R,, s’écrit :

s Oy Br
R = .
n(2) Z(z—r)2+z—r
r=0
De plus, en étudiant les racines et les poles de R,,, par des arguments de degré, il trouve la formule

explicite : ( N Vo )
~ z—n—1)(z—n—-2)... (2 —2n
Fn = 22(z—1)%2...(z — n)?

Notons qu’en décomposant en éléments simples, on trouve : o, = (C1)3(C3 )2, et

n

1 1
r:_2r - 4 . . - 7 .
b “ Zn—k—i—g Z n—k—j
i=1 0<j,k<n
j+k#n

Si on fait z = 1 dans la deuxiéme équation, on trouve : 24,,(1)((3)+ D, (1) = O(1), avec A, (1) = ay,.
Dans son article [11], Nesterenko utilise ces résultats pour fournir une démonstration de l'irra-
tionalité de ((3) utilisant des techniques classiques de 'analyse complexe. Pour ceci, il introduit la

—1)2 —n)? . ., < P i
%, qui est liée & R, par R, (z) = R,(z+n). On
vérifie facilement, en décomposant R, (z) en éléments simples, qu’on retrouve ainsi ’approximation
de Beukers : I =377 R|,(p) = An(1) +((3)Dn(1), avec donc Ay (1) € Z et d3D, (1) € Z.

On conclut en utilisant les lemmes techniques suivants (ou L est une droite Re(z) = C, avec

0 < C < n+ 1, parcourue de haut en bas) :

fraction rationnelle suivante : R, (z) =

Lemme 2.

I= ! ( T >2Rn(z)dz.

2me Jp, \sinmz
Lemme 3. On a, lorsque n — oo :

3 .3

I _71-224

(V2= 1)""2(1 + o(1)).

3
n2

Esquisse de démonstration. Le premier lemme découle du théoréme des résidus appliqué sur un
contour bien choisi. Pour le second, on utilise I'égalité suivante :

( m )2Rn(2) _ (F(n+1 —Z)(P(z))2>2

sinz Fn+1+2)

qui découle de la formule des compléments et de I’équation fonctionnelle de la fonction I'. On dé-
veloppe ensuite en utilisant la formule de Stirling et un équivalent de Laplace permet de conclure.

0

L’irrationalité de ¢(3) découle de 1'équivalent trouvé, en utilisant que ¢*”(v/2 — 1)*" — 0 quand
n — oo.

10



3.3 Les équations limites de Nesterenko

Dans le méme article [11], Nesterenko introduit une autre fraction rationnelle que celle d’Apéry,
dont il démontre en fait que certains des convergents coincident avec ceux de la fraction d’Apéry. De
fait, cette seconde fraction converge moins vite vers ((3), mais permet d’avoir des formules explicites
plus simples.

Proposition 5.
1

2(3) =2—7++—
C( ) 2+ b2+a2(;7n

ot les coefficients a, et by, n = 2, sont définis par :

gk = k(k+1), agpro=(k+1)(k+2), agpis=(k+1)% agpra = (k+2)%
b1 = 2k + 2, bags2 = 2k + 4, bap3z =2k +3,  bapysa = 2k + 2.

De plus, les convergents correspondants & n = 4k — 2 coincident avec ceux de la fraction continue
d’Apéry.

Démonstration. Ce résultat se déduit du lien qu’on peut trouver entre ((3) et des spécialisations de
certaines fonctions G de Meyer. On pose :

1 FNl—a+s)T(1+b-—1s)
G(a,b,c,dz) = — [ T'(-s)* sd

(a,b,¢,dlz) 270 /L (=9) I(c—s) T(d-s) =

ot L est un contour divisant les poles de I'(—s) et I'(1 — a + s), tel que l'intégrale soit absolument

convergente. On définit ensuite

Ton = G(_anJrla —Qpg2,Qpq1 + 2, Qo+ 1|1)

2
el
n+3
et ropy1 = 75G(_an+la —Oin42,Qny1 + 2a05n+2 + 1|1)a
An+2Qn+44
ot oy = [5] et 0 = zd%. On a des relations de récurrence, découlant d’identités faciles sur les

fonctions G :
2r1 = 2rg + 71,

(k) + 2)T4k+1 = (2]{7 + 2)7"4k + kT’4k,1,
(k+ D)rag2 = 2k + 4)ragy1 + (B + D)ryg,
(k + 2)rapss = (2k + 3)rapy2 + (b + 1)rapg1,
(k + 2)rapra = (2k 4 2)74p 43 + (k + 2)Tap 42,

et en explicitant les deux premiers termes (r_; = —1 et 79 = 2¢(3) — 1) de la suite, on a r, =
29,¢(3) + hy, avec ;—Z — 0 (car les r, sont bornés et on a une équation limite pour les g, qui se
déduit de celle des 7, et qui implique que g, — o0), d’oi une fraction continue convergeant vers
2¢(3), qui se rameéne par une manipulation simple a celle annoncée. De plus, en calculant la relation
de récurrence entre les r4,_o on retrouve exactement celle d’Apéry, ce qui permet de voir que les
convergents sont les mémes. On a donc déduit les relations d’Apéry d’autres relations de récurrence
un peu moins “magiques”. O

En utilisant des représentations des g, utilisant des fonctions hypergéométriques (et semblables
a celles des 7, précédemment introduites), on obtient des valeurs explicites :

94k = Zf:o Cliﬂ@iﬂﬂ@i@iﬂv
gak-1 =21 Oy iCry Cin Gy
9ak—2 = Zf:o C/i-i—z‘cli—i—iclicli’
94k—3 = Zf:o Cllcjr%cliflJriCli Ii’
et on peut trouver une équation limite explicite pour les g,, en calculant des relations de récurrence

sur les fonctions G :
(t+1)*(t* -6t +1) = 0.
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3.4 Derniéres remarques sur les nombres d’Apéry

Les b, peuvent étre interprétés comme des valeurs de fonctions hypergéométriques, qui sont

1 - 1 -
définies a la section 5 : b,, = 4F3 < nt nont " 1>, ou 2
k

1 1 1
ap a2 as aq . (al)k(a2)k(a3)k(a4)k Z
afs < by by b3 ‘ Z> B Z (b1)k(b2)k(bs)r kU

keN

a b ¢ d
g
Cowles et Chowla [16], Radoux [18] et Gessel [17] ont étudié les propriétés arithmétiques des by, ;

montrant des résultats du type :
pour p premier, by pni+..4psns = Ongbn,...bp, mod p,
bpn = b, mod p3 sip > 5 est premier,
anp =5" mod 8 ;
an =0 mod 5 sin aau moins un 1 ou un 3 dans sa décomposition en base 5.

Gessel étudie ensuite d’autres valeurs initiales de la récurrence n3u, + (n + 1)3u,_ o = (34n® —
51n2 4+ 27n — 5)uy_1.

Beukers [30] a également remarqué que la démonstration d’Apéry pouvait tenir dans la consta-
tation que ’équation différentielle :

Wilson a étudié en général les 4F3 ’ 1>, aveca+b+ct+d=e+ f+g—1.

(Xt —3ax? - X IY L q0x - om5x? 4 5x) LY
dX1 dX3
Lesx?oasx 44 & asx—un L 4y
X2 ax YT

posséde deux solutions, génératrices des nombres d’Apéry :
a(X) =6X +asX?+ ...
X)) =140 X +boX2+....
Or, a = (1 — v/2)* est le plus petit zéro de X2 — 34X + 1, et lim, ., o) ¢(3).

al\xT
b(z)
Enfin, terminons en signalons qu’il existe une interprétation des nombres d’Apéry en termes de
courbes elliptiques [30]...

4 Les divers essais de généralisations

Dans ce que nous avons vu jusqu’a présent, nous nous sommes uniquement intéressés au cas
de ((3), mais on a la conjecture plus générale suivante : Les ((2n + 1),n € N* sont linéairement
indépendants sur Q. Si ce résultat n’a pas encore été prouvé, Tanguy Rivoal a récemment démontré
I'indépendance linéaire d’une infinité de ces nombres, en se servant notamment d’approximants de
Padé.

4.1 Les démonstrations analogues pour ((2) et In(2)

La plupart des constructions impliquées dans la démonstration de l'irrationalité de ((3) se gé-
néralisent a ((2), et permettent ainsi de (re)démontrer l'irrationalité de 72 et d’en donner une
mesure d’irrationalité. Tout d’abord, en adaptant légérement la démonstration de la formule :

5 0o —1)n-1 . . oo —1)n—1 1 o 1 .
C(3) =35> 21 (ngégn , en n'oubliant pas que : Y > ( n)2 = 32 .ne1 7,7, ON Montre :

— 1
€(2) =3 —5zm
2,

2Pour que cela soit défini, il faut que les b;, 1 < i < 3; ne soient pas des entiers négatifs.
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Cette égalité peut également [5] se déduire de la formule :

2n

o0
Z T (arcsin f>2
— n?C%. 2/

On pose ensuite b, = Y"1 _(CF)2CE, et a, = >7_((CE)2CEC, ., on

n n ks
m 1 k n+m+1
Cn, k =2 Z + Z 2Cmcm
m=1 n+m

=~

Les b/, sont entiers, et, Vn € N, d2a/, € N. Ensuite, on montre que, les valeurs initiales ap =0,a
5;bf = 1,b) = 3 étant fixées, les a], et b], vérifient la relation de récurrence :

n2un — (n— 1)%up_s = (11n% — 11n + 3)un_1.

Pour cela, on calcule :
E2?(n—k—1)!
k—
e = G = 20 T

Ensuite, on pose :
By = (K*+3@2n+ 1)k — 11n* — 9n — 2)(CF)*C} .
(n—1)!
nk = B iChr + 3(—1)n+k+lm-

Et on a

k k kN2 ik k k
wk— Bhg1=(n+ 1)2(Cn+1)20n+k+1 — (11n® + 11n + 3)(Cn)20n+k - ng(Cn—l)QCan

k= Ak = (Bhg—Bhi 1)+ m+1)2CE )2 O 1 (i — )
(Ck )2Cn+k 1( kT C%fl,k)
= (n+1)*(CE)*Cr i1Chirn — (1In® + 1ln + 3)(CR)?Ch L 1
—n?(Cy_ )2Cn+k 1001,k
On voit que les a, et bl, sont les convergents de la fraction continue :
5

€(2) =
3+ 2

. 4
.. n
16+ +

(11n? + 11n + 3) + (012

I1 “suffit” alors de démontrer ’estimée :

(B(1+V2)! B+ VE)™

by, = (1+0(n™1)
" ar/54+ 25 n
et on arrive a ) 42
2 <h=11.85... = -2 1
() , a3 L

ot av = (1 ++v/2)%
Les intégrales de Beukers permettent, encore plus facilement que pour ((3), de démontrer 'irra-
tionalité de ((2). Les intégrales a considérer sont les

// 1_@ Q=o' Pola) 4 4,
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Par intégration par parties,

/ / 1 - acy)”+ e
y(I—y)z(l—-z)

La fonction B e étant majorée par (@) sur [0, 1]2, on a, pour n assez grand :

/ \/5—1 5n 1 1 \/5_1 5n
\w<< 2) Al—wm@:< 2) ©)

5n 5n n
OQM+aﬁM<ﬁ<ﬁ;ﬂ qm<W<@§g o< (2)"

ce qui implique l'irrationalité de ((2).

4.2 Le cas de In(2) et les essais divers...

On pose les b!! tels que
oo
B"(z) =(1—-6z+ 22)7% = Z 2"
0

et les a!! vérifiant :

A”(z):(1—6z+z2)—%/ (16t + %) 2dt = Za" m,

0

Les b)), = > 5_o CEC¥ | sont entiers, et on montre facilement que : a)y € d;'N (en trouvant une
expression explicite pour ces derniers). De plus, les a, et b, vérifient I’équation de récurrence :

(n+ Dup, — Q1(n)up—1 +nup_o2=0
avec respectivement : ag = 0,a1 = 1 et bg = 1,b7 = 3. En remarquant que

AI/(Z)
lim
n—3-2v2 B"(2)

=In2

on trouve un degré d’irrationalité p(In2) < 4,6621.. ..
Il est intéressant de remarquer que les polynomes @), de degré n impliqués dans les récurrences
des convergents de ((3), ¢(2), In(2), vérifient la propriété de symétrie par rapport & —1 :

2
YmeN, Q,(m—1)=(-1)"Qn(—m)
(les coefficients de tels polynémes sont déterminés par leurs coefficients pairs si n est pair; par leurs

coefficients impairs si n est impair).

Pour ce qui est des généralisations de ces méthodes (intégrales de Beukers, récurrences “magiques”,
ete...) aux (1), I > 4, tous les essais ont été infructueux, malgré l'existence ([4], [22]) de formules
telles que :

— 1 1t 17
— 4
nzl niCy 3240 = 5664
Sem (1 1 1 4\ (=1
5) = — )
<) 2 nZ:l (12 Tt (n—1)2 5n2> n3C%,

La premiére égalité se démontre par une des innombrables formules démontrées par Lewin ([26],
27))

s

1 4
2/3 In?(2sin = )dx _ L .
0 3240
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4.3 Les résultats de Rivoal

Les travaux de Rivoal visent & généraliser le théoréme d’Apéry a d’autres valeurs de la fonction ¢
en des entiers impairs. Dans ce domaine, il y a déja eu des résultats intéressants : Gutnik a démontré
que, pour tout rationnel non nul ¢, il y a un nombre irrationnel parmi —%C(?)) +((2) et ¢(2)—2¢1In(2);

Beukers a aussi montré que les deux ensembles suivants contiennent chacun un irrationnel :

{ at 7rtIn(2) 1572, 7m 5 _4(3)}

¢(3)7 <3 3240¢(
¢B) ¢@? = ¢B)¢(B)
{7’ = 360 ¢ )7 = 300(5), 2 2268}'

L’article de Rivoal [14] est lui-méme en partie fondé sur celui de Nikishin [12], qui étudie les
approximants de Padé de : 1, Liy(z7!) = In(1 — 2~1), Lig(z™1),..., Lis(z™!); i.e. des polynomes
Aj(z), avec d°(A;) <msij<q;d°(Aj) <nsig<j<s, quivérifient, si c =ns+q:

C1

3" Ap(z)Lin(zh) — P(z) = 22 ¢ e

ZO’

avec P un polynoéme de degré < n — 1.
En utilisant 1’égalité, Vk > 1 :

Nikishin trouve que :

s o Y Ar@) (1 T _de
;Ak(z)l)zk(z )—P(Z)+/O< T(k) (l w) )Z_x

k=1
P() = ; L [ At At (i i)kl i
Il pose B 1/ s Ap(x) 1 k—1 .
R(t)_/o <; ) (mx) )m:g

C’est-a-dire que R est tel que :

S ALz ) - P(x) =Y Rz(ff).

k=1 t=co

Et il montre, par des arguments de degrés, que :

tt+1)...(t—o+2)
t+1)5...(t+n)s(t+n+1)8

R(t) =

ol o=ns+gq.
si 0<j<q

o . . 0
Ensuite, il montre que, si on écrit, avec ¢ = { 1 si qg<j<s
X

s mn—eg Ck;J
ZJZO j+t+ 1)k

alors, V1 < k < n, on a sld;~ kck] €.
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Esquisse de démonstration. On a :

1 @ F

Chj = WWR@)U 4 1) =)

R(t)(j +t+1)" = Bo(t) gy Fon () iy Fon-1(t)
ou
Py(t)=(t—o+2)...(tc + s)
(t—a)...(t—a—(n—1))
t+1)...t+)Et+5j+2)...(t+n+1)
(t—a)...(t—a—(n—2))
t+1) ... (t+)t+j+2)...(t+n)
On trouve alors pour les ¢ j, via une décomposition en éléments simples, des expressions en fonction
des coefficients bindmiaux, & une division par n! prés, d’ou le résultat recherché. 0

Fon(t) =

Fa,n—l (t) -

A Paide de R(t), et d’estimées des |A;]|, il montre alors que, pour x = g € Q, avec a et b entiers
et b? < ae~(s=D(sns+2sn2) 9 1) (271 .| Lig(x~!) sont linéairement indépendants sur Q.
On utilise également les polylogarithmes dans la démonstration du résultat de Rivoal. On intro-

duit :
t—rn+1)mt+n+2).,

(t+1)2 .,

ou () =ala+1)...(a+ k—1) est le symbole de Pochammer.
On définit aussi :

Ro(t) = nto=2r

Sn(z) = > iz fin(k) 27"

Cijm = ﬁ % R(t)(j+t+ 1) |t—*(J+1)
Pon(z) = =212 00 Cijn Y4 (k+1 .
Plvn(z) - 2]:0 szjvnzj

Lemme 4. Sin est impair et a impair > 3, on a

Sn(l) = PO,n(l) + Z P@',n(l) C(Z)

3<¢ impair<a

Démonstration. On a, par une décomposition en éléments simples,

ZPW +P0n<)

La nullité du terme pour i=1 est due & une raison de convergence, pour les termes d’indice pair, on
a une symeétrie sur R,

R,(z) = (~1)"*Va R (— —n — 2)
qui entraine P; (1) =0 si (n + 1)a + ¢ est impair. O
On a ensuite, en adaptant la démonstration de Nikishin présentée plus haut, un second lemme :

Lemme 5. On a d2'P,; ,(2) € Z[2].
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Notons une fois de plus le role joué par la symétrie dans les fractions rationnelles introduites, qui
est a l'origine de la disparition des termes faisant intervenir les ¢(2n + 1).

I1 suffit ensuite d’estimer S, (1) pour conclure. Nous ne détaillerons pas cette partie de la dé-
monstration. Rivoal utilise essentiellement la représentation intégrale suivante :

g (o (@ DDl (0, ot lar (1 — a) "day . dras
n(2) = 2 o _ 2r 41 _ 2
: [0 1]a+1 (Z r1T92 ... CEaJrl) (Z r1... CEaJrl)

et utilise le critére d’indépendance suivant, di & Nesterenko (et que nous nous garderons bien de
démontrer) :

Théoréme 4. Si on a N > 2 réels 01,...0n et N suites (p;n)n>0 tels que :

ViI<i<N,VneNp;, €Z

nln(ay) + o(n ln|ZBn9 | <nln(az) +o(n) avecd < a3 <ag <1

V1<i< N,VneN, In|pi,| <nlog(f)+ o(n)avecd > 1

alors on a un résultat d’indépendance linéaire :

In(3) — In(a1)
In(8) — In(ay) + In(az)

L’énoncé précis du théoréme de Rivoal est le suivant :

dimg (Q@l +...+ Q@N) =

Théoréme 5. Pour tout € > 0, il existe un entier N(g) tel que, sin > N(e),

1—¢

Z T m@ In(n).

dimg (Q + Q¢(3) + ... + Q¢(2n — 1) + Q¢(2n + 1)) >

Le résultat de Rivoal permet seulement de conclure qu'il existe un ¢{(2n + 1) irrationnel pour
un n entre 2 et 84, mais ce résultat peut étre amélioré avec de meilleures approximations dans les
démonstrations.

En changeant la parité de a, on inverse la symétrie de R,,, ce sont les ( impairs qui disparaissent,
et on obtient un résultat concernant les ((2n) :
Théoréme 6.

1—¢

17 m@ In(n).

dimg (Q + Q¢(2) ... + Q¢(2n)) >

Cette minoration est équivalente & la transcendance de m, dont on peut donner une mesure de
transcendance en utilisant la méthode de Reyssat [13].

5 Termes hypergéométriques, “creative telescoping” et suites holo-
nomes
Dans cet exposé, nous avons plusieurs fois utilisé la méthode du “creative telescoping”.
On se donne un terme F(n, k), et on veut prouver que les sommes 3 : a(n) = Y F(n, k) vérifient
k
une récurrence du type :

L
Zsl aln+1)=0

=0

3Les valeurs prises par k dans la sommation sont sous-entendues, elles parcourent le plus souvent un ensemble fini,
typiquement k € {0,...,n}.
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ou s; € R[n].
Cette méthode consiste a trouver G(n, k) satisfaisant

si(n)F(n+1i,k) = G(n, k) — G(n,k—1)

L
=0

ce qui prouve alors ’égalité cherchée, a une constante additive prés.

Définition 5. Une série R = Y R, est appelée hypergéométrique si son quotient RRL est une

neN

fraction rationnelle de n.

(n+a1)...(n+ap)
(rtb1)-(n-+bg (1)

on peut toujours écrire R comme une fonction hypergéométrique classique?, avec p, € N ([19], [20]) :

. ay ... ap
m= (5 |)

Si on écrit le quotient sous la forme : RRil = et qu’on normalise par : Ry = 1,
n

ou ,F, est défini par :

al ap

A

5.1 Les fondements théoriques : introduction aux suites holonomes

Pour s € N*, on fait agir sur les suites multiples u € CZ° les opérateurs
P(k,K)= Y. Y capk®KP, ot les c, 5 sont presque tous nuls;
a€eNS BeZs
et ot® (K;u)(ly,...,ls) =u(ly,...,l; +1,...,15) est Popérateur de translation,
et ou (kju)(l1,...,ls) =lLiu(ly,...,li +1,..., ls) Vopérateur de multiplication.
On note A l'algébre de ces opérateurs (engendrée par ky,...,ks; Ki,..., Ks; Kfl, L K
avec les relations de commutations : K;K; = K;K;, kiK; = Kjk; si j #1; Kik; = (ki + 1)K;).

On définit ensuite le symbole de P(k, K), constitué des termes de plus haut degré en k (ou
m =sup{|a|, a« € Z®° : I € Z° co 3 # 0}) :

P& = 3 Y capt R0,

|a|=m BEZS
On associe alors & u € CZ° sa variété caractéristique
Vi ={(&,2) € (C*)° x C*|o(P)(&, 2) = 0,pour tout P € AtelquePu = 0} .

On dira que u est holonome [21] si dimV,, = s. Notons que, pour s = 1, u(n) est holonome si
et seulement si il existe P € A tel que Pu = 0. Les suites holonomes forment un C-espace vectoriel
stable par k;, K; ; les suites hypergéométriques sont holonomes, les sommes de fonctions holonomes
(par rapport a un sous-ensemble des variables, lorsque celles-ci sont définies) sont holonomes. Par
exemple, si on somme un terme hypergéométrique F'(n, k), on sait que la somme f(n) = > F(n,k)

k

vérifie une équation du type P(k, K)f(k) = 0. Notons enfin que cette théorie admet un équivalent
continu : la théorie des fonctions holonomes [21].

“Pour que cela soit défini, il faut que les b;, ..., by ; ne soient pas des entiers négatifs.
®On note k® = kS . kS et k™ = kS L kO,
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5.2 Les algorithmes de Gosper et de Zeilberger

Soit ¢, un terme hypergéométrique. On se pose la question de la sommation indéfinie, c’est-a-dire :
Existe-t-il z, hypergéométrique tel que : 2,11 — 2, = £, 7

Dans l'affirmative, on dit que t,, est Gosper-sommable. L’algorithme de Gosper, trés simple (il se
fonde sur une décomposition des fractions rationnelles...) permet de répondre avec certitude a cette
question : si on lui donne ¢, il nous rend z, s’il existe, et sinon montre qu’il n’existe pas.

On considére maintenant F'(n, k) doublement hypergéométrique (en chacun des ses arguments)
et f(n) = > F(n,k). Pour calculer ce type de somme, Zeilberger [22] montre qu’il existe toujours

k

une fraction rationnelle R(n, k) et une récurrence du type :
J
> aj(n)F(n+j.k) = G(n,k + 1) — G(n, k)
j=0

ou G(n,k) = R(n,k)F(n,k). Si on donne F(n,k) a l'algorithme de Zeilberger, il nous rend la
récurrence satisfaite par F' et la fraction R correspondante.
Dans la plupart des cas, la récurrence se réduit a

F(n+1,k) — F(n,k) = G(n,k+ 1) — G(n, k).

Dans ce cas, (F,G) est appelée une paire W-Z (Remarquons la nouvelle symétrie entre n et k).

L’algorithme de soeur Céline Fasenmyer, du méme type que ceux de Gosper et de Zeilberger, fournit,

étant donné une somme f(n) = Y F(n,k), avec F' doublement hypergéométrique, une relation de
k

récurrence Zf:o Z}]:o a;j(n)F(n —j,k —1i) =0, a;; € R[n], de laquelle on déduit une récurrence

sur f(n).

5.3 Les applications pratiques

Les dérivés de ces algorithmes, non seulement donnent des preuves d’identités hypergéométriques
telles que f(n) = > F(n,k), mais en plus nous donnent la “clé¢” (R(n,k)) a partir de laquelle la
k

démonstration de ce fait devient une vérification directe.

Des modifications de l'algorithme de Zeilberger, fondées sur le phénoméne de dualité W-Z, per-
mettent également de générer automatiquement de nouvelles identités sur les fonctions hypergéomé-
triques (identités compagnes, duales...).

Pour donner un exemple simple, pour prouver l'identité (|20], [21], [22] pour d’autres exemples) :

k\2
) =S Fnky =3 1% g
k

k 2n

On tape W Z[F,n, k] sur Mathematica et il nous fournit
k%(3n — 2k + 3)
22n+1)(n —k+ 1)
I nous reste alors a poser G(n, k) = R(n,k)F(n,k) et a vérifier que :
F(n+1,k) — F(n,k) = G(n,k+ 1) — G(n, k).

R(n, k) = —

Les algorithmes de Zeilberger nous donnent alors gratuitement l'identité duale :

> (3k —2n)(C})*C5, =0, Yn € N.
k
Il est intéressant de constater qu'un résultat tel que notre proposition 4, qui pouvait mobiliser
I’énergie et I'intelligence de plusieurs mathématiciens pendant plusieurs semaines il y a encore vingt
ans peut maintenant étre prouvé en tapant une ligne de Mathematica ou de Maple.
Voir a ce sujet le livre de Zeilberger [22], qui traite tout cela en détail et fournit les “package”
Maple et Mathematica.
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6 Une conjecture générale sur les polyzétas

Définition 6. La fonction polyzéta d’ordre r est définie, si s = (s1,...,8,) € C", Re(s1+...+s;) > r,
par :

C(s1y.--,8) = Z nytooon

0<ni<...<nr

Cette fonction admet un prolongement méromorphe [24] (avec poles inclus dans les sous-espaces :
s1=1;81+s2=-1,0,1,2; ..., définis par :

0 0 r 1
P(Sl)r(sr)c(81,,87»):/ / t;slt;Serdtldtr
L L =1 T T
T

On appelle généralement polyzétas (convergents) les valeurs des fonctions polyzétas aux points
entiers ((k1,...,k,), avec k; e NJk; > 1,1 <i<retk =2

On note A 'algébre unifére associative libre des polynémes non commutatifs en une infinité de
variables y1,¥2,...; i.e. 'algébre engendrée par les mots w = yg, ... yk,, avec r € N ky, ..., k. > 0
(r = 0 correspond au mot vide).

On note, suivant Cartier [24], h! = A\ {}}. On associe & un mot yy, ...y, une série formelle

quasi-symétrique® : Q(k) = Q(k1,..., k) = S th ke
o<ni<...<np

6.1 Le produit de mélange lié aux séries

Pour s, € N;s,s > 2, on peut écrire le produit ¢(s)((s") sous la forme (formule de réflexion) :
¢(s)C(s)

= Z nis(”l)is/—F Z nfs(n/)fs/—FZn*s*s/

n>n/>1 n'>n>1 n>1
=((s,8") +C(s,5) +C(s +5),

Plus généralement, on peut exprimer, si s = (s1,...,s;) et s’ = (s],...,s},) sont deux suites
d’entiers strictement positifs avec s1 > 2, s} > 2, la relation de mélange liée aux séries [29)] :

C(s)C(s) =D <o)

oll on somme sur les suites o sommes terme & terme de deux suites de méme longueur sans zéro
commun obtenues a partir de s et de s’ en insérant des zéros (éventuellement au début ou a la fin).
Ceci est en fait valable [24] pour des séries formelles du type :

R A

n1>..>ng =1

et décrit la structure d’algébre de QSym, 'algébre des fonctions quasi-symétriques.

QSym est engendrée par les Q(k),k € (N*)". On pose alors X = {xg,x1}, et X* 'ensemble des

mots formés sur 'alphabet X. Si B est ['algébre construite sur X*x1, on associe & ys le mot xf)_lml ;

a un mot y, ...y, le mot xlgl_lxl .. xgrflxl € X*n
Les mots convergents sont les éléments de xoX*z; (correspondants aux yg, ... yx,, avec k1 > 2).

Ils engendrent une sous-algébre h® C h! telle que h! = h%[zq].

SRappelons qu’une série formelle F(t1,t2,...) est dite quasi-symétrique si Vk € N*Vs € (N*)", le coefficient de
toh tf]}C avec n1 < ... < ny ne dépend pas de (ni,...,nk)).
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On définit, sur X*zq, la loi associative et commutative * par récurrence (ol ys = xéflxl) :
Yw e Xz, exw =w

Vw,w € X*z1, Vt, s € (N*)", (ysw) * (yrw’) = ys(w * yew') + v (ysw * w') + yse(w + w').

Cette multiplication fait de h! une algébre, notée hl. Les mots convergents yg, ... yr,,” € N* ki >
2 engendrent une sous-algébre h) C hl. La correspondance ypi,, ..., yr, «— Q(k1,..., k) s’étend
en un isomorphisme d’algébres entre hl et QSym. Si on compose cet isomorphisme restreint a h?
avec le morphisme d’évaluation des séries formelles convergentes en y; = %,z’ € N*, on obtient un
homomorphisme d’algébres

C:hgﬁsz(ykl,...,ykr):C(kzl,...,kr).

Le produit de mélange lié aux séries donne lieu & des relations du type :
¢(a)C(b,c) = C(a+b,c) +((b,a+c)+((a,b,c) + (b a, c) +((b, c,a).

6.2 Le produit de mélange lié aux intégrales

On note A, le simplexe standard de RP : A, = {t € RP|0 < t, < ... < t; < 1}, et wy(t) = %,
wi(t) = %. Alors, si z., ... 2., est le mot associé¢ a s € (N*)", 51 > 2 via la bijection y, < xy ey

p
C(s) = /ngi(ti) dty ... dt,.
Ay i=1

Une formule de mélange des intégrales est obtenue en décomposant A, x A,y en C’g iy simplexes” :

P P p+p’
/ngi(ti) dty ... dt, / [Jweonita) dtydty | = > / 1T we, o (t0) dts ... dt,
X i=1 A i=1 o€S, v\’ Brtr’ i=1
D p’ ’

Ce produit correspond & un produit de mélange LU défini par récurrence sur X*xy :
ellw =w = w LLe; (z;u) L(zjv) = 2;(u LWzjv) + j(zu LLv)

pour i, j,u,v,w dans les bons espaces comme plus haut.
Ceci définit des structures d’algébres hl, sur X*xq, h), C hl, sur les mots convergents telles que

ézh&HR:ym”-yskHC(Sla--wSk)

soit un homomorphisme.

6.3 Les polylogarithmes

On a déja défini les Lig(z) pour k € N*. On peut aussi introduire [25], pour s € (N*)" des

polylogarithmes généralisés
ni

z
L= Y
" .ongk

n
ni>..21 1

et
dty...dts

1
Lizg(2) = (—1)3/ ————— = —(In2)*.
" 1>ts>...>t1>2 tl e ts 5!

"Onnote : S, = {0 € Sprp|o(0) < ... <a(p),olp+1)<...<alp+p)}
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Li est alors un homomorphisme d’algébres® (oti on a noté ., . .. T, le mot de X*x; associé¢ a
Ysy -+ Ys,.) -

x P
Li:hly, — H(C\ [1;00]) : a2 oy ... 2l e HCCE — Lig, 5. (z) = / Hwei(ti) dty...dty.
0

La série génératrice

= Z Liy(2)w

weX*

est solution de I’équation différentielle :

dille( ) = (%Jr 1x_1z> Li(z).

L’étude [28] de la monodromie de cette derniére équation a permis a Petitot et a ses collegues de
montrer l'indépendance linéaire sur C des Li,, w € X*, c’est-a-dire que le morphisme Li, défini
ci-dessus, est injectif.

6.4 Les relations d’Hoffman et la conjecture diophantienne

On déduit de ce qui précede que : C(a*B) = C(a)l(P),
et (o UUB) = C(a)C(B). En combinant formellement les relations de mélange, on obtient les
relations d’Hoffmann, puisque (z1 LLlw — 1 * w) est convergent :

Vw € zoX* 21, f(xl Lw — 21 xw) = 0.
De ces relations, on déduit notamment facilement des identités telles que :
¢(5) = 2¢(3,2) + 6¢(4,1).

Comme on a : x1 * 1 = 227 + zor1 et o1 Lxy = 227, puisque ((2) = %2 # 0, il est impossible
d’étendre le morphisme f a hl et hl, simultanément. On le fait donc séparément,en notant ¢*, ¢
les morphismes correspondants : il suffit, pour chaque loi U ou *, d’imposer une valeur pour ¢*(1),
¢Y(1), puisque hl = h2[xo] et hl, = hQ,[xo].

Les relations de Newton sur les fonctions symétriques : si on pose, pour s > 0 et t = (t1,t2,...) :

:thb

n=1
os(t) =" D tuy.o tn,
ni>..>ns>1
on a l'égalité dans Q[[t]] :
k 2
Y ou(t)2 =exp =Y (—1) Yk(t) 7
530 k=1
Cette relation se traduit par ’égalité :
p * k Zk
D¢ =exp Lz = (1) C(k)
p=0 E>2

p

80n note, si U est un ouvert de C, H(U) I’ensemble des fonctions holomorphes sur U.
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formule qu’il est intéressant de comparer avec le développement :

BTN P e T
N(1+z2) PY7 = k

Pour formuler la conjecture diophantienne, il faut considérer la Q-algébre M ZV,,,,, engendrée
par les polyzétas symboliques convergents [29] Ze(s), s € (N*)", r € N*, 51 > 2 vérifiant les relations :

Ze(w)Ze(w') = Ze(wxw'), Vw,w' € zoX*z;

Ze(w)Ze(w') = Ze(w LLIw'), Yw,w' € 20X xq
Ze(xy Ww — z1 xw) =0, YVw € 2o X 21.

La conjecture diophantienne affirme alors que le morphisme naturel de spécialisation Ze(s) —
((s) de MZVpp, dans C est injectif (i.e. toutes les relations polynomiales entre polyzétas se dé-
duisent [24] des trois types de relations précités). Ceci implique notamment [24| I'indépendance
algébrique des ((2n + 1), n € N*.

Pour que ceci permette effectivement de décrire conjecturalement les relations de dépendance
algébrique entre les polyzétas, il faut encore étre capable de décrire M ZV,yp,. On introduit les Z,
sous-Q-espace vectoriel de R engendré par les polyzétas de poids |k| = Y ki.

Zagier a conjecturé que la somme @D Zj était directe, et que si d = dimgZy, on a la relation
k>0
de récurrence :

dy = dg—o +dg_3

C’est-a dire que, puisque Zg = Q, Z; =0, Z» = Qn?, on a la série génératrice :

> 1

k _
> ditt = s
k=0

Toutes ces conjectures ont été justifiées par des calculs numériques.
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