Correction des exercices sur les Matrices

7 mars 2007

L’exercice 8 bénéficie d’une rédaction particuliérement soignée que vous pouvez prendre comme
modele (c’est presque trop détaillé, en fait). Pour les autres, la rédaction est beaucoup plus rapide,
et surtout déstinée a donner les idées principales et les résultats.

Exercice 1

-2 8

On obtient CA=| -3 14 |;BC = 8 2 123 ipoa—( "0 18 )
—4 -2 -3 0 -9
-1 -7
Exercice 2
0 0 1
OnaA?= 1|1 0 0 | et A3 =1, dont on déduit ensuite que, Vk € N, A%F = ; A3k+1 = 4
010

et A3k‘+2 :AQ‘

Exercice 3

Par le calcul, on obtient J? = 4.J puis J? = 16.J. Une récurrence permet alors de montrer que
Jk =4k J.

Exercice 4

Soit M = (i ‘1{) une matrice dans Ma(R), on calcule AM = < T2z Y+ ) t

3r+4z 3y+ 4t

MA = < T3y 2z dy ) Pour que les deux matrices soient égales, il faut que leurs coefficients
z+ 3t 2z+4t
soient égaux deux & deux, ce qui nous améne a résoudre le systéme
T 4+ 2z = x + 3y
y + 2t = 2z + 4y
3z + 42 = =z + 3t
3y + 4t = 2z + 4t

Les deux équations extrémes sont équivalentes a z = %y, et les deux du milieu se rameénent alors & la
méme équation x + z = t. Les solutions sont donc tous les quadruplets de la forme {z, y, %y, T+ %y},
ol x et y sont deux réels quelconques.



Exercice 5

02 3 4 0 0 4 12
Ona A= I+Bavec B = 8 8 3 2 . Un calcul peu passionnant donne B? = 8 8 8 é
0000 000 O
0 00 24
3 0 00 . . L . o
B° = 00 0 o [|-Pus les puissances supérieures de B sont nulles. On a donc, via le bindéme
000 O

de Newton (les matrices B et I commutant bien entendu), A* = (B + I)* = (’8)]”C + (llc)BIkl +
(S)B2I’“*2 + (5)3311‘3*3 =1+kB+ k(kgl) B? + k(kl)ék_2) B? (les termes suivants étant nuls, soit
(attention les yeux) :

1 2k 3k+2k(k—1) 4k+6k(k—1)+4k(k—-1)(k—-2)
. 0 1 2k 3k +2k(k—1)
0 0 1 2k
0 O 0 1
Exercice 6
0 a a 0 0 O
On calcule (pour changer) A+1 = 1 00 |;A4+D* =0 a a |,etlapuissance

-1 0 0 0 —a —a

suivante est bien nulle. Autrement dit, A = B — I, o B est une matrice nilpotente. On peut donc

utiliser Newton : A¥ = (B—I)F = (—I)k+kB(—I)F14EED g2 1)k=2 — (_1)k([—pB4-EEL) B2y,

soit encore

1 —ka —ka
k(k—1 k(k—1
AF = =)k [ R 1+ (2 )a ((2 )a
k(k—1) k(k—1)
7 12 =/
k 5 a 5 a

Exercice 7

On a bien A = 61 + B. Par contre, le petit souci, c’est que la matrice B n’a pas des puissances
spécialement évidentes & calculer. On peut donc toujours écrire le binome de Newton pour le plaisir,
mais on n’obteindra pas de belle grosse formule pour les puissances de A. Tout le monde se demande
donc pourquoi j'ai posé cet exercice. Je ne vous le cacherai pas : moi aussi.

Exercice 8

La bonne méthode pour prouver ce genre de propriété est la récurrence. Cherchons donc a prouver
la propriété Py, : il existe un réel que 'on notera ag, tel que la matrice A* soit de la forme A* =
1 0 0
2ak 1-— Qak 26Lk

ag —ay ar + 1
Initialisation : Il faut vérifier que A', c’est-a-dire A elle-méme, est de la forme donnée. Or, si
1 0 0
onposea; =3,onabien A=| 2x3 1—-2x3 2x3 |, donc la propriété P; est vérifiée.
3 -3 3+1

Hérédité : Faisons I'hypothése de récurrence que P est vérifiée. Il nous faut alors prouver
Py.1, et pour cela calculer A¥+1. Or, A¥*1 = A x A* avec par hypothése de récurrence A* =



1 0 0

2ar, 1—2a; 2ag (ot ag, est un réel pour I'instant indéterminé). Le calcul du produit donne
ag —ay ar + 1
1 0 0
alors A**1 = | 6 —4a;, —5+44a, 6—4a |.Sion appelle aj,; le réel défini par ap+1 = 3—2ayg,
3—2ar —3+2ar 4-—2a;
1 0 0
AFF1 yerifie bien la propriété demandée puisque A* = | 2 x (3 —2ax) 1—2(3 —2ax) 2(3 — 2az)
3—2ak —(3—26%) S—Qak—l—l

La propriété Py est donc vérifiée, donc par le principe de récurrence, Py est vrai pour tout entier
k> 1.

Reste a calculer la valeur de ay ! La suite ay est arithmético-géométrique puisque ax41 = 3 — 2ay,
son équation caractéristique est x = 3 — 2x, dont la solution est x = 1. On introduit donc la suite
auxiliaire (by)g>1, définie par by = ai — 1, et qui vérifie bpy; = ary1 —1 = (3 —2ar) —1=2—2q;, =

—2(ap — 1) = —2bg. La suite by est donc une suite géométrique de raison —2. Par ailleurs, son
deuxiéme terme est by = 2 puisque a; = 3, donc by, = —(—2)* et ap = 1 — (—2)*. La matrice A* peu
1 0 0
donc s’écrire sous la forme A¥ = [ 2 x (1 —(=2)F) 1-2x (1 —(=2)%) 2x(1-(-2)%)
1—(=2)F (—2)F -1 2 — (—2)F

Exercice 9

6 -3 -3 -18 9 9
1. On commence par un peude calcul : A2 = -8 6 2 et A3 = 44 —18 —26
2 -3 1 26 9 7

I est désormais facile de vérifier I’égalité demandée.

2. On va bien str procéder par récurrence. Notons Py la propriété "Il existe deux réels ay, et by, tels
que AF = ;A% 4+ b, A". Pour une fois on initialise la récurrence pour k = 2 : P, est bien vérifice
en posant as = 1 et by = 0 (on a bien A2 =1 x A% + 0 x A. Supposons P* vérifice, on a alors
ARl = Ax AF = Ax (akAz—FbkA) = akA3+bkA2 = ak(GA—AQ)—i—bkAz = (bk—ak)A2+6akA,
qui est bien de la forme demandée, ce qui achéve la récurrence.

3. D’apreés la question précédente, on a les relations suivantes : agy1 = by — ay et bg1 = 6ag. On
a donc by = 6ay, ce qui donne en remplacant dans la premiére relation ay+1 = —ay + 6ax_1,
récurrence linéaire d’ordre 2 d’équation caractéristique x> + 2 — 6 = 0, dont les deux racines
sont + = 2 et = —3. On a donc ap = a2F 4+ B(—3)%, avec ay = 4a +93 = 1 et a3 =

2k’—1 — (=3 k—1
%, donc ag = E() ) ,

8a — 273 = —1. La résolution du systéme donne oo = % et B =
2k—2 o (_3)k—2
3 .

etkaGX

6ar — 2by  —3ap + by —3ap + bi
4. On se contentera d’écrire AF = —8ay, + 6b,  6ap — 2b,  2ap — 4by, sans préciser les
2ak — 4bk —3(Lk + bk ap + Bbk
valeurs. Pour £ = 1, on obtient avec les formules de la question précédente a; = 0 et b; = 1,
ce qui donne A =0 x A% 4+ 1 x A, ce qui est indiscutablement vrai. Et pour k = 0, on obtient
ag = % et by = %, et 14 ¢ca ne marche plus...

Exercice 10

1 -1 2
1. Enposant K= 1 —1 2 |, on a effectivement M, = al 4+ DK.
1 -1 2



2. Plutot que de faire un calcul de produit de matrices pénible, utilisons la question précédente :
Myp X Meg = (al +bK)(cI +dK) = acl + adK + bcK + bdK? = acl + (ad + be) K + bdK?,
et on obtient la méme chose en faisant le produit dans 'autre sens.

3. Un petit calcul montre que K? = 2K. Une récurrence immédiate montre alors que K* =
2t=1K. Comme M;_y = I — K, on a via Newton Mf_, = (I - K)F = Yr_(IP(-K)*P =
k-1 _
I— (3, o(-2)F P)K.

Exercice 11

1. On a bien A2 =54 — 41.

2. On procéde comme & 'exercice 9, par récurrence. On peut l'initialiser a k =1 ou k = 2, et en
la supposant vérifiée au rang k, on a A*1 = A(apA+biI) = ap A% + b A = 5ap A —4dapl +bLA,

qui est bien de la formé demandée avec axi1 = dag + by et b1 = —4ag.
3. On a donc by = —4ay_1, puis agyr1 = Hax — 4dag_1, récurrence linéaire d’ordre 2, d’équation
caractéristique 22 — 5z + 4 = 0, dont les racines sont 1 et 4. Aprés un calcul bref mais intense,
4% —1 4 — 4k
on doit aboutir & ax = ( et by = T
2ay + by, ag a
4. On en déduit que A% = ak 2ai + by, ag et, comme B = iA, on a BF =
ag ag 2ay, + by

%,CAI“. On peut s’amuser a écrire les coefficients de cette matrice, les 4% disparaissant dans
les formules donnant ay, et by (enfin, il y en a, mais au dénominateur) et on remarque que les

coefficients se rapprochent de plus en plus de ceux de la matrice suivante : M =

QO =Co| 0o =
OOl Lo
COI QO] Lo

Exercice 12

0 -8 24
1. On peut commencer & droite ou & gauche au choix. PT = 4 8 0 et PTQ =
-4 -0 -12
56 64 64
24 16 48 ce qui vaut bien 8A.
—56 —56 —88

1 1 1
2. Le calcul donne PQ = QP = 8I, donc A% = GZPTQPTQ = 6—4PT(8I)TQ = gPTQQ puis

1 1 1 1
A3 = A2 x A = gPTQQ X gPTQ = —PT?*(QP)TQ = §PT3Q. Par récurrence, on obtient

64 N
4k 0 0
1 (
facilement AF = gPTkQ. Or, T étant diagonale, on sait que T = 0 (=1DF 0 |, ce
0 0o 3

qui permet si on le souhaite d’obtenir de belles formules pour les coefficients de A*.

Exercice 13

1. C’est trés simple, mais faisons-le de maniére formelle pour nous échauffer avant la suite. En

n n
fait, on a Tr(A) = > | a;. Ici, il suffit de constater que Z A = A Z Q.
i=1 i=1
n

2. Pas de difficulté non plus, Tr(A + B) = Z(a” + bii) = Z ai; + Z bi; = Tr(A) + Tr(B).
i=1 i=1 i=1

4



n

3. Un peu plus rigolo : Tr(AB) = Z Cii, AVEC Cjj = Z a;jbji, donc T'r(AB) = Z a;jbji. De la

i=1 j=1 1<i,j<n
méme fagon, on a Tr(BA) = g bijaj;. Je vous laisse vous convaincre que les deux sommes
1<i,j<n

sont égales.

4. Si une telle égalité était veérifiée, on aurait Tr(AB — BA) = Tr(l) = n. Mais d’apres les
questions précédentes, Tr(AB — BA) = Tr(AB) — Tr(BA) = 0, ce n’est donc pas possible.

Exercice 14

1 — 4a + 6a? 2a — 3a’ 2a — 3a?
1. Calculons M2 = 2a — 3a? 1 — 4a + 6a? 2a — 3a* . Le réel ap doit donc & la fois
2a — 3a? 2a — 3a? 1 — 4a + 6a?

vérifier 1 — 4ag + 6a(2) =1 - 2ag et 2ag — 3a(2) = ag. La premiére équation a pour solutions 0
et %, et celles de la deuxiéme sont 0 et % également. Il y a donc en fait deux solutions, mais
la deuxiéme est plus intéressante (sinon, on a juste la matrice identité). Dans ce cas, tous les
coefficients de M,, sont égaux a é

2. En posant @ = 1 — 3a, on a effectivement 1’égalité demandée.

3. On a déja vu que P2 = P; on calcule que Q?> = Q, PQ =0 et QP = 0.

4. Ona M? = (P+aQ)? = P2 + aPQ + aQP + o?Q? = P + o?Q. Par une récurrence facile, on
obtient M¥ = P + oFQ.
Exercice 15

En regardant de pres les formules du produit, on se rend compte que le produit F;; x Ej; sera
nul sauf dans le cas ou j = k, auquel cas il vaut F;.



