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Exercice 1

1. 11 s’agit d’une équation différentielle du second ordre a coefficients constants. On commence
donc par résoudre I’équation homogene associée y” + 2y + y = 0, qui a pour équation ca-
ractéristique 22 + 2z + 1 = 0, soit (z + 1)> = 0. Il y a donc une racine double égale &
—1, et les solutions de I’équation homogene sont de la forme y;, : = — (Ax + B)e™*, avec
(A, B) € R2. Pour obtenir une solution particuliére, on va applioquer la superposition au

second membre en ’écrivant sous la forme 5633 - 56*5’3 . On cherche d’abord une solution

particuliere de I'équation y” + 2y’ + y = —e” sous la forme y,(x) = ae” (inutile d’augmenter
le degré du facteur devant I'exponentielle puisque 1 n’est pas racine de I’équation caracté-

1
ristique). On aura alors y, (z) = y,(r) = yp(x) = ae”, donc y, est solution si 4ae” = 561,

1 1
soit a = 3 et donc y,(z) = gex. On cherche maintenant une deuxiéme solution a I’équation

y' 42y +y = —=e ® sous la forme y,,(z) = br?e™® (il faut augmenter le degré de deux

devant 'exponentielle, mais on va plutét « décaler » de deux pour avoir des calculs moins
pénibles). On calcule alors y, () = 2bre™" —bx*e™" puis y)) () = (2b— 2bx — 2bx + bx?)e "
Finalement, en simplifiant toutes les exponentielles qui ne s’annulent jamais, y,, est solution

1 1 1
si 2b— 4bx + bx? + 4bx — 2b2% + ba? = —5 soit b = -7 donc yp,(x) = —ZxQe*x. Finalement,

1 1
nos solutions de I’équation de départ sont de la forme y : z — ge:” + <—Zx2 + Az + B> e ",
avec (A, B) € R2,

2. Partir d’un indice i + 1 dans la deuxiéme somme n’étant pas trés pratique, on a intérét

& écrire notre somme double comme différence de la somme totale de tous les termes du
« rectangle » contenant tous les produits ij, et de la somme des termes n’éppartenant pas

n n n 7 n
a Sy, donc ceux pour lesquels j < i. Autrement dit, .S,, = ZZU — ZZU = Zz X

i=1 j=1 i=1 j=1 i=1
nn+1) Z": Pi+1) _ n*(n+17? lz":ig B lzn:z@ _ 2’(n+1)? n’(n+1)?
2 — 2 4 2 pt 2 pt 4 8
n(n + 11)§2n +1) _ n(n+1)(3n(n+1) — 2(2n + 1)) _ n(n + 1)(32712 —n— 2). Lo facteur
de degré 2 du numérateur a pour discriminant A = 1 + 24 = 25, et pour racines n; =
% = —;, et ng = % = 1. Autrement dit, 3n> —n —2 = (3n +2)(n — 1), et S, =
n(n+1)(n —1)(3n + 2)
24

3. Pour la forme algébrique, on multiplie simplement par le conjugué du dénominateur : z =
(1+iv3)(1—i) 1+iVv3—i+v3 1+v3 V3-1
- — = = +1
(14+4)(1—19) 2 2 2
trés nettement préférable de mettre sous forme exponentielle le numérateur et le dénominateur

. Pour la forme exponentielle, il est



1 3

de la forme initiale de z : |1+iv/3| = /T + 3 = 2, donc 14iy/3 = 2 (5 + z%)

2¢'3 S
—_— = \/562(571) =
V26T
o 1 3
V2¢'1z . En comparant les deux formes obtenues, on obtient directement cos <%) = ;_\/\5/_,
¢ si ( s > V3-1
etsin|—)=——.

12 2v/2

. Constatons déja que le systéme admettra toujours le triplet (0,0,0) comme solution triviale.
Ensuite, on fait un pivot de Gauss, par exemple en commencant par 'opération Lg < 2L3 +
(m — 2) Ly pour obtenir le systéme équivalent :

i| = v/2, donc 14i = V/2¢'1 . Il ne reste plus qu’a faire le quotient : z =

(3—m)x + y + 22 =0
x + (1-m)y =0
(—m? +5m —8)x + my =0

puis 'opération Lo < (m? — 5m + 8)Ly + L3 pour éliminer la variable 2 de I’équation du
milieu. Comme j’ai la flemme de tout recopier, donnons simplement le calcul du coefficient
restant devant y dans cette équation aprés cette derniére opération : il est donc égal & (m? —
5m~+8)(1—m)+m = m?2—5m+8—m3+5m? —8m+m = —(m>—6m?+12m—8) = —(m—2)3.
Si m # 2, cette équation donnera donc y = 0, puis la derniére équation imposera z = 0 (le
coefficient —m? + 5m — 8 ne peut jamais s’annuler, il a un discriminant strictement négatif),
et on conclura & ’aide de la premiére équation que I'unique solution du systéme est la solution
triviale (0,0, 0). Le seul cas particulier a traiter est donc celui pour lequel m = 2, ou I’équation

du milieu « disparait » et nous laisse avec le systéme suivant :

zr + y 4+ 2z =0
-2z + 2y =0

1
qui se résout trivialement : x = y puis z = —5(95 +vy) = —x,donc S = {(z,z,—x) | z € R}

dans ce cas particulier.

" n—1 n+l (n + 1)! (n+ 1)n((n - 1)!)2

n
. Calculons : | [(:2-1) = —1)(i+1) = [ i — (n—1)! _
alculons E(z ) le(z )(i+1) il:[lzxillz (n—1)Ix 5 5
(il existe plein de fagons d’écrire le résultat...).

. Si on utilise les méthodes vues en cours, on va exploiter le fait que 'angle BAC soit un angle

_ 1 _
droit, donc que arg <M> = E[7?]. On va plutét ’écrire sous la forme ?)4_# € iR. On
z

C — ZA 2 —1—Z
ib—1—1 —1+4ib-1 —-3—i(b+1
pose z = a+1ib et on change les signes : Zi;b—?)—i—z' = (a +(Z(§_3)g)j_a(b+1);( i )))

Tout ce qu’on veut, c’est que la partie réelle du numérateur soit nulle, soit (a — 1)(a — 3) +
(b—1)(b+1) =0, donc a® — 4a + 3 + b*> — 1 = 0. On reconnait une équation de cercle, qu’on
met sous la forme (a — 2)? — 4 + b +2 = 0, soit (a — 2)2 + b? = 2. 1l s’agit donc d’un cercle
de centre D(2) et de rayon v/2. On constate que le centre D de notre cercle est le milieu du
segment [BC], et que [BC] est en fait un diamétre de ce cercle (ce qui devrait vous sembler
normal si vous n’avez pas tout oublié de votre géomeétrie de collége). Le graphique demandé :



7. (a)
(b)

8. Pour la premiére question, on pose z = a+ib, et on veut donc que
(a+i(b—2))(a+2—1b)

] D ]
i C
1—ant!
C’est une somme géométrique : f(z) = o
—x

_ D" (1 — 1— n+1 1— N n+1

Par un calcul direct, ona f/(z) = (n+1)a"(1—2) +1-2"" 1-(n+1)2"+ne
(=22 (-
n

Sous forme de somme, on dérive la somme initiale terme a terme : f'(z) = Z kxb=t (le

terme d’indice 0 pouvant étre laissé ou supprimé au choix puisqu’il est nul).

n
En appliquant les calculs de la question précédente pour & = 2, on obtient Z kox 2Pt =
k=0
1— 1)2n 2n+1 "
(nF D22 v (n 1)) = 1+ (n—-1)2", done 3 k2¢ = 24 (n—1)2"+1

(1-2)* k=0
(il y a juste un facteur 2 supplémentaire par rapport a la somme précédente).
n

Appelons donc P, la propriété : Z k2¥ = 2+ (n—1)2""!. La propriété est vraie au rang

k=0
n = 0 puisque la somme est alors nulle et que Iexpression de droite vaut 2 — 2! = 0.
n+1
Supposons-1a vérifiée au rang n pour un entier naturel n quelconque, alors Zka =
k=0

Z E2F + (n+1)2" =24 (n— 12" + (n 4+ 1)27F = 24 202" = 24 n2"F2 ce qui

est exactement la formule a obtenir pour prouver P,;1. On a dond démontré I’hérédité et
achevé notre récurrence.
a+i(b—2)

——————~ soit réel, donc
a+2+1ib

ait une partie imaginaire nulle. Ce sera le cas si le numérateur de

(a+2)2+b2

notre fraction a lui-méme une partie imaginaire nulle, donc si (b — 2)(a +2) — ab = 0 (inutile
de tout développer), soit 2b — 2a — 4 = 0 ou encore b = a + 2, équation d’une gentille droite

dans le plan complexe.

Pour le deuxiéme calcul, il est nettement plus malin de dire que

-2
+2

=1 |z-2i =




9.

10.

|z + 2|2 (tout étant réel et positif, I'élévation au carré ne pose aucun probléme). A partir
de 1a, deux possibilités : soit on connait les rudiments de la géométrie et on reconnait une
médiatrice (égalité de distances), soit on bourrine en posant z = a+ib pour obtenir I’équation
a’+(b—2)? = (a+2)%+b?, qui se simplifie en —4b = 4a, donc b = —a, la encore une équation de
droite (encore plus simple que la précédente). Sur le magnifique dessin ci-dessous, la premiére
droite est représentée en bleu et la deuxiéme en rouge.

On reconnait une équation différentielle du second ordre a coefficients constants. L’équation

caractéristique associée 22 — 3z 4+ 2 = 0 a pour racines évidentes 1 et 2, donc les solutions

de I’équation homogéne sont de la forme y, : = +— Ae** + Be®, avec (A, B) € R2%. Pour

trouver une solution particuliére, on va d’abord en chercher une (complexe) a ’équation

y" — 3y’ + 2y = €, sous la forme y.(z) = ae®®*. Comme y.(z) = iae™® et y(x) = —ae'®, notre

fonction est solution si (—a — 3ia + 2a)e’® = €, donc si a = T _131, = ! 1—032. Autrement dit,
14 3¢

Ye(x) = 10 (cos(z)+isin(z)). Comme cos(z) et sin(x) sont respectivement les parties réelle

et imaginaire de €™, on trouve une solution particuliére de 1'équation y” — 3y’ + 2y = cos(x)

en calculant Re(y.(z)) = 10 cos(x) — 10 sin(z), et une solution particuliére de I’équation y" —

1 3
3y' + 2y = sin(x) en calculant Im(y.(z)) = 10 sin(x) + 1 cos(z). Finalement, en appliquant

1
le principe de superposition, la fonction y, : © — R cos(z) — R sin(z) est solution de I’équation
2 1
de départ, dont toutes les solutions sont de la forme y : & — Ae?* + Be® + £ cos(x) — R sin(z),
avec (A, B) € R2,
On va commencer par effectuer une décomposition en éléments simples. Le dénominateur se
factorisant trivialement sous la forme k3 — k = k(k + 1)(k — 1), il existe trois réels a, b et c

2k —1 b

pour lesquels R A i 7 + z + k—j—l On utilise les astuces habituelles (multiplication
. . . . 1

par le dénominateur puis évaluation en 1, 0 et —1) pour obtenir a = 3 b=1letc= —5 il



est temps de calculer notre somme (qu’on va appeler Sn pour simplifier la rédaction) a coups
n

. 1 3 1 1=
de décalages d’indice et de télescopage : S, = Z - 1 T3 kz PR 2

—2 1
"1 3"*11_1+1+”11+1+7L211+1 3”11 3 3 5 1 3
E 24~k 2 4 ) k n 2 <k 20 2(n+1) T4 2n 2n+)
k=2 k=3 k=3 k=3
2k—1 5 1 3
Démontrons donc par récurrence la propriété P, Z =1 m Au rang
) . . 4 —1 1 . .
n = 2, la somme se résume & son premier terme 53 = 3 et I'expression de droite est
1 1 1
égale a 1 1 33 donc P» est vraie. Supposons la formule vérifiée & un certain rang

TR2k—1 2%-1 2m+1)—1

n > 2, alors Z pEp— 2 g + 12—t 1) Or, en exploitant la décomposition

k=2
212 . , 2(n -+ 1) —
en éléments simples effectuée plus haut pour la valeur k = n + 1, on a 5 =
n+1)2—-(n+1)
1 1 3 5 1 3 1 1 3

dont on déduit que Sy 11 = ———————F— - -
ont on dedult que Opn+1 4 on 2(n+1)+2n+n+1 2(n+2)

, soit exactement la propriété P,y 1, ce qui achéve de prouver 'hérédité

M nil 2nt2)
§ 1 3
4 2(n+1) 2(n+1)
de notre récurrence.

Probléme

1
1. Commengons par constater que z = €™ = —1, donc Sy = Z:(—l)k2 =D+ (-)=1-
k=0
1 = 0. Ensuite, 23 = ei%ﬂ, donc S3 = 20+ 23 +25 = 1425 (puisque 2§ = e = % = 23).

. 1 3
Ecrivons-le plutoét sous forme algébrique : S3 = 1 + 2 <—§ +2§> = i1/3. Enfin, on a

Z4 =€ i = i,donc Sy =i +il +i*+i® =1+4+i+1+4¢ =2+ 2i. Le calcul des modules ne
pose aucun probléme : |Sy| = 0, |S3] = V/3 et |S4] = 2v/2.
2. Le nombre z, est par définition un nombre de module 1, donc z,’f
n—1
pliquer l'inégalité triangulaire généralisée pour obtenir |S,| < Z ]zﬁQ\ < Z 1=n.
k= O
3. (a) Par définition, z5 = eAQ?ﬁ et S5 = 20+ 2+ 23 4224236 = 1+¢f T els +e el . Or,

- 81 : 27 27r 27r - 27 - 27 - 327
ez?:ez(%r—?):e i el — him— i —¢ -5 ot 55 :6(67T+

om o 2
Ss=1+2 (e’% + e_l%> =1+ 4cos <§> en exploitant les formules d’Euler.

aussi. 11 suffit alors d’ap-

5) = ¢l x . Finalement,

(b) La démonstration a été faite dans le cas général en cours (somme des racines n-émes de

— 22
I'unité) Zz 5 Or, 2 =é i3 = =1, donc la somme géométrique est bien nulle.

11 suffit de prendre sa partle réelle pour obtenir la deuxiéme égalité demandée.

6 4 4
(c¢) Encore une question tres difficile : cos <§> = cos <Tﬂ> = cos <§>, et de méme

8 2
coS <—7T> = cos <§>, d’on ’égalité demandée.

5
(d) Oui, il y avait une « vraie » question de trigo dans ce sujet sur les complexes et les sommes,
. . . . .. 4 2
puisqu’il fallait connaitre les formules de duplication : cos + ) = cos | 2 x =) =

5



2 27 2 2
2 cos? <§> — 1, donc 1 4 2cos < 5 ) + 2 <2C082 <§> — 1) = 0, soit 4 cos? <g> +

2 cos 2% —1 = 0. Notre cosinus est donc solution de I'équation 422 + 2z — 1 = 0. Cette
équation a pour discriminant A =4 + 16 = 20, et admet pour racines z; = _Q_Tm =
_1%\/5 et xg = _1%\/5 La valeur x1 qui est trivialement négative n’est pas crédible
pour un cosinus d’angle compris entre 0 et g, donc cos <2§> = \/54_ 1.

5—1 .
V5 = /5. Evidemment,

2w
On a vu plus haut que S5 = 144 cos < 3 ) donc Sy = 1+4 %

4
on a donc |Ss| = /5.
On constate aisément que z; = 1, donc également z'* = 22! = 228 = 23 = 1. On en
déduit que S7:29+z%+z$+z?+z + 23 + 238 = 1+z7+z7+z7+z7+z7+27 =
1+2(z7—|—z7+z7) De plus =€ iz :eimTﬂ = 28, De méme, z? = e7iF = 7 =23

8 16

et 27 =e'7 =¢e'7 = z7, donc découle la deuxiéme équation.

Un calcul trés subtile donne S7 x S7 = 1+ 227 + 2,27 + 2,27 + 2,27 + 4,2:‘71 + 4,2? + 4+ 22? +

42@3 + 4+ 4z$ + 22’$3 + 44+ 4z; + 42%5 (on a simplifié les z; a chaque fois qu’on a pu pour
6

diminuer les puissances), soit 13 + 627 + 622 + 623 + 623 + 622 + 628 =7+ 6 Z & La
k=0
somme géométrique de droite étant nulle (méme calcul qu’a la question 3.b), on obtient

finalement S; x S; = 7, soit |S7|2 = 7, donc |S7| = V/7.

n—1 n—1
C’est a nouveau un calcul de somme géométrique assez basique : g 2k = E (z)k. Or,
k=0 k=0

: 2i5m

2 =eTn est égal a 1 si j est un multiple de n. Dans cas, on additionne simplement n
termes tous égaux a 1, ce qui donne bien une somme égale & n. Dans le cas ot n n’est
pas multiple de j, la raison est différente de 1, on peut appliquer la formule du cours :

n—1 j i
1—2z 1 —e2ur

> () = S g

=0 1—2zn Zn
Les seuls termes qui ne sont pas communs & ces deux sommes sont le dernier terme de la
l+n l4+n—1
. . .\ _okitk? —okjtk?
premiére somme, et le premier de la deuxiéme somme, donc E 2z, Zhj+k”_ E Z, ZRjHkT —
k=141 k=l

_ ; 2 _ 915172 _ 975172 _ : 2 . .
20 ) =2 2GS (=204 2ndn ) — () puisque tout puissance de z,

multiple de n est égale a 1.

l+n—1
. —_ y 2 . 2 z
Si on pose u; = E z,, Zkj+k , la question précédente prouve exactement que u;11 =

k=l
pour tout entier relatif [. Autrement dit, la suite (u;) est constante (oui, c’est une suite

un peu bizarre puisque ses indices ont le droit d’étre négatifs, mais ¢a ne change rien au
raisonnement ici). On a donc u; = ug pour tout entier I, ce qui revient exactement a dire

l+n—1 n—1
YRR oL 1.2
que § : Zn2k:]+k — § :Zn2k]+k: ]
k=l k=0

On écrit simplement |S, |2 = S,, x S,,, avec par définition S,, = Z sz (les noms d’indices

sont modifiés uniquement pour rendre la suite du calcul plus lisible), et S, Zz i



(en effet, 222 est toujours un nombre complexe de module 1, dont le conjugué est égal

n—1n—1
. 2_j2 . .
a linverse), donc |S,|* = E E 277", On pose alors k = [ + j pour obtenir |S,|> =
1=0 j=0
n—1j+n—1 n—1j+n—1

Z Z zgkfj)LjQ = Z Z Zy 2kj K Lo resultat de la question précédente permet

i=0 k=j J=0 k=j

alors de modifier les indices de la somme intérieure pour conclure & 1’égalité demandée.
n—1 n—1

On reprend la formule précédente en échangeant les sommes : | S, | = Z z,lf Z 2,2 On
k=0  j=0

a vu plus haut que la somme intérieure de cette double somme était nulle lorsque 2k n’est

pas un multiple de n (attention, les roles de j et k sont inversés par rapport au calcul

précédent), et égale & n sinon. Or, si n est un entier impair et k € {0,...,n— 1}, 2k < 2n

ne sera jamais un multiple de n (2k qui est pair ne peut pas étre égal & n qui est impair),
n—1

sauf évidemment quand & = 0. On en déduit que |S,|?> = 20 x Z 20 = n, donc |S,| = /n.
=0

Lorsque n est pair, il y a une deuxiéme valeur de k pour laquelle la somme intérieure n’est

. n . C .
pas nulle, qui est £ = 5 Pour les deux valeurs de k intéressantes, la somme intérieure

ny2 ny2 -
vaut n, donc |S,|? = 20 x n+ z,(f) xn. Or, 27(12) = e'2 , avec n pair. Si n est un multiple
de 4, cette exponentielle est égale a 1, et |S,|?> = 2n, donc |S,| = v/2n. Mais si n est
un entier pair mais non multiple de 4, alors e'’2 = —1, et les deux termes restants de la

somme s’annulent. Dans ce cas, |S,| = 0. Ces résultats sont bien entendu cohérents avec
les quelques valeurs calculées en début de probléme.



