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Exer
i
e 1 (5 points)

1. Cette équation du se
ond degré a pour dis
riminant ∆ = 4 − 8 = −4 et admet don
 deux

ra
ines 
omplexes z1 =
2 + 2i

2
= 1 + i et z2 =

2− 2i

2
= 1− i.

2. Voi
i la �gure demandée :
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3. (a) Si N est symétrique de M par rapport à L, alors
−−→
ML =

−−→
LN . En termes d'a�xes 
om-

ple
xes, on a don
 zL−zM = zN −zL, don
 zN = 2zL−zM = 2−2i+ i
√
3 = 2+ i(

√
3−2).

(b) Une rotation d'angle

π

2
autour de l'origine multiplie simplement les a�xes par i, don


zA = izM =
√
3 et zC = izN = 2−

√
3 + 2i.

(
) 
'est en
ore plus simple, on ajoute juste 2i aux a�xes : zD = zM + 2i = i(2 −
√
3) et

zB = zN + 2i = 2 + i
√
3

4. (a) Cal
ulons

zD + zB

2
=

2i− i
√
3 + 2 + i

√
3

2
= 1 + i = zK , 
e qui prouve que K est bien le

milieu de [BD]. De même,

zA + zC

2
=

√
3 + 2−

√
3 + 2i

2
= 1 + i = zK , don
 K est aussi

le milieu de [AC].

(b) Cal
ulons brutalement :

zC − zK

zB − zK
=

1−
√
3 + i

1 + i(
√
3− 1)

=
1−

√
3 + i

i(−i+
√
3− 1)

= −1

i
= i.

(
) La question 4a montre que les diagonales du quadrilatère se 
oupent en leur milieu, don


que ABCD est un parallélogramme. De plus, l'égalité démontrée à la question pré
édente

montre que zC−zK = i(zB−zK). On peut en déduire deux 
hoses : |zC −zK | = |zB−zK |,
don
 CK = BK, 
e qui prouve que les diagonales de notre paraléllogramme sont de même

longueur, et don
 que ABCD est en fait un re
tangle. En�n, on peut aussi remarquer que

les droites (CK) et (BK) sont perpendi
ulaires (puisque le ve
teur
−−→
CK a une a�xe égale

à i fois 
elle du ve
teur

−−→
BK). Un re
tangle dont les diagonales sont perpendi
ulaires est

en fait un 
arré (
'est 
ohérent ave
 la �gure).

Exer
i
e 2 (5 points)

1. (a) La fon
tion f est bien dé�nie et dérivable sur l'intervalle [0, 1] puisque l'expression à

l'intérieur du ln y est toujours stri
tement positive. De plus, f ′(x) =
1 + 2x

2
√
1+x2

x+
√
1 + x2

=
√
1 + x2 + x√

1 + x2(x+
√
1 + x2)

=
1√

1 + x2
. On en déduit dire
tement que u0 =

∫

1

0

1√
1 + x2

dx =

[f(x)]10 = ln(1 +
√
2)− ln(1) = ln(1 +

√
2).

(b) Cette intégrale-
i se 
al
ule dire
tement (si on a été attentif au détail du 
al
ul de dérivée

e�e
tué juste avant, on doit s'en rendre 
ompte rapidement) : u1 =

∫

1

0

x√
1 + x2

dx =

[
√

1 + x2]10 =
√
2− 1.

2. (a) Si x ∈ [0, 1], on a, quel que soit l'entier naturel n, xn+1 6 xn, don

xn+1

√
1 + x2

6
xn√
1 + x2

.

Cette inégalité étant valable sur tout l'intervalle [0, 1], on peut l'intégrer entre 0 et 1 pour

obtenir

∫

1

0

xn+1

√
1 + x2

dx 6

∫

1

0

xn√
1 + x2

dx, 
'est-à-dire un+1 6 un. La suite (un) est don


dé
roissante. Comme elle est par ailleurs minorée par 0 (l'intégrale d'une fon
tion posi-

tive sur [0, 1] est né
essairement positive), le théorème de 
onvergen
e monotone permet

d'a�rmer que (un) 
onverge.

(b) L'en
adrement est assez évident : la fon
tion 
arré est 
roissante sur [0, 1], don
, si 0 6

x 6 1, alors 0 6 x2 6 1 également, puis 1 6 1 + x2 6 2. La fon
tion ra
ine 
ar-

rée étant elle-même 
roissante, on en déduit l'en
adrement 1 6
√
1 + x2 6

√
2, qui est

même nettement meilleur que 
elui demandé dans l'énon
é ! En reprenant l'en
adrement

de l'énon
é, on peut en tout 
as a�rmer que, sur l'intervalle [0, 1],
xn

2
6

xn√
1 + x2

6 xn

(on passe l'en
adrement pré
édent à l'inverse, 
e qui 
hange le sens des inégalités, avant
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de multiplier par la quantité positive xn). On peut intégrer 
es inégalités pour en déduire

que

1

2

∫

1

0

xn dx 6 un 6

∫

1

0

xn dx. Or, on sait très bien 
al
uler l'intégrale de droite :

∫

1

0

xn dx =

[

xn+1

n+ 1

]1

0

=
1

n+ 1
. On obtient alors l'en
adrement suivant :

1

2(n + 1)
6

un 6
1

n+ 1
. Les deux expressions en
adrant un ayant une limite nulle, le théorème des

gendarmes permet d'a�rmer que lim
n→+∞

un = 0.

3. (a) Cal
ulons don
 un−2 + un en mettant tout sous une même intégrale : un + un−2 =
∫

1

0

xn√
1 + x2

+
xn−2

√
1 + x2

dx =

∫

1

0

xn−2(x2 + 1)√
1 + x2

dx =

∫

1

0

xn−2
√

1 + x2 dx = In.

Pour la deuxième relation, on e�e
tue l'IPP de In en posant u(x) =
√
1 + x2, don


u′(x) =
x√

1 + x2
(
al
ul déjà e�e
tué une ou deux fois dans 
et exer
i
e) et v′(x) = xn−2

,

dont une primitive est donnée par v(x) =
xn−1

n− 1
. On obtient In =

[

xn−1

n− 1

√
1 + x2

]1

0

−
∫

1

0

xn

(n− 1)
√
1 + x2

dx =

√
2

n− 1
− un

n− 1
. Autrement dit, en exploitant la première relation

démontrée, un + un−2 =

√
2− un

n− 1
, don
 (n − 1)un + (n − 1)un−2 =

√
2 − un, ou en
ore

nun + (n− 1)un−2 =
√
2, soit exa
tement la relation souhaitée.

(b) On a prouvé plus haut que la suite (un) était dé
roissante, don
 un 6 un−2, et nun +
(n − 1)un−2 > nun + (n − 1)un = (2n − 1)un. Combiné ave
 le résultat de la question

pré
édente, 
ela donne la majoration (2n− 1)un 6
√
2.

(
) On peut é
rire la majoration pré
édente sous la forme 2nun 6
√
2 + un, ave
 lim

n→+∞

√
2 +

un =
√
2 puisqu'on a déjà prouvé que la suite (un) avait une limite nulle. Or, on peut

obtenir une inégalité semblable dans l'autre sens par la même méthode : quitte à dé
aler

les indi
es de la relation de la question 3.a, on a (n + 2)un+2 + (n + 1)un =
√
2, ave


(n + 2)un+2 + (n + 1)un 6 (n + 2)un + (n + 1)un = (2n + 3)un. On en déduit que

(2n + 3)un >
√
2, et don
 que 2nun >

√
2 − 3un, ave
 à nouveau un membre de droite

dont la limite est égale à

√
2. Il ne reste plus qu'à appliquer le théorème des gendarmes

pour en déduire que lim
n→+∞

2nun =
√
2, et don
 que lim

n→+∞
nun =

√
2

2
=

1√
2
.

Problème (11 points)

I. Étude générale des fon
tions fn.

1. (a) Il su�t de 
al
uler la limite de nos fon
tions en 0 (et même en 0+ puisqu'elles ne sont pas

dé�nies à gau
he de 0). Par 
roissan
e 
omparée, on a lim
x→0

xn ln(x) = 0 dès que n > 1.

Comme lim
x→0

xn = 0, une simple somme de limites assure que lim
x→0

fn(x) = 0, 
e qui prouve

la 
ontinuité de fn en 0 puisque l'énon
é impose la valeur fn(0) = 0. Bien entendu,

f0(x) = 1− ln(x) don
 lim
x→0

f0(x) = +∞. La fon
tion f0 n'est don
 pas 
ontinue en 0.

(b) Puisque fn(0) = 0, le taux d'a

roissement de la fon
tion fn en 0 a pour expression

fn(x)

x
= xn−1(1−ln(x)) = fn−1(x). Les 
al
uls e�e
tués à la question pré
édente prouvent

don
 que f1 n'est pas dérivable en 0 (son taux d'a

roissement f0 y a une limite in�nie, il

y aura une tangente verti
ale), alors que toutes les fon
tions fn pour n > 2 sont bien déri-

vables, et ont même une dérivée nulle en 0 (leur 
ourbe aura don
 une tangente horizontale

à l'origine).

3



(
) Au
une forme indéterminée i
i, on obtient dire
tement lim
n→+∞

fn(x) = −∞ par produit de

limites.

2. (a) Cal
ulons fnn+ 1(x) − fn(x) = xn+1(1 − ln(x)) − xn(1 − ln(x)) = xn(x − 1)(1 − ln(x)).
Sur [0,+∞[, le fa
teur xn sera toujours positif (et s'annulera en 0), le fa
teur x − 1 est

positif quand x > 1, et le fa
teur 1− ln(x) est positif quand x 6 e. On en déduit que notre

expression est négative quand x ∈]0, 1[ et quand x ∈]e,+∞[, et positive quand x ∈]1, e[.
(b) La 
ourbe (Cn) est au-dessus de (Cn+1) sur les intervalles ]0, 1[ et ]e,+∞[, et 
'est le


ontraire sur ]1, e[. Toutes nos 
ourbes se 
oupent à l'origine, au point de 
oordonnée

(1, 1) (on 
al
ule fa
ilement fn(1) = 1) et au point de 
oordonnées (e, 0).

3. (a) Traitons à part le 
as de la fon
tion f0, qui est dé
roissante de façon évidente (puisque

la fon
tion ln est 
roissante). Pour n > 1, la fon
tion fn est dérivable sur ]0,+∞[, et

f ′
n(x) = nxn−1(1− ln(x))−xn × 1

x
= xn−1(n−n ln(x)− 1). Le fa
teur xn−1

étant positif,


ette dérivée est du signe de n − 1 − n ln(x). Cette expression s'annule lorsque ln(x) =
n− 1

n
= 1 − 1

n
, don
 pour x = e1−

1

n
. Notre dérivée est postive avant son annulation et

négative après, don
 fn est 
roissante sur ]0, e1−
1

n ], puis dé
roissante sur [e1−
1

n ,+∞[. Elle

admet un maximum en x = e1−
1

n
, de valeur fn(e

1− 1

n ) = (e1−
1

n )n ×
(

1− 1 +
1

n

)

=
en−1

n
.

On peut résumer 
es 
al
uls ainsi (toujours pour n > 1) :

x 0 e1−
1

n e +∞

fn 0

✟✯
✟

✟

en−1

n ❍
❍
❍❥0

❍
❍
❍❥−∞

(b) On sait déjà que fn(1) = 1 et fn(e) = 0. On 
al
ule f ′
n(1) = 1× (n−1) = n−1 et f ′

n(e) =
en−1×(n−n−1) = −en−1

. La tangente en 1 a don
 pour équation y = (n−1)(x−1)+1 =
(n− 1)x+ 2− n, et la tangente en e a pour équation y = −en−1(x− e) = −en−1x+ en.

(
) Quelques valeurs appro
hées utiles pour le tra
é de 
ourbes : le maximum de f1 est atteint

en e0 = 1, et don
 de valeur 1, la maximum de f2 est atteint en e
1

2 =
√
e ≃ 1.6, de

valeur

e

2
≃ 1.35. Les tangentes aux deux 
ourbes en 1 ont pour équations y = 1 (tangente

horizontale, normale pour le maximum) et y = x ; les tangentes en e ont pour équation

y = −x+ e et y = −ex+ e2. On obtient les allures suivantes ((C1) en bleu, (C2) en rouge,

la troisième 
ourbe représentée i
i en vert est (C4)).
4. (a) La droite passant par M et parallèle à l'axe des abs
isses est horizontale, elle 
oupe don
 la

droite verti
ale d'équation x = 1 au point de 
oordonnées (1, fn(a)) = (1, an(1−ln(a))). La
droite (OM ′), elle, passe par le point M ′(a, an+1(1− ln(a)). Comme elle passe également

par l'origine, elle a simplement une équation de la forme y = cx, ave
 x =
yM ′

xM ′

=

an(1− ln(a)). En parti
ulier, pour x = 1, y = an(1− ln(a)), elle 
oupe don
 bien les deux

autres droites au même point.
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(b) Il su�t de tra
er la droite horizontale passant par M , puis de noter son interse
tion ave


la droite verti
ale d'équation x = 1. On tra
e ensuite la droite reliant l'origine à 
e point

d'interse
tion, et 
ette troisième droite va 
ouper la verti
ale d'quation x = a (et don
 la


ourbe (Cn+1)) en M ′
. Les traits de 
onstru
tion sont indiqués en pointillés marron pour

les points d'abs
isse 2 de (C1) et (C2) mais 
e n'est pas extrêmement lisible.

II. Étude d'une suite d'intégrales.

1. On a déjà vu lors de la première partie que, sur l'intervalle [1, e], fn(x) 6 fn+1(x). Il su�t

d'intégrer 
ette inégalité pour en déduire que In 6 In+1, et don
 que la suite (In) est 
roissante.

2. E�e
tuons don
 une IPP sur In en posant u(x) = 1− ln(x), don
 u′(x =) = −1

x
, et v′(x) = xn

dont une primitive est donnée par v(x) =
xn+1

n+ 1
. On obtient In =

[

xn+1(1− ln(x)

n+ 1

]e

1

+

∫

e

1

xn

n+ 1
dx = − 1

n+ 1
+

1

n+ 1

[

xn+1

n+ 1

]e

1

= − 1

n+ 1
+

en+1 − 1

(n + 1)2
=

en+1 − n− 2

(n+ 1)2
. Par 
rois-

san
e 
omparée, lim
n→+∞

en+1

(n+ 1)2
= +∞, 
e qui su�t à assurer que lim

n→+∞
In = +∞ (tout le

reste de la fra
tion tend vers 0).

III. Étude des solutions des équations fn(x) = 1.

1. On a 
al
ulé xn plus haut, il est égal à e1−
1

n
. Quel que soit l'entier n > 2, 0 <

1

n
6

1

2
, don


1

2
6 1− 1

n
< 1. La fon
tion exponentielle étant 
roissante, on en déduit que

√
e 6 xn < e, 
e
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qui su�t à prouver que xn ∈ [1, e]. De plus, lim
n→+∞

1− 1

n
= 1, don
 lim

n→+∞
xn = e.

2. Sur 
et intervalle, la fon
tion fn est 
ontinue et stri
tement dé
roissante. Comme fn(xn) >
fn(1) = 1 (puisque la valeur en xn 
onstitue le maximum de la fon
tion fn) et fn(e) = 0,
la fon
tion fn e�e
tue don
 une bije
tion de l'intervalle [xn, e[ vers l'intervalle ]0, fn(xn)] qui

ontient la valeur 1. En parti
ulier, l'équation fn(x) = 1 admet bien une unique solution sur

l'intervalle [xn, e[.

3. Par dé�nition, fn(αn) = αn
n(1− ln(αn)) = 1. Or, fn+1(αn) = αn+1

n (1− ln(αn)) = αn×fn(αn),
don
 fn+1(αn) = αn > 1 puisque αn > xn > 1. On en déduit don
 que fn+1(αn) > fn+1(αn+1)
(qui vaut 1 par dé�nition de la suite (αn)). Comme la fon
tion fn+1 est dé
roissante sur

l'intervalle [αn+1, e], on en déduit que αn < αn+1, et don
 que la suite (αn) est bien 
roissante.

4. Le fait que la suite soit 
roissante ne sert absolument à rien i
i : xn 6 αn 6 e et lim
n→+∞

xn = e,

don
 le théorème des gendarmes assure que lim
n→+∞

αn = e.
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