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Exer
i
e 1

1. Les petites valeurs de n sont à isoler : pour n = 0, on a bien sûr X0 = 0 (on n'a pas en
ore

e�e
tué d'é
hanges, on est don
 dans la situation initiale), don
 X0(Ω) = {0}. De même,

après un é
hange, on sait ave
 
ertitude qu'il y aura une boule verte dans l'urne U1 (on a

for
ément é
hangé une boule bleue ave
 une verte) don
 X1(Ω) = {1} et X1 = 1. Ensuite,
on peut augmenter ou diminuer le nombre de boules vertes d'une unité (sans dépasser 0 ou 3
bien sûr) à 
haque é
hange, ou le laisser �xe si on é
hange deux boules de la même 
ouleur.

On aura don
 X2(Ω) = {0, 1, 2} et ∀n > 3, Xn(Ω) = {0, 1, 2, 3}.
2. On l'a déjà dit, la variable X1 est 
onstante égale à 1. Pour X2, les probabilités des trois

valeurs possibles se 
al
ulent dire
tement à partir de la situation 
onnue après le premier

é
hange :

• on aura X2 = 0 seulement si on pio
he la seule boule verte de l'urne U1 pour l'é
hanger

ave
 la seule boule bleue de l'urne U2, don
 ave
 une probabilité
1

3
× 1

3
=

1

9
• on aura X2 = 1 si on é
hange deux boules de la même 
ouleur, soit la boule verte de U1

ave
 une des deux vertes de U2, soit une des deux bleues de U1 ave
 la bleue de U2, don


ave
 probabilité

1

3
× 2

3
+

2

3
× 1

3
=

4

9
.

• on aura X2 = 2 si on é
hange une des deux boules bleues de U1 ave
 une des deux boules

vertes de U2, don
 ave
 probabilité
2

3
× 2

3
=

4

9

Résumons la loi de X2 dans un joli tableau :

k 0 1 2

P(X2 = k) 1
9

4
9

4
9

On 
al
ule bien sûr aisément E(X2) =
4 + 8

9
=

4

3
, puis E(X2

2 ) =
4 + 16

9
=

20

9
, 
e qui permet

via la formule de König-Huygens d'obtenir V(X2) = E(X2)
2 − E(X2)

2 =
20

9
− 16

9
=

4

9
.

Ce n'était pas demandé, mais on 
onstate que l'é
art-type est pour une fois sympathique :

σ(X2) =
2

3
.

Il est temps de passer à X3, où le 
al
ul des probabilités est nettement plus pénible :

• on aura X3 = 0 si X2 = 1 et qu'on é
hange la boule verte de U1 ave
 la bleue U2, don


ave
 une probabilité

4

9
× 1

3
× 1

3
=

4

81
(il faut bien sûr tenir 
ompte de la probabilité d'avoir

X2 = 1 avant d'e�e
tuer les tirages).

• on aura X3 = 3 seulement si X2 = 2 et qu'on é
hange la seule boule bleue de U1 ave
 la

seule verte de U2, 
e qui donne à nouveau une probabilité

4

81
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• on aura X3 = 1 à 
haque fois que X2 = 0, ave
 probabilité

1

9
, mais aussi quand X2 = 1

et qu'on é
hange deux boules de même 
ouleur, soit une probabilité de

4

9
× 49 =

16

81
, et

en�n quand X2 = 2 et qu'on é
hange une des deux vertes de U1 ave
 une des deux bleues

de U2, don
 ave
 une probabilité de
4

9
× 49 =

16

81
. Au total, on obtient une probabilité de

9 + 16 + 16

81
=

41

81
.

• en�n, on peut se 
ontenter d'une soustra
tion pour X3 = 2 : 1− 4

81
− 4

81
− 41

81
=

32

81
. On

peut bien sûr retrouver 
ette valeur dire
tement, en distinguant 
ette fois-
i deux 
as, qui

ont 
ha
un pour probabilité

16

81
.

Résumons la loi de X3 dans un joli tableau :

k 0 1 2 3

P(X3 = k) 4
81

41
81

32
81

4
81

On a
hève 
ette longue question ave
 un peu de 
al
ul : E(X3) =
41 + 64 + 12

81
=

117

81
=

13

9
,

puis E(X2
3 ) =

41 + 128 + 36

81
=

205

81
, et un 
oup de König-Huygens pour terminer : V(X3) =

205

81
− 169

81
=

36

81
=

4

9
. Ah ben tiens, on a en
ore une fois σ(X3) =

2

3
.

3. Le raisonnement a déjà été détaillé en question 2, PXn=1(Xn+1 = 2) =
4

9
. La question 2 permet

d'ailleurs aussi d'a�rmer que PXn=1(Xn+1 = 1) =
4

9
, et PXn=1(Xn+1 = 0) =

1

9
. On 
al
ule

de même PXn=2(Xn+1 = 1) =
4

9
, PXn=2(Xn+1 = 2) =

4

9
et PXn=2(Xn+1 = 3) =

1

9
. En�n,

PXn=0(Xn+1 = 1) = 1, et PXn=3(Xn+1 = 2) = 1. Les autres probabilités 
onditionnelles sont
nulles.

4. Il s'agit en fait d'appliquer la formule des probabilités totales au système 
omplet 
onstitué par

les quatre évènements dont les probabilités forment le ve
teur Cn pour obtenir des relations

de ré
urren
e. Par exemple, PXn+1=1 = PXn=0(Xn+1 = 1) × P(Xn = 0) + PXn=1(Xn+1 =

1)×P(Xn = 1)+PXn=2(Xn+1 = 1)×P(Xn = 2) = P(Xn = 0)+
4

9
P(Xn = 1)+

4

9
P(Xn = 2). De

même pour les autres probabilité, 
e qu'on peut e�e
tivement résumer par l'égalité matri
ielle

demandée, ave
 A =









0 1
9 0 0

1 4
9

4
9 0

0 4
9

4
9 1

0 0 1
9 0









.

5. C'est une ré
urren
e débile : C0 = I4 ×C0 = A0C0, et si on suppose la formule vraie au rang

n, alors Cn+1 = ACn = A×AnC0 = An+1C0. On 
onnaît la situation initiale : C0 =









1
0
0
0









.

6. Cal
ul brutal en exploitant les relations de ré
urren
e et une petite astu
e : E(Xn+1) =

P(Xn+1 = 1) + 2P(Xn+1 = 2) + 3P(Xn = 3) = P(Xn = 0) +
4

9
P(Xn = 1) +

4

9
P(Xn =

2) +
8

9
P(Xn = 1) +

8

9
P(Xn = 2) + 2P(Xn = 3) +

1

3
P(Xn = 2) = P(Xn = 0) +

4

3
P(Xn =

1) +
5

3
P(Xn = 2) + 2P(Xn = 3) = P(Xn = 0) + P(Xn = 1) + P(Xn = 2) + P(Xn =

3) +
1

3
(P(Xn = 1) + 2P(Xn = 2) + 3P(Xn = 3)) = 1 +

1

3
E(Xn). La suite (E(Xn)) est don


arithémti
o-géométrique. Son équation de point �xe x =
1

3
x + 1 a pour solution x =

3

2
,

2



on pose don
 un = E(Xn) −
3

2
et on véri�e que (un) est une suite géométrique : un+1 =

E(Xn+1)−
3

2
= 1 +

1

3
E(Xn)−

3

2
=

1

3
E(Xn)−

1

2
=

1

3
un. Comme u0 = −3

2
, on en déduit que

un = −3

2
× 1

3n
, puis E(Xn) = un +

3

2
=

3

2
×

(

1− 1

3n

)

.

7. La limite demandée vaut de façon évidente

3

2
. Cela signi�e qu'après un grand nombre de

tirages on tend à une situation d'équilibre entre les deux urnes, ave
 en moyenne

3

2
boules

vertes dans 
haque urne (et la même 
hose pour les boules bleues bien entendu).

Exer
i
e 2

I. Étude d'une fon
tion.

1. La fon
tion f est évidemment dérivable sur R, et f ′(x) = 3e−x2 − 6x2e−x2

= 3(1− 2x2)e−x2

.

Cette dérivée s'annule lorsque x2 =
1

2
, don
 en ± 1√

2
, et sera positive entre 
es deux ra
ines.

Cal
ulons les valeurs des extrema 
orrespondants : f

(

− 1√
2

)

= − 3√
2
e−

1

2 −1 = − 3√
2e

−1 ≃

−2×0.6−1 ≃ −2.2 en utilisant les valeurs données par l'énon
é. De même, f

(

1√
2

)

=
3√
2e

−

1 ≃ 0.2. Une 
roissan
e 
omparée 
lassique donne lim
x→±∞

xe−x2

= 0, don
 lim
x→±∞

f(x) = −1.

On peut don
 dresser le tableau de variations suivant :

x −∞ − 1√
2

1√
e

+∞

f −1
❍❍❍❥− 3√

2e
− 1

�✒
�

�

3√
2e

− 1
❍❍❍❥ −1

2. Cal
ulons don
 (f ′
est bien entendu dérivable) : f ′′(x) = −6xe−x2 − 12xe−x2

+ 12x3e−x2

=

6x(2x2 − 3)e−x2

. Cette dérivée se
onde s'annule don
 pour x = 0, et lorsque x2 =
3

2
, don


pour x = ±
√

3

2
. En parti
ulier, le point d'abs
isse 0 sera un point d'in�exion de Cf (la dérivée

se
onde y 
hange de signe).

3. En 
omposant le DL 
lassique de l'exponentielle par −x2 qui tend vers 0, on a e−x2

=

1− x2 +
1

2
x4 + o(x4), don
 f(x) = −1+ 3x− 3x3 + o(x3). En parti
ulier, la tangente à Cf en

0 a pour équation y = 3x − 1, et 
omme f(x)− (3x − 1) ∼ −3x3, la 
ourbe sera en-dessous

de sa tangente à droite de 0, et au-dessus à gau
he de 0, 
e qui 
on�rme qu'on a un point

d'in�exion en 0.

4. Voi
i une belle allure de 
ourbe :

3



0 1 2 3−1−2−3

0

1

−1

−2

−3

II. Une équation di�érentielle.

1. L'équation (Hn) est une équation linéaire du premier ordre, qu'on peut normaliser sous la

forme y′− n− 2x2

x
y = 0. Il faut e�e
tivement résoudre séparément sur ]0,+∞[ et sur ]−∞, 0[.

Sur ]0,+∞[, la fon
tion x 7→ n− 2x2

x
admet pour primitive x 7→ n ln(x)−x2, don
 les solutions

de (Hn) sur 
et intervalle sont toutes les fon
tions de la forme x 7→ Ken ln(x)−x2

= Kxne−x2

,

ave
 K ∈ R. La fon
tion 
onstante égale à −1 étant solution triviale de l'équation (En)
(sur 
ha
un des deux intervalles de résolution), les solutions de (En) sur l'intervalle ]0,+∞[
sont don
 les fon
tions y+ : x 7→ Kxne−x2 − 1, ave
 K ∈ R. La seule di�éren
e qu'on aura

sur l'intervalle ] − ∞, 0[ sera l'obligation d'ajouter une valeur absolue dans le ln, 
e qui va

transformer le xn et (−x)n. Si n est pair, ça ne 
hange absolument rien aux formules �nales,

et si n est impair non plus, quitte à 
hanger le signe de la 
onstante en fa
teur. Les solutions

de (En) sur ]−∞, 0[ peuvent don
 s'é
rire sous la forme y− : x 7→ Lxne−x2 − 1, ave
 L ∈ R.

2. Il s'agit i
i de re
oller les fon
tions y+ et y− obtenues à la question pré
édente en 0, de façon à

avoir une fon
tion 
ontinue et à dérivée 
ontinue en 0. Quelques 
al
uls de limites s'imposent :

• lim
x→0+

y+(x) = lim
x→0−

y−(x) = −1 (indépendamment de la valeur de n), 
e qui prouve que


haque fon
tion y+ peut être re
ollée à 
haque fon
tion y− pour 
réer une fon
tion 
ontinue

en 0 (en posant évidemment y(0) = −1 pour faire la jon
tion).

• y′+(x) = Knxn−1e−x2 − 2Kxn+1e−x2

, don
 pour n = 1, lim
x→0+

y′+(x) = K (attention au fait

que dans 
e 
as le fa
teur xn−1
est 
onstant égal à 1). On aura de même (
al
ul identique)

lim
x→0−

y′−(x) = L, don
 le prolongement des deux fon
tions en 0 ne sera de 
lasse C1
que

si K = L. Autrement dit, les seules solutions sur R de l'équation (E1) sont les fon
tions
y : x 7→ Kxne−x2

.

• si n > 2, les limites des dérivées sont nulles des deux 
�tés. Cette fois-
i, on peut re
oller

n'importe quelle fon
tion y+ ave
 n'importe quelle fon
tion y− et 
onserver une solution

de 
lasse C1
. Il y a don
 beau
oup plus de solutions, de la forme

y : x 7→







Lxne−x2

si x < 0
−1 si x = 0

Kxne−x2

si x > 0

.
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III. Étude de deux suites.

1. Cal
ulons : fn(0) = −1 est manifestement stri
tement négatif, et fn(1) =
3

e
− 1 > 0 puisque

e < 3, don

1

e
>

1

3
.

2. On a déjà plus ou moins 
al
ulé la dérivée de fn : f ′
n(x) = 3nxn−1e−x2 − 6xn+1e−x2

=
3xn−1(n − 2x2)e−x2

. Tous les fa
teurs sont positifs sur [0,+∞[, sauf n − 2x2 qui s'annule

pour x =

√

n

2
. La fon
tion fn est don
 stri
tement 
roissante sur

[

0,

√

n

2

]

et don
 bije
tive

sur 
et intervalle. Comme fn(0) < 0 et fn

(√

n

2

)

> f(1) > 0 (par 
roissan
e de fn), la

fon
tion fn s'annule exa
tement une fois sur 
et intervalle. De plus, la valeur d'annulation

un véri�e un < 1 puisque fn(1) > 0. De meme, fn est bije
tive sur

[√

n

2
,+∞

[

, et 
omme

lim
x→+∞

fn(x) = −1 (
roissan
e 
omparée), elle s'annule aussi sur 
e deuxième intervalle, en une

valeur vn 
ertainement supérieure à 1 puisqu'elle est minorée par

√

n

2
.

3. L'inégalité vn >

√

n

2
su�t à a�rmer que lim

n→+∞
vn = +∞.

4. (a) Par dé�nition, fn(un) = 0, don
 3unne
−u2

n = 1, et e−u2
n =

1

3unn
.

(b) Remplaçons : fn+1(un) = 3un+1
n × 1

3unn
− 1 = un − 1 < 0 puisque un < 1.

(
) On sait que fn+1(un+1) = 0, don
 fn+1(un+1) > fn+1(un). La fon
tion fn+1 étant 
rois-

sante sur l'intervalle [0, 1] dans lequel se trouvent un et un+1, on en déduit que un+1 > un.

La suite est don
 stri
tement 
roissante.

(d) Il su�t de bidouiller un peu : si ln(3) + n ln(t) = t2, alors en passant aux exponentielles

3tn = et
2

, don
 3tne−t2 = 1 et fn(t) = 0.

(e) On va utiliser la question pré
édente histoire qu'elle ne soit pas là pour rien (mais en fait on

n'en a pas besoin). La suite (un) étant 
roissante et majorée par 1, elle 
onverge vers une
limite l 6 1. Supposons don
 que l < 1, alors n

n→+∞
ln(un) = −∞, don
 lim

n→+∞
gn(un) =

−∞ (le terme −u2n étant borné), 
e qui est légèrement 
ontradi
toire ave
 le fait que

gn(un) est 
ensé être toujours nul. L'hypothèse est don
 absurde, et l = 1.

(f) On rempla
e tout simplement un par 1 + wn dans l'équation gn(un) = 0, pour obtenir

ln(3) + n ln(1 + wn) − (1 + wn)
2 = 0. Puisque lim

n→+∞
un = 1, on a bien sûr lim

n→+∞
wn = 0.

L'équation pré
édente permet alors d'a�rmer que lim
n→+∞

n ln(1 + wn) = 1 − ln(3). Or,

n ln(1 +wn) ∼ nwn (équivalent 
lassique quand wn tend vers 0), don
 nwn ∼ 1− ln(3) et

wn ∼ 1− ln(3)

n
.

Exer
i
e 3

1. Normalement pas de ré�exion à avoir avant d'é
rire la bonne matri
e, et surtout dans le bon

sens : A =





−3 −1 −3
2 3 0
2 1 2





.

2. On peut par exemple développer dire
tement par rapport à la dernière 
olonne : det(A) =

−3×
∣

∣

∣

∣

2 3
2 1

∣

∣

∣

∣

+2×
∣

∣

∣

∣

−3 −1
2 3

∣

∣

∣

∣

= −3×−4+2×(−7) = 12−14 = −2. Puisque 
e déterminant
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est non nul, la matri
e A est inversible, et f est bije
tive (
'est don
 un automorphisme de

R
3
).

3. Pour le premier noyau, on résout le système







−2x − y − 3z = 0
2x + 4y = 0
2x + y + 3z = 0

. La deuxième

équation donne x = −2y, puis en substituant la dernière devient −3y + 3z = 0, don
 z = y.

La première équation est alors toujours véri�ée (4y − y − 3y = 0), don
 ker(f + id) =
Vect((−2, 1, 1)). On pro
ède de même pour le se
ond noyau, ave
 le système







−4x − y − 3z = 0
2x + 2y = 0
2x + y + z = 0

. Cette fois, on obtient x = −y, puis z = y, et à nouveau

une première équation toujours véri�ée, don
 ker(f − id) = Vect(−1, 1, 1). Puisque 
ha
un

des deux noyaux 
ontient des ve
teurs non nuls, 
ela signi�e que −1 et 1 sont valeurs propres

de f (et les ve
teurs obtenus 
omme base de 
ha
un des noyaux sont des ve
teurs propres

asso
iés à 
es deux valeurs propres).

4. La tra
e de la matri
e A est égale à 2. Si f admet une troisième valeur propre λ, elle sera

diagonalisable, et A semblable à une matri
e diagonale don
 les 
oe�
ients non nuls seront

égaux aux trois valeurs propres −1, 1 et λ. Cette matri
e diagonale aura don
 pour tra
e λ,


e qui impose λ = 2 puisque la tra
e de 
ette matri
e doit être égale à la tra
e de A. Alterna-

tivement, le déterminant de 
ette matri
e diagonale sera égal à −λ (produit des 
oe�
ients

diagonaux), et doit être identique à 
elui de A, 
e qui impose aussi λ = 2. On obtient un ve
-

teur propre 
orrespondant en résolvant un dernier sysyème :







−5x − y − 3z = 0
2x + y = 0
2x + y = 0

.

Les deux dernières équations, identiques, donnent y = −2x, on susbtitue dans la première

équation pour obtenir −3x− 3z = 0, don
 z = −x, et ker(f − 2 id) = Vect(1,−2,−1).

5. La matri
e P est la matri
e de passage de la base 
anonique vers la base B = ((2,−1,−1), (−1, 1, 2), (−1, 1, 1) .
On notera en passant que l'énon
é a légèrement oublié de nous faire véri�er que B était bien

une base, 
e qui n'est pas en
ore évident ave
 nos 
onnaissan
es a
tuelles. Tant pis, ça dé
ou-

lera du fait que la matri
e P est inversible, 
e qu'on va prouver à la question suivante. On


onstate que les ve
teurs 
onstituant la base B sont tous les trois des ve
teurs propres de f

(à un éventuel 
hangement de signe près, 
e sont 
eux qu'on a obtenus lors de nos diverses

résolutions de systèmes), asso
iés respe
tivement aux valeurs propres −1, 1 et 2, 
e qui su�t

à obtenir P−1AP =





−1 0 0
0 1 0
0 0 2





, puisque P−1AP est la matri
e représentative de f dans

la base B (formule de 
hangement de base). On notera d'ailleurs 
ette matri
e diagonale D

pour les 
al
uls de �n d'exer
i
e.

6. Je propose, 
omme à mon habitude, de résoudre un système :







2x − y − z = a

−x + y + 2z = b

−x + y + z = c

.

L'opération L2 −L3 donne immédiatement z = b− c, et l'opération L1 +L3 donne x = a+ c.

Il ne reste plus qu'à rempla
er dans la dernière équation : y = c + x − z = a − b + 3c.

Finalement, P−1 =





1 0 1
1 −1 3
0 1 −1





. Un petit 
al
ul matri
iel pour 
on
lure : P−1A =





−1 0 −1
1 −1 3
0 2 −2





, puis P−1AP =





−1 0 0
0 1 0
0 0 2



 = D 
omme prévu.

7. (a) On a très 
lairement Xn+1 = AXn (di�
ile de trouver quoi que 
e soit à justi�er i
i).

(b) C'est une ré
urren
e triviale : A0X0 = I3X0 = X0, et si la formule est vraie au rang n,

6



alors Xn+1 = AXn = A×AnX0 = An+1X0.

(
) On 
onnait la matri
e X0 =





1
1
0





, il ne reste don
 qu'à 
al
uler expli
itement An
. Les

questions pré
édentes ont montré que P−1AP = D, don
 A = PDP−1
. Montrons par ré-


urren
e que An = PDnP−1
: 
'est vrai au rang 0 
ar PD0P−1 = PI3P

−1 = PP−1 = I3 =
A0

, et si on suppose la formule vraie au rang n, alors An+1 = A×An = PDP−1PDnP−1 =
PDn+1P−1

. Allez, en
ore un peu de 
al
ul matri
iel pour a
hever 
et exer
i
e légère-

ment bourrin : Dn =





(−1)n 0 0
0 1 0
0 0 2n





, don
 PDn =





2(−1)n −1 −2n

(−1)n+1 1 2n+1

(−1)n+1 1 2n





, puis

An = PDnP−1 =





2(−1)n − 1 1− 2n 2(−1)n + 2n − 3
(−1)n+1 + 1 2n+1 − 1 (−1)n+1 + 3− 2n+1

(−1)n+1 + 1 2n − 1 (−1)n+1 + 3− 2n





. En�n, on multi-

plie par la matri
e X0 et on obtient les expressions suivantes : un = 2(−1)n − 2n,
vn = 2n+1 + (−1)n+1

et wn = 2n + (−1)n+1
(on note en passant que la dernière 
olonne

de la matri
e An
ne sert en fait à rien).
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