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Exercice 1 (**)

Calculer la décomposition en éléments simples dans C(X) des fractions suivantes :

• X2 + 2X + 5

X2 − 3X + 2
• 3X − 1

X2(X + 1)2
• 1

X2 +X + 1

• X2 + 1

(X − 1)(X − 2)(X − 3)
• 2

X(X − 1)2
• 3

(X3 − 1)2

Exercice 2 (*)

1. Montrer que F =
1

X
n'a pas de primitive dans C(X) (une primitive étant bien sûr dé�nie comme

une fraction rationnelle ayant pour dérivée la fonction étudiée).

2. Montrer qu'il n'existe pas de fraction rationnelle F telle que F 2 = X.

3. Déterminer toutes les fractions rationnelles F véri�ant F (X + 1)− F (X) =
X + 3

X(X − 1)(X + 1)
.

Exercice 3 (** à ***)

Calculer la décomposition en éléments simples dans R(X) des fractions rationnelles suivantes :

• F1 =
X3 − 3X2 +X − 4

X − 1

• F2 =
X

X4 + 1

• F3 =
X5 −X4 + 1

X3 −X
• F4 =

X7 + 3

(X2 +X + 2)2

• F5 =
X5 +X + 1

X6 − 1

• F6 =
2X4 +X3 + 3X2 − 6X + 1

2X3 −X2

• F7 =
X6

(X3 − 1)2

• F8 =
X2 − 3

(X2 + 1)(X2 + 4)

• F9 =
4X6 − 2X5 + 11X4 −X3 + 11X2 + 2X + 3

X(X2 + 1)3

• F10 =
X5 +X4 + 1

X(X − 1)4
(on pourra poser en cours de route X = Y + 1 pour simpli�er le calcul)

Exercice 4 (**)

Déterminer un supplémentaire de K[X] dans K(X).
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Exercice 5 (**)

Calculer dans C(X) les décompositions en éléments simples des fractions suivantes (n est toujours un
entier naturel > 1) :

• F1 =
1

Xn − 1

• F2 =
1

(X − 1)(Xn − 1)

• F3 =
Xn−1

Xn − 1

• F4 =
n!

X(X − 1)(X − 2) . . . (X − n)

Exercice 6 (*)

Soit P ∈ C[X] un polynôme scindé à racines simples α1, . . ., αn.

1. Écrire la décomposition en éléments simples de F =
P ′′

P
.

2. En déduire que
n∑

k=1

P ′′(αk)

P ′(αk)
= 0

Exercice 7 (** à ***)

Calculer les intégrales suivantes :

• I1 =

∫ 1

0

1

(x2 + 4)(x+ 1)
dx

• I2 =

∫ 1

0

x

(x+ 1)(x− 2)2
dx

• I3 =

∫ 1

0

x3

(x+ 1)3
dx

• I4 =

∫ 1

0

x

(x+ 1)(x3 + 1)
dx

Exercice 8 (***)

Soit P ∈ C[X] un polynôme à racines simples a1, a2, . . ., an.

1. Exprimer à l'aide de P ′ et éventuellement de P ′′ les sommes
n∑

i=1

1

X − ai
,

n∑
i=1

1

(X − ai)2
,

et
n∑

i=1

∑
j 6=i

1

(X − ai)(X − aj)
.

2. Montrer que, si z est racine de P ′ mais P (z) 6= 0, alors z =
n∑

i=1

λiai, où les coe�cients λi sont des

réels positifs ou nuls tels que
n∑

i=1

λi = 1. Interpréter géométriquement le résultat.

Exercice 9 (***)

Soit P un polynôme de degré n tel que ∀k ∈ {1, 2, . . . , n},
∫ 1

0

tkP (t) dt = 0.

Montrer que
∫ 1

0

(P (t))2 dt = (n+ 1)2
(∫ 1

0

P (t) dt

)2

.
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