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Exerie 1 (*)

1. À quelle ondition une boule est-elle inluse dans une autre ? Si OO′+ r′ 6 r, en notant O et

O′
les entres des deux boules, et r et r′ leurs rayons (ave r le plus grand des deux rayons).

Ii, ela se traduit don par OnOn+1+
r

n+ 1
6

r

n
, ou enore

√

2

(

1

n
− 1

n+ 1

)2

6
r

n
− r

n+ 1
,

don

√
2 6 r. Un dessin des boules Bn i-dessous dans le as où r = 2 (don r >

√
2) puis

r = 1 (don r <
√
2). À haque fois, les erles sont en bleu et les entres en rouge :
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2. Si r >
√
2, la question préédente prouve que, ∀n ∈ N, Bn+1 ⊂ Bn, don Bn est toujours

inluse dans B1 et B = B1 est évidemment fermé. Si r <
√
2, on onstate que la distane entre

(0, 0) et On est égale à

√

1

n2
+

1

n2
=

√
2

n
>

r

n
, don l'origine (0, 0) n'appartient à auune des

boules Bn, et don pas non plus à B. Pourtant, ette même origine est dans l'adhérene de

B. En erette, les points On

(

1

n
,
1

n

)

appartiennent tous à B, et toute boule ouverte entrée

en (0, 0) ontient un de es points (puisque leur distane à l'origine tend vers 0 quand n tend

vers +∞). Dans e as, B ne peut don pas être fermé.

Exerie 2 (**)

Une aratérisation lassique des sous-ensembles fermés de R2
est la suivante (elle se généralise

d'ailleurs ailleurs que dans R2
) : D ⊂ R2

est fermé si et seulement si toute suite onvergente de

points de D a une limite appartenant à D. En e�et, si D est un fermé, et qu'on note (un) une telle
suite onvergente, et l sa limite (ii l est un élément de R2

), alors toute boule ouverte entrée en

l ontient des éléments de la suite (un) (et même une in�nité, par dé�nition de la limite, à partir

d'un ertain rang, tous les termes de la suite seront dans ette boule ouverte), don des éléments

de D. Comme D est fermé, ela implique que l ∈ D. Réiproquement, si D n'est pas fermé, ela
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signi�e qu'on peut trouver un élément l ∈ R2\D pour lequel toute boule ouverte entrée en l a une

intersetion non vide ave D. Soit l un tel élément, alors B

(

l,
1

n

)

∩D ontient au moins un élément,

on en hoisit un qu'on note un. Par onstrution, d(un, l) <
1

n
don (un) onverge vers l, et (un) est

une suite d'éléments de D, e qui prouve la réiproque de notre propriété.

On peut maintenant l'appliquer au graphe G de notre fontion ontinue sur R. Soit un =
(xn, f(xn)) une suite d'éléments de G qui onverge dans R2

. Alors néessairement les absisses xn
forment une suite onvergente dans R, de limite l. La ontinuité de la fontion f en l assure alors

que lim
n→+∞

f(xn) = f(l), et don que la suite (un) onverge vers le point (l, f(l)) qui appartient bien

à G. Notre graphe G est don bien un fermé de R2
. La réiproque n'est absolument pas vraie. Par

exemple la fontion dé�nie par f(x) =
1

x
si x 6= 0 et f(0) = 42 a un graphe fermé (onstitué de trois

moreaux disjoints), mais n'est pas du tout ontinue.

Exerie 3 (*)

C'est trivial : B(A, r) =
⋃

n∈N∗

Bf

(

A, r − r

n

)

(on se ontente de prendre des boules fermées de

même entre dont le rayon tend vers r et on obtient bien une réunion égale à la boule ouverte de

rayon r).

Exerie 4 (*)

1. A1 est un quart de plan ouvert, qui omme on nom l'indique est ouvert. Si on veut être rigou-

reux : si A(x, y) ∈ A1, alors x > 0 et y > 0. On note ε = min(x, y) > 0, et B(A, ε) ⊂ A1 (ette

boule ne ontient que des points dont les deux oordonnées sont stritement positives), e qui

prouve bien que A1 est voisinage de haun de ses points, don Å1 = A1. Pour l'adhérene, on

ajoute les deux demi-axes pour trouver A1 = {(x, y) ∈ R2 | x > 0 et y > 0}. En e�et, tous les

points de A1 appartiennent à son adhérene. De plus, un point de la forme (0, y), ave y > 0
a des boules ouvertes qui renontrent toujours A1 (puisqu'elles ontiennent des points de la

forme

(r

2
, y +

r

2

)

quelle que soit la valeur stritement positive du rayon r), don il appartient

à l'adhérene de A1. De même pour un points de oordonnées (x, 0) ave x > 0. Par ontre,
un poit ayant deux oordonnées stritement négatives n'est pas adhérent à A1 (on fait le

même raisonnement que pour prouver que A1 est un ouvert : on note ε = min(−x,−y) > 0
et B(A, ε) ne oupe pas A1).

2. L'intérieur et l'adhérene de A2 sont les mêmes que eux de A1 (ave des raisonnements

identiques).

3. Il est assez faile ii de onstater que A3 est d'intérieur vide. Si on prend un point de oordon-

nées

(

x,
1

x

)

appartenant à A3, toute boule ouverte entrée en e point ontiendra des points

de la forme

(

x+ a,
1

x

)

(ave a inférieur au rayon de la boule) qui n'appartiennent pas à A3.

Il est à peu près aussi faile de se onvainre que A3 est un ensemble fermé. Le plus simple

est d'utiliser la aratérisation donnée pour l'exerie 2 : si (An) est une suite onvergente de

points de A3, alors An a pour oordonnées

(

xn,
1

xn

)

, ave (xn) qui est une suite onvergente.

Si (xn) a une limite non nulle l, alors lim
1

xn
=

1

l
, don la suite (An) onverge vers le point de

oordonnées

(

l,
1

l

)

qui appartient bien à A3. Et si l = 0, alors la suite ne peut pas onverger
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puisque les ordonnées des points n'ont pas une limite �nie. On en déduit don que A3 est

fermé et que A3 = A3.

4. Cette fois-i, l'ensemble est ouvert, on ne fera pas une démonstration rigoureuse ('est un

peu plus ompliqué pour et ensemble et le suivant ave le peu d'outils vus en ours), mais

simplement un dessin (A4 est le domaine hahuré en bleu iel, sans la ourbe bleu foné) :
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Son intérieur est don égal à A4 lui-même, et son adhérene obtenue en ajoutant le bord fermé

étudié à la question préédente : A4 = A4 ∪A3.

5. Là enore, on se ontentera d'un bon dessin, où on a simplement représenté les points pour

1 6 n, p 6 10.

0 1

0

1

Il est assez faile de voir que l'ensemble est d'intérieur vide : il est inlus dans Q2
et toute

boule ouverte de R2
ontient des points à oordonnées irrationnelles. L'adhérene peut se

visualiser sur le dessin : on ajoute à A5 tous les points de la forme

(

0,
1

p

)

, qui sont limites

de suites

(

1

n
,
1

p

)

n∈N∗

de points de A5, on ajoute de même les points de oordonnées

(

1

n
, 0

)

,

et il faut en�n ajouter aussi l'origine du repère, qui est par exemple limite de la suite de
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points de oordonnées

(

1

n
,
1

n

)

qui appartiennent bien à A5. Ave un peu de mauvaise fois,

en onsidérant que

1

∞ = 0, on peut don dire que A5 =

{(

1

n
,
1

p

)

| (n, p) ∈ (N∗ ∪ {∞})2
}

.

6. Ce dernier ensemble est beauoup plus faile que les préédents : il est d'intérieur vide (toute

boule ouverte de R2
ontient des points dont l'absisse n'est pas rationnelle), et d'adhérene

égale à R2
tout entier (tout boule ouverte ontient un retangle de la forme [a, b] × [c, d], et

on peut toujours trouver un rationnel dans l'intervalle [a, b] et un irrationnel dans [c, d], don
un élément de A6 dans notre boule).

Exerie 5 (**)

1. On a f(x, y) = 0 si x = 0 ou y = 0, don sur les deux axes. Attention tout de même, il faut

enlever de et ensemble l'origine (0, 0) qui n'appartient pas au domaine de dé�nition de f .

Pour la ligne de niveau

1

2
, f(x, y) =

1

2
si x2 + y2 = 2xy, don si (x − y)2 = 0, e qui arrive

si x = y. La ligne de niveau est don la droite d'équation y = x, toujours privée de l'origine.

Ci-dessous, les lignes de niveau (0 en bleu,

1

2
en rouge) et la surfae orrespondante :
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2. La ligne de niveau 0 est obtenue quand x2 = y2, don il s'agit de l'union des deux droites

d'équation y = x et y = −x. Pour la ligne de niveau 1, 'est plus ompliqué puisqu'on ne

sait pas vraiment à quoi ressemble la ourbe d'équation x2 − y2 = 1. Il s'agit en fait d'une

hyperbole, e qu'on peut visualiser en e�etuant le hangement de variable X = x + y et

Y = x− y pour obtenir l'équation XY = 1, don Y =
1

X
. Ce hangement de variable revient

en gros à tourner les axe de 45 degrés. Ci-dessous, ligne de niveau 0 en bleu, ligne de niveau

1 en rouge :
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3. Ii, le domaine de dé�nition de la fontion est assez mohe, puisqu'on a un ensemble de points

interdits parourant la parabole d'équation x = −y2 (qui sera représentée en pointillés noirs

i-dessous). La ligne de niveau 0 est elle-aussi une parabole, d'équation y = −x2 (don orientée

dans un sens plus habituel). La ligne de niveau −1 est obtenue quand x2 + y + x + y2 = 0,

don

(

x+
1

2

)2

− 1

4
+

(

y +
1

2

)2

− 1

4
= 0, ou enore

(

x+
1

2

)2

+

(

y +
1

2

)2

=

(

1√
2

)2

.

On reonnait le erle de entre

(

−1

2
,−1

2

)

et de rayon

1√
2
(e erle passe par l'origine).

Il faudrait bien sûr enlever à es lignes de niveau les points ommuns ave la parabole de

points interdits. Sur le dessin i-dessous, la surfae est plus ou moins vue du dessous, mais la

présene de nombreuses valeurs interdites rend les hoses assez illisibles ave e que j'utilise

pour traer les surfaes.
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4. Enore une fontion dont le domaine de dé�nition est non trivial, on ne va don pas s'en

préoupper (x2y2 = 8 se produit si xy = ±2
√
2, on devrait don avoir des points interdits

situés sur deux hyperboles...). Une seule ligne de niveau demandée, d'équation 16− 2x2y2 =
x4+y4, don (x2+y2)2 = 16. Dans la mesure où x2+y2 peut di�ilement être rendu négatif,

ela se produit quand x2 + y2 = 4, e qui est exatement l'équation du erle de entre (0, 0)
et de rayon 2. Enore une surfae rendue peu lisible par les nombreuses valeurs interdites.
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5. Cette fois-i, auun problème de domaine de dé�nition. La ligne de niveau 1 a pour équation

|x − y| = x − y + 1. Cela ne peut pas se produire si x − y > 0, don on a une première

ondition : x < y. En la supposant véri�ée, on veut simplement y − x = x − y + 1, soit

2y = 2x + 1, ou enore y = x +
1

2
. On obtient don la droite d'équation y = x +

1

2
(entière

puisque sur ette droite, l'inégalité x < y est manifestement toujours véri�ée). La ligne de

niveau 0 donne l'équation |x− y| = x− y, qui est véri�ée dès que x− y > 0, 'est-à-dire sur

tout le demi-plan x > y. En�n, f(x, y) = 1 si |x− y| = x− y−1. Comme x− y est un nombre

réel, |x− y| > x− y, don ette équation est impossible, la ligne de niveau orrespondante est

vide (en fait f ne peut prendre que des valeurs négatives ou nulles). Ci-dessous, la ligne de

niveau −1 est en bleu et le demi-plan de niveau 0 hahuré en rose, ave sa frontière en rouge

(admirez le rendu bien vomitif sur la version 3D) :
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Exerie 6 (**)

À haque fois, on donne après l'étude du prolongement en (0, 0) une allure de la surfae repré-

sentative de la fontion, qui n'était bien sûr pas demandée dans l'exerie.

• Passons don en oordonnées polaires : f(r, θ) =
r cos(θ)× r sin(θ)

r
= r cos(θ) sin(θ), don

|f(r, θ)| 6 r, e qui prouve que f peut être prolongée par ontinuité en posant f(0, 0) = 0.
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• Même pas vraiment besoin de passer en polaires ii puisque la fontion n'est pas dé�nie sur

les droites d'équation y = x et y = −x, e qui va déjà poser un problème insurmontable pour

un prolongement par ontinuité. On peut quand même érire f(r, θ) =
cos(θ) sin(θ)

cos2(θ)− sin2(θ)
=

sin(2θ)

2 cos(2θ)
=

tan(2θ)

2
, qui n'a bien sûr pas une limite �nie unique, le prolongement est omme

prévu impossible. D'ailleurs, l'allure de surfae représentée par mon petit logiiel ne ressemble

vraiment à rien !

• Ii, le passage en polaire ne servirait stritement à rien, mais on peut simplement érire, en uti-

lisant le développement limité de l'exponentielle en 0, que f(x, y) =
(x,y)7→(0,0)

1 + xy + o(xy)− 1

x
=

y+ o(y) (la variable xy ayant bien sûr une limite nulle si x et y tendent vers 0 tous les deux).

Cela su�t largement à assurer la possibilité de prolonger par ontinuité en posant f(0, 0) = 0.

• On revient à nos lassiques ave des oordonnées polaires : f(r, θ) =
r3 cos2(θ) + r2 sin3(θ)

r2
=
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r(cos3(θ) + sin3(θ)) = O(r), on peut don prolonger par ontinuité en posant f(0, 0) = 0.

• Cette fois-i, retour aux développements limités usuels :

sin(y)

y
=

y→0
1 − 1

6
y2 + o(y2), don

f(x, y) = 1 + o(y2), on peut prolonger par ontinuité en posant f(0, 0) = 1 (la présene du

fateur 1 + x2 + y2 au numérateut n'a absolument auune in�uene sur le alul).

• Enore un oup de oordonnées polaires : f(r, θ) =
r4 sin(θ) cos(θ)(cos2(θ)− sin2(θ))

r2
=

O(r2), on peut sans problème prolonger par ontinuité en posant f(0, 0) = 0. Ce prolon-

gement est-il C1
? Pour ela, on alule les deux dérivées partielles (ailleurs qu'en (0, 0))

et on regarde si elle-même sont prolongeables par ontinuie en (0, 0) (une sorte d'analogue

à deux dimensions du théorème de prolongement de la dérivée). Calulons don

∂f

∂x
(x, y) =

(3x2y − y3)(x2 + y2)− 2x2y(x2 − y2)

(x2 + y2)2
. Sans même herher à érire le détail des aluls, après

passage en oordonnées polaires, le dénominateur sera égal à r4 et le numérateur sera ma-

nifestement en O(r5) (il n'y a que des termes polyn�miaux de degré 5), don le quotient en

O(r) peut enore être prolongé par ontinuité, toujours en posant

∂f

∂x
(0, 0) = 0. Le alul

pour l'autre dérivée partielle est quasiment identique, on peut d'ailleurs s'en dispenser en

invoquant l'antisymétrie des formules obtenues par rapport aux deux variables x et y. La

fontion f est don bien de lasse C1
sur R2

tout entier.
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Exerie 7 (**)

On sait qu'une fontion ontinue sur R qui admet des limites �nies en +∞ et en −∞ est bornée

(résultat lassique utilisant la dé�nition des limites et le théorème du maximum). On aimerait avoir

l'équivalent pour une fontion à deux variables, ar on a bien envie de dire ii que f(x, y) va � toujours
tendre vers 0 quand (x, y) s'éloigne vers l'in�ni � (par roissane omparée). Mais ette propriété reste

bien �oue, et on ne dispose de toute façon pas des théorèmes qui permettraient ensuite de onlure

rapidement. Du oup, on va magouiller. En posant t = x2+y2, on onstate que t−2xy = (x−y)2 > 0
et t + 2xy = (x + y)2 > 0, don t > max(2xy,−2xy) = 2|xy|. De plus, 1 + ex

2+2y2 > 1 + ex
2+y2 =

1 + et > et, don on peut toujours érire |f(x, y)| = |xy|
1 + ex

2+2y2
6

t

2et
, pour un ertain t ∈ R+

.

On pose alors simplement g(t) =
t

2et
=

te−t

2
et on étudie les variations de la fontion g : g est C∞

sur R, de dérivée g′(t) =
e−t − te−t

2
=

(1− t)e−t

2
, la fontion g est don roissante sur [0, 1] puis

déroissante sur [1,+∞[, ave g(0) = 0 et lim
t→+∞

g(t) = 0 par roissane omparée. Elle atteint un

maximum en 1, et on peut a�rmer que |f(x, y)| 6 g(1), e qui su�t à prouver que f est une fontion

bornée (même pas besoin de donner la valeur expliite du maximum, qui n'a auun intérêt). En

pratique, la surfae représentative de g s'érase très rapidement vers 0 quand on s'éloigne du point

(0, 0) (l'éhelle du dessin i-dessous est très déséquilibrée, les valeurs maximales et minimales de f

étant de l'ordre de 0.1) :

Exerie 8 (**)

Même pas besoin de règle de la haîne ii pour aluler les dérivées, 'est une simple omposée

� lassique � :

∂F

∂x
(x, y) = − y

x2
f ′

(y

x

)

. De même,

∂F

∂y
(x, y) =

1

x
f ′

(y

x

)

. On en déduit x
∂F

∂x
(x, y) +
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y
∂F

∂y
(x, y) = −y

x
f ′

(y

x

)

+
y

x
f ′

(y

x

)

= 0.

Le deuxième alul est du même type, mais ave un produit à dériver en plus :

∂G

∂x
(x, y) =

− 1

x2
f
(y

x

)

− y

x3
y′
(y

x

)

, et

∂G

∂y
(x, y) =

1

x2
f ′

(y

x

)

. L'équation demandée en déoule une nouvelle fois

diretement (qui a mis deux étoiles à un exerie aussi trivial ?).

Exerie 9 (*)

En posant h(x) = f(x, x), on peut appliquer la règle de la haîne (première version) pour al-

uler h′(x) =
∂f

∂x
(x, x) +

∂f

∂y
(x, x). On applique maintenant à nouveau la règle de la haîne pour

aluler g′(x) =
∂f

∂x
(x, f(x, x)) +

∂f

∂y
(x, f(x, x)) × h′(x). Autrement dit, g′(x) =

∂f

∂x
(x, f(x, x)) +

∂f

∂y
(x, f(x, x)) ×

(

∂f

∂x
(x, x) +

∂f

∂y
(x, x)

)

.

Pour le deuxième alul, on poseH(x, y) = (x, f(x, y)) et on utilise la deuxième version de la règle

de la haîne :

∂F

∂x
(x, y) =

∂f

∂x
(x, f(x, y))+

∂f

∂y
(x, f(x, y))× ∂f

∂x
(x, y), et

∂F

∂y
(x, y) =

∂f

∂y
(x, f(x, y))×

∂f

∂y
(x, y).

Exerie 10 (**)

1. On alule bien sûr

∂f

∂x
(x, y) = ex+y(x − y + 1) + ex+y = ex+y(x − y + 2), et

∂f

∂y
(x, y) =

ex+y(x− y + 1) − ex+y = ex+y(x− y). En partiulier,

∂f

∂x
(0, 0) = 2 et

∂f

∂y
(0, 0) = 0. Puisque

f(0, 0) = 1, le plan tangent en (0, 0) a don pour équation z = 2x+ 1.

2. Pour avoir un plan tangent parallèle à elui d'équation x = y+z, il faudrait avoir
∂f

∂x
(x, y) = 1

et

∂f

∂y
(x, y) = −1 (à oe�ient de z �xé, les équations de plans parallèles di�èrent simplement

d'une onstante). Cela impliquerait en partiulier x− y+2 = −(x− y), don 2x− 2y+2 = 0,
ou enore x − y = −1. Il su�t alors que la ondition supplémentaire ex+y = 1 soit véri�ée,

soit x+ y = 0, don y = −x. Combiné à la première ondition obtenue, ela impose 2x = −1,

don x = −1

2
et y =

1

2
. Il existe don exatement un plan tangent de f parallèle au plan

d'équation x = y+z. Comme f

(

−1

2
,
1

2

)

= 0, il a d'ailleurs pour équation z = x− 1

2
−y+

1

2
,

il s'agit don du plan d'équation x = y + z lui-même.

Exerie 11 (***)

1. On pose don f(x, y) = g(u, v) = g(x + y, x − y), et on alule en exploitant la règle de la

haîne (deuxième version)

∂f

∂x
=

∂g

∂u
+

∂g

∂v
(on multiplie haun des deux termes par 1), et

∂f

∂y
=

∂g

∂u
− ∂g

∂v
. L'équation devient alors

∂g

∂u
(u, v) =

1

2
g(u, v). On sait que les solutions de

l'équation di�érentielle y′ =
1

2
y sont les fontions de la forme x 7→ Ke

1

2
x
, ave K ∈ R. Ii,

on aura e type de fontion à v �xé, e qui donne �nalement g(u, v) = K(v)e
1

2
u
, ave K une

10



fontion de lasse C1
de la variable v. On peut don érire les solutions de l'équation initiale

sous la forme f(x, y) = K(x − y)e
x+y

2
. La ondition supplémentaire impose que K(x)e

1

2
x =

sin(x), don K(x) = sin(x)e−
1

2
x
, puis f(x, y) = sin(x−y)e

y−x

2 e
x+y

2 = sin(x−y)ey. Il y a don

une unique solution au problème posé.

2. Même tehnique : on pose f(x, y) = g(u, v)mais on alule dans l'autre sens

∂g

∂u
=

∂f

∂x
+u

∂f

∂y
et

∂g

∂v
=

∂f

∂y
. Comme u = x, on a don

∂f

∂x
+x

∂f

∂y
=

∂g

∂u
(le alul de la deuxième dérivée partielle

était même inutile). On est don ramenés à la résolution de l'équation

∂g

∂u
(u, v) = u+

1

2
u2+v.

Il su�t de � primitiver par rapport à u � en faisant tout de même attention au fait que la

onstante d'intégration peut ii dépendre de v. Autrement dit, g(u, v) =
1

2
u2+

1

6
u3+uv+h(v),

où h est une fontion de lasse C1
de la variable v. En remontant le hangement de variable (on

a u = x et v = y− 1

2
u2 = y− 1

2
x2), f(x, y) =

1

2
x2+

1

6
x3 +xy− 1

2
x3 +h

(

y − 1

2
x2

)

=
1

2
x2−

1

3
x3 + xy + h

(

y − 1

2
x2

)

. Il est temps de rajouter la ondition imposée : y = f(0, y) = h(y),

don �nalement f(x, y) =
1

2
x2 − 1

3
x3 + xy + y − 1

2
x2 = xy + y − 1

3
x3, solution unique une

fois de plus.

3. On ne hange pas une méthode qui marhe : posons f(x, y) = g(u, v) et alulons

∂g

∂u
=

1

v

∂f

∂x
− v2

u2
∂f

∂y
et

∂g

∂v
= − u

v2
∂f

∂x
+ 2

v

u

∂f

∂y
. En notant (1) et (2) es deux relations, on peut

e�etuer l'opération

u

v
×(1)+(2) pour obtenir

v

u

∂f

∂y
=

u

v

∂g

∂u
+
∂g

∂v
. Comme y =

v2

u
, on en déduit

y
∂f

∂y
= u

∂g

∂u
+v

∂g

∂v
. On alule ensuite de même

2u

v
(1)+(2) pour trouver

u

v2
∂f

∂x
=

2u

v

∂g

∂u
+
∂g

∂v
.

Comme x =
u

v
, on en déduit x

∂f

∂x
= 2u

∂g

∂u
+ v

∂g

∂v
. L'équation à résoudre se résume don à

u
∂g

∂u
= 0. Comme u ne peut pas s'annuler (par exemple ar u = x2y), on en déduit tout

simplement que

∂g

∂u
= 0, 'est-à-dire que g = h(v), ave h une fontion de lasse C1

sur

]0,+∞[. Comme v = xy, on peut alors onlure que f(x, y) = h(xy), qui véri�e en e�et

trivialement l'équation proposée.

Exerie 12 (* à **)

Chaune des fontions de l'exerie est de lasse C1
sur R2

, on étudiera dans haque as les points

ritiques.

1.

∂f1

∂x
(x, y) = 10x− 4y− 6 et

∂f1

∂y
(x, y) = −4x+ 2y+ 2. Le seul point ritique de f est obtenu

en résolvant un système de deux équations à deux inonnues. On e�etue l'opération L1+2L2

pour obtenir 2x−2 = 0 don x = 1, et on en déduit y = 1. Il y a don un seul point �xe : (1, 1).
La fontion f1 étant dé�nie par une équation de degré 2, on s'attend à avoir un minimum global

(on a déjà e�etué plusieurs études de e type). Calulons f1(1, 1) = 5− 4 + 1− 6 + 2 = −2,
puis f1(1+h, 1+k)+2 = 5(1+h)2−4(1+h)(1+k)+(1+k)2−6(1+h)+2(1+k)+2 = 5+10h+
5h2−4−4h−4k−4hk+1+2k+k2−6−6h+2+2k+2 = 5h2−4hk+k2 = (k−2h)2+h2 > 0,
e qui prouve bien qu'on a toujours f1(x, y) > −2 et don que −2 est un minimum global.

2.

∂f2

∂x
(x, y) = 3x2 − 3y et

∂f2

∂y
(x, y) = 3y2 − 3x. Si (x, y) est un point ritique, alors x = y2 et

y = x2, don x = x4, soit x(x3 − 1) = 0. Les seules valeurs possibles sont don x = 0, qui

11



implique y = 0, et x = 1 qui implique y = 1. La fontion f2 a don deux points ritiques : (0, 0)
et (1, 1). Il est faile de onstater que (0, 0) n'est pas un extrêmum loal (ni a fortiori global)

ar la fontion partielle x 7→ f(x, 0) = x3 n'admet pas d'extrêmum en 0. Par ontre, (1, 1)
est un minimum loal, mais e n'est pas si faile à prouver (ii, le minimum n'est pas global).

Calulons tout de même f2(1, 1) = −1, puis f2(1+h, 1+k)+1 = (1+h)3+(1+k)3−3(1+h)(1+
k)+1 = 1+3h+3h2+h3+1+3k+3k2+k3−3−3h−3k−3hk+1 = 3h2+h3+3k2+k3−3hk. Quitte
à prendre h et k su�samment prohes de 0, les termes h3 et k3 sont négligeables par rapport

aux autres, et omme h2+k2−2hk > 0, hk 6
h2 + k2

2
, e qui prouve que 3h2+3k2−3hk > 0

au voisinage de (0, 0), et don que f2 admet un minimum loal en (1, 1) (la rédation n'est pas

parfaitement rigoureuse, mais l'idée est que le développement limité à l'ordre 2 de la fontion

permet de onnaitre son signe loal quand les termes d'ordre 1 s'annulent, exatement omme

pour une fontion à une variable). L'allure de la surfae représentant f2 :

3.

∂f3

∂x
(x, y) = sin(y)ex sin(y)

et

∂f3

∂y
(x, y) = x cos(y)ex sin(y)

. Comme cos(y) et sin(y) ne peuvent

pas être tous les deux nuls en même temps, les point ritiques véri�ent tous x = 0, et don
sin(y) = 0, soit y = kπ, ave k ∈ Z. On a une in�nité de points ritiques, pour lesquels

f3(0, kπ) = e0 = 1. Tous es points ont la même nature que le point (0, 0) puisque la fontion

est périodique par rapport à la variable y. Or, f3 n'a pas d'extremum loal au voisinage de

(0, 0) : ex sin(y) =
y→0

exy+o(xy) =
(x,y)→(0,0)

1 + xy + o(xy), don f3(x, y) − 1 ∼ xy n'est pas de

signe onstant au voisinage de (0, 0).

12



4.

∂f4

∂x
(x, y) = 2(x − y) + 3(x + y)2 et

∂f4

∂y
(x, y) = −2(x − y) + 3(x + y)2. La somme des deux

équations obtenues montre qu'un point ritique véri�e néessairement (x + y)2 = 0, don
y = −x, mais la di�érene donne x − y = 0 don y = x. Finalement, le seul point ritique

possible est l'origine (0, 0). On a bien sûr f4(0, 0) = 0, et au voisinage de (0, 0), f4(x, y) est
du signe de (x− y)2, don positif (omme toujours, la rédation ii n'est guère rigoureuse). Il

y a don un minimum loal à l'origine pour f4.

Exerie 13 (**)

1. On développe tout simplement : f(x, y) = 1+
x

y
+

y

x
+1 = 2+

y

x
+

x

y
, puis on remet au même

dénominateur pour trouver f(x, y) =
2xy + y2 + x2

xy
=

(x+ y)2

xy
.
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2. La fontion est de lasse C1
sur son ouvert de dé�nition, et

∂f

∂x
(x, y) = − y

x2
+

1

y
(en reprenant

la première version de la question 1), et
∂f

∂y
(x, y) =

1

x
− x

y2
. En mettant au même dénominater

les deux dérivées partielles, le point a(x, y) est don point ritique si et seulement si x2−y2 =
y2−x2 = 0. Autrement dit, on doit simplement avoir x = y, et tous les points de oordonnées

(x, x) pour x ∈]0,+∞[ sont don points ritiques pour f .

3. Commençons par onstater que f(x, x) = 4 quelle que soit la valeur de x. De plus, (x+ y)2 −
4xy = x2 + y2 − 2xy = (x − y)2 > 0, don (x + y)2 > 4xy, e qui prouve, en reprenant la

deuxième formule de la question 1, qu'on a toujours f(x, y) > 4 (tout est positif, on peut

diviser sans risque nos inégalités par xy). La valeur 4 est don un minimul global pour f , qui

est atteint en tous ses points ritiques.

Exerie 14 (**)

1. La fontion g : x 7→ e−x − x est ontinue et stritement déroissante sur R omme somme de

deux fontions déroissantes, don bijetive. De plus, lim
x→−∞

g(x) = +∞ (même pas de forme

indéterminée) et lim
x→+∞

g(x) = −∞ (toujours pas de problème !). La fontion est don bijetive

de R dans R et s'annule don une seule fois. Comme g(1) =
1

e
−1 < 0 et g

(

1

2

)

=
1√
e
− 1

2
> 0

(puisque e < 4 ⇒ √
e < 2), le théorème des valeurs intermédiaires assure que g s'annule sur

l'intervale

]

1

2
, 1

[

, et don que l'unique solution de l'équation g(x) = 0 se trouve dans et

intervalle.

2. On alule bien sûr

∂f

∂x
(x, y) = 2x−2y−e−x

et

∂f

∂y
(x, y) = −2x+4y. Un point ritique véri�e

don −2x+ 4y = 0, soit y =
1

2
x, et en reportant dans la première équation x− e−x = 0. On

a vu à la question préédente que ette équation admet une unique solution (qu'on va don

noter x0), le seul point ritique de f est don

(

x0,
1

2
x0

)

.

3. On alule bêtement : f

(

x0,
1

2
x0

)

= x20−x20+
1

2
x20+e−x0 =

1

2
x20+x0 en reprenant l'équation

dé�nissant x0.

Exerie 15 (**)

1. Un alul partiulièrement di�ile :

∂f

∂x
(x, y) = 4x+ 2y − 1 et

∂f

∂y
(x, y) = 4y + 2x− 1.

2. La symétrie des équations montre qu'un point ritique véri�era néessairement y = x. On

reporte alors dans une des deux équations d'annulation des dérivées partielles pour obtenir

6x− 1 = 0, don y = x =
1

6
. Le seul point ritique de f est

(

1

6
,
1

6

)

.

3. Un alul brutal : 2

(

x+
y

2
− 1

4

)2

+
3

2

(

y − 1

6

)2

= 2x2 +
1

2
y2 +

1

8
+ 2xy − x− 1

2
y +

3

2
y2 −

1

2
y +

1

24
= 2x2 + 2y2 + 2xy − x− y +

1

6
= f(x, y) +

1

6
.

4. Le alul préédent prouve que f(x, y) +
1

6
> 0 puisqu'il s'agit d'une somme de deux arrés.

Or, f

(

1

6
,
1

6

)

=
1

18
+

1

18
+

1

18
− 1

6
− 1

6
= −1

6
. On a don prouvé que f(x, y) > f

(

1

6
,
1

6

)

, e

qui prouve qu'un minimum global est atteint en l'unique point ritique de f .
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5. On onstate évidemment que g(x, y) = f(ex, ey), don g est minorée par −1

6
, et atteint e

minimul lorsque x = y = − ln(6) (de façon à avoir ex = ey =
1

6
).

Exerie 16 (**)

La fontion f est bien dé�nie sur l'ouvert ]0,+∞[2, et de lasse C1
sur et ensemble. Calu-

lons ses dérivées partielles :

∂f

∂x
(x, y) =

1

1 + y
× y(1 + x)(x+ y)− xy(x+ y + 1 + x)

(1 + x)2(x+ y)2
=

y

1 + y
×

x+ y + x2 + xy − x2 − xy − x− x2

(1 + x)2(x+ y)2
=

y(y − x2)

(1 + y)(1 + x)2(x+ y)2
. Par symétrie, on aura de même

∂f

∂y
(x, y) =

x(x− y2)

(1 + x)(1 + y)2(x+ y)2
. Puisque x 6= 0 et y 6= 0, les seuls point ritiques possibles

sont eux véri�ant x = y2 et y = x2, don x4 = x, e qui ne se produit que pour x = 1. Il y a

don en fait un seul point ritique pour f , de oordonnées (1, 1). On peut aluler f(1, 1) =
1

8
. Par

ontre, on manque toujours de méthodes pour véri�er que f admet un extremum (en l'ourrene

un maximum loal) en e point. On va don triher omme on le fera dans l'exerie suivant. La

fontion f est prolongeable par ontinuité à [0,+∞[2 en posant f(0, y) = f(x, 0) = f(0, 0) = 0
(la seule valeur posant problème est elle en (0, 0) qui se trouve omme d'habitude en passant en

oordonnées polaires : f(x, y) =
r cos(θ) sin(θ)

(1 + r cos(θ))(1 + r sin(θ))(cos(θ) + sin(θ))
, qui tend bien vers 0 en

(0, 0), sahant que cos(θ) + sin(θ) > 1 pour des valeurs de x et de y toutes les deux positives). On

dipose alors d'une fontion f qui est par exemple ontinue sur tout le arré fermé [0, 2]2, et qui y
atteint néessairement son maximum. Si e maximum est atteint dans le arré ouvert ]0, 2[2, 'est
en un point ritique, don en (1, 1). Sinon, le maximum doit être atteint sur un des quatre �tés du

arré. Ce n'est ertainement pas sur les deux �tés où x ou y s'annulent, la fontion y est toujours

nulle. Véri�ons e qui se passe sur les deux autres �tés (ou plut�t sur un seul par symétrie) en �xant

y = 2 et en posant g(x) = f(x, 2) =
2x

3(x+ 1)(x+ 2)
, fontion dont on va herher le maximum sur

l'intervalle [0, 2]. La fontion g est dérivable, de dérivée g′(x) =
1

3

2(x+ 1)(x+ 2)− 2x(2x+ 3)

(x+ 1)2(x+ 2)2
=

2(2− x2)

3(x+ 1)2(x+ 2)2
. On en déduit diretement que le maximum reherhé est atteint en x =

√
2 et égal

)à g(
√
2) =

2
√
2

3(1 +
√
2)(2 +

√
2)

=
2
√
2(1−

√
2)

−3(2 +
√
2)

=
4− 2

√
2

3(2 +
√
2)

=
(4− 2

√
2)(2 −

√
2)

6
= 2 − 4

√
2

3
.

Reste à savoir si ette valeur est inférieure à

1

8
, autrement dit si

4
√
2

3
>

15

8
. Cette ondition est

équivalente à 32
√
2 > 45, don en élevant au arré à 2 048 > 2 025, e qui est vrai (mais pas de

beauoup !). On a don prouvé que notre point ritique orrespondait bien à un maximum loal

(ouf !).

Exerie 17 (**)

1. Les valeurs prises par f étant toujours omprises entre −1 et 1 (produit de trois sinus eux-

même ompris dans et intervalle), f(R2) est un sous-ensemble borné de R, et bien sûr non

vide (il ontient par exemple f(0, 0) = 0), don il admet une borne supérieure.

2. On onstate que f(x+π, y+π) = (− sin(x))× (− sin(y))× sin(x+ y) = f(x, y). En fait, on a

même plus simplement f(x+ π, y) = f(x, y + π) = f(x, y) (deux sinus sur les trois hangent

de signe à haque fois), don toutes les fontions partielles assoiées à f sont périodiques

de période π. On a don plus généralement f(x + nπ, y + kπ) = f(x, y) quels que soient

les entiers (relatif) n et k. Or, quels que soient x et y, il existe un ouple (n, k) tel que
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(x+nπ, y+ kπ) ∈ [0, π]2 (la réunion des intervalles [nπ, (n+1)π] étant égale à R tout entier,

x appartient à l'un d'eux, on soustrait alors nπ à x pour obtenir un réel appartenant à [0, π],
et de même pour y). Les valeurs prises par f sur R2

sont don exatement les mêmes que

elles prises par f sur C, et leur borne supérieure aussi.

3. La borne supérieure de f est égale au maximum atteint sur C d'après la question préédente.

Mais e maximum est néessairement atteint soit sur un bord de C, soit dans son intérieur

]0, π[2. Cet intérieur étant ouvert, si le maximum y est atteint, e sera néessairement en un

point ritique de f .

4. Commençons déjà par onstater que, sur les bords du arré C, la fontion f est toujours

nulle (puisqu'on a soit x = 0, soit x = π, soit y = 0, soit y = π, e qui annule un des

sinus dé�nissant f ). Comme f atteint des valeurs stritement positives, par exemple pour

x = y =
π

4
, notre maximum est don forément atteint en un point ritique intérieur à C.

Calulons alors les dérivées partielles de f :

∂f

∂x
(x, y) = sin(y)(cos(x) sin(x+y)+sin(x) cos(x+

y)) = sin(y) sin(2x+ y). De même,

∂f

∂y
(x, y) = sin(x) sin(2y+x). Commes sin(x) et sin(y) ne

peuvent pas s'annuler à l'intérieur de C, les points ritiques orrespondent aux ouples (x, y)
véri�ant x+ 2y ≡ 0[π] et 2y + x ≡ 0[π]. Ave 0 < x, y < π, les seules valeurs possibles pour

x + 2y et 2x + y sont alors π et 2π. On a don quatre possibilités : 2x + y = x + 2y = π,

e qui donne x = y =
π

3
, 2x + y = x + 2y = 2π, qui donne x = y =

2π

3
, 2x + y = π et

x + 2y = 2π qui implique en soustrayant les équations y − x = π, e qui est impossible,

et la dernière ondition symétrique qui ne peut pas non plus être véri�ée. On a don deux

points ritiques dans l'intérieur de C. Il su�t de aluler les valeurs orrespondantes pour

savoir lequel orrespond à notre maximum : f
(π

3
,
π

3

)

= sin2
(π

3

)

sin

(

2π

3

)

=
3
√
3

8
, et

f

(

2π

3
,
2π

3

)

= sin2
(

2π

3

)

sin

(

4π

3

)

= −3
√
3

8
. On a en fait alulé à la fois le minimum et

le maximum de f , e dernier vaut don

3
√
3

8
≃ 0.65. Pour onlure, une allure de la surfae

représentative de f , pare que 'est joli :

Exerie 18 (ESCP 1978, j'étais pas né) (**)

1. La fontion est évidemment dé�nie et de lasse C1
sur R2

, on va don partir à la reherhe

d'éventuels points ritiques. On alul don

∂f

∂x
(x, y) = 18x+8y−1 et

∂f

∂y
(x, y) = 8x+6y+2.
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Nos point ritiques auront don des oordoonnées solutions du système

{

18x + 8y = 1
4x + 3y = −1

.

En additionnant les deux équations, on a 22x+ 11y = 0, don y = −2x, on remplae ensuite

dans la deuxième équation pour trouver 4x−6x = −1, don x =
1

2
, puis y = −1. Le seul point

ritiques est don

(

1

2
,−1

)

. Si on est assez malin pour lire l'énoné de la question 2 avant de

traiter la question 1, on aura déjà deviné que f

(

1

2
,−1

)

=
9

4
− 4 + 3− 1

2
− 2 = −5

4
orres-

pond à un minimum global pour la fontion f . Du oup, histoire de ne pas faire deux aluls

équivalents, on va diretement aluler f

(

x+
1

2
, y − 1

)

+
5

4
= 9

(

x+
1

2

)2

+8

(

x+
1

2

)

(y−

1) + 3(y − 1)2 − x − 1

2
+ 2y − 2 +

5

4
= 9x2 + 9x +

9

4
+ 8xy + 4y − 8x − 4 + 3y2 − 6y + 3 −

x + 2y − 5

4
= 9x2 + 8xy + 3y2 (omme toujours dans e type de alul, les termes d'ordre

1 s'en vont, e qui est normal puisqu'on fait un alul au voisinage d'un point ritique où le

plan tangent est horizontal). Reste à fatoriser partielle pour faire apparaitre la positivité :

g(x, y) = 3

(

y +
4

3
x

)2

− 16

3
x2 + 9x2 = 3

(

y +
4

3
x

)2

+
11

3
x2, qui est toujours positif. Cela

prouve que f ne prend que des valeurs supérieures ou égales à −5

4
, qui onstitue don son

minimum.

2. On vient de faire le alul, inutile de reommener.

3. On sait déjà que les lignes de niveau k seront vides pour k < 0, et que la ligne de niveau 0 est

réduite au point (0, 0). Si k > 0, la ligne de niveau k a pour équation 9x2 + 8xy + 3y2 = k,

ou enore

(

y +
4

3
x

)2

+
11

9
x2 +

k

3
. Quitte à poser ave une totale mauvaise foi Y = y +

4

3
x

et X =

√
11

3
X, on reonnait une belle équation de erle ! Mais dans la mesure où notre

hangement de variable n'est pas du tout une isométrie, les lignes de niveau seront en fait des

� erles déformés �, 'est-à-dire des ellipses. On ne dispose pas des outils pour les aratériser

géométriquement, ontentons-nous d'un dessin, où on a traé dans le plan les lignes de niveau

de f (elles de g seraient les mêmes, quitte à déaler les valeurs et à déplaer les entres des

ellipses à l'origine du repère) pour k = −5

4
(un seul point, en bleu), k = −1 (en violet), k = 0

(en rose), k = 1 (en rouge), k = 2 (en orange), k = 4 (en marron) et k = 8 (en vert) :
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Problème (**)

1. La variable X représente le nombre de hoix qui n'ont enore été séletionnés par personne

au bout de n sondages.

2. Les variables Xi sont des variables de Bernoulli, il su�t don de aluler la probabilité d'avoir

Xi = 1 pour onnaitre la loi. Or, Xi = 1 signi�e que personne n'a hoisi l'option i, e

qui se produit (indépendamment) ave probabilité 1 − pi pour haque personne. On a don

P(Xi = 1) = (1− pi)
n
, et P(Xi = 0) = 1− (1− pi)

n
.

3. Puisque X = X1 +X2 +X3, la linéarité de l'espérane assure que E(X) = E(X1) + E(X2) +
E(X3) = (1− p1)

n + (1− p2)
n + (1− p3)

n
.

4. (a) Il su�t de se rappeler que p1 + p2 + p3 = 1 et de remplaer 1 − p3 par p1 + p2 dans

l'expression de la question préédente.

(b) Calulons don :

∂f

∂x
(x, y) = −n(1− x)n−1 + n(x+ y)n−1

, et

∂f

∂y
(x, y) = −n(1− y)n−1 +

n(x+ y)n−1
.

() Après simpli�ation par n, (x, y) est point ritique de f si (1 − x)n−1 = (x + y)n−1 =
(1− y)n−1

. Les trois réels 1− x, 1− y et x+ y étant stritement positifs, ela ne peut se

produire que si 1 − x = 1 − y = x + y, don x = y =
1

3
. Le seul point ritique de f est

don

(

1

3
,
1

3

)

.

(d) Comme pour les exeries préédents, on ne dispose pas de méthode simple, on peut

ertes aluler f

(

1

3
,
1

3

)

= 3×
(

2

3

)n

=
2n

3n−1
, mais il est di�ile de prouver que f(x, y)

est toujous supérieur à ette valeur sur ]0, 1[2. On va don triher en utilisant la même

méthode que les exeries 16 et 17 : f atteint forément un minimum sur l'ensemble fermé

[0, 1]2, qui est soit atteint à l'intérieur du arré et don en son unique point ritique, soit

sur le bord de e même arré. Explorons les quatre �tés du bord. Quand x = 0 ou y = 0,
f(x, y) = 1+ (1− y)n + yn (ou pareil ave des x, le minimum sera le même), quand x = 1
(ou y = 1), f(x, y) = (1 − y)n + (1 + y)n > 1 + yn + (1 − y)n (il su�t de développer

(1 + y)n à l'aide du bin�me de Newton pour s'en rendre ompte, les termes extrêmes sont

égaux à 1 et yn et tous les autres sont positifs). Pour n = 1, la fontion est onstante
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égale à 2, don l'étude n'a auun intérêt. Pour n > 2,
2n

3n−1
< 1, et 1 + yn + (1− y)n > 1,

don notre minimul potentiel reste inférieur à la valeur minimale sur les bords. Rest à

gérer le as n = 2, où
2n

3n−1
=

4

3
, à omparer ave le minimum sur [0, 1] de la fontion

y 7→ 1+(1−y)2+y2 = 2−2y+2y2 = 2(1−y+y2). La dérivée de ette fontion (au fateur 2

près) vaut 2y−1, la valeur minimale est atteinte pour y =
1

2
, et vaut 2

(

1− 1

2
+

1

4

)

=
3

2
.

Cette valeur est plus grande que

4

3
, le minimul de f est don toujours atteint en son point

ritique.

(e) Les questions préédentes prouvent que le minimum de E(X) est égal à
2n

3n−1
.
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