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Exercice 1

Dans tout 'exercice, N est un entier naturel fixé, supérieur ou égal a 2, et p un réel vérifiant p €
10, 1[. Une particule se déplace sur une droite graduée en effectuant a chaque seconde un déplacement
d’une unité vers la droite avec probabilité p, ou un déplacement d’une unité vers la gauche avec
probabilité ¢ = 1 — p, tous ces déplacements étant supposés indépendants. A I'instant ¢t = 0 (avant
le premier déplacement), la particule est située en position ng sur la droite, avec ng € [0, N].

1. On note X,, le nombre de déplacements vers la droite effectués par la particule lors des n
premiéres secondes. Donner la loi de la variable aléatoire X,,, ainsi que son espérance et sa
variance. En déduire la position moyenne atteinte par la particule aprés n secondes.

2
2. On suppose uniquement pour cette question que N =4, ng = 0 et p = —. Quelle est la proba-

bilité que la particule se retrouve a nouveau a la position 0 aprés 4 déplacements 7 Quelle est la
probabilité, sachant qu’elle s’est retrouvée a la position 0 aprés quatre déplacements, qu’elle
soit passée par la position —1 au moins une fois lors de ces quatre premiers déplacements?

3. On suppose pour toute la fin de ’exercice que la particule arréte de se déplacer dés qu’elle
atteint la position 0 ou la position N. Pour tout entier & € {0, ..., N}, on note ay, la probabilité
qu’elle finisse par s’arréter en position 0 en partant de la position ng = k.

(a) Justifier rapidement que ap =1 et ay = 0.
(b) Montrer que, si 1 < k< N — 1, alors ay = pag41 + qag—1.

1
(c) Donner une expression explicite de aj en fonction de k et de N lorsque p = 7 Donner

1
explicitement la liste des probabilités a; pour p = 3 et N = 4 et commenter les résultats
obtenus.

(d) Donner une expression explicite de ay en fonction de k, de N et de p (on peut aussi utiliser
1
la variable ¢ = 1 — p si on lestime utile) lorsque p # 5

(e) Déterminer de méme la probabilité by que la particule s’arréte en position N en partant
de la position k.

(f) Calculer ay + by, que peut-on en déduire ?

Exercice 2

A. Etude d’un endomorphisme.

On étudie dans cette partie ’endomorphisme f de l'espace vectoriel E = Rg[X], défini par
f(P)=(2X +1)P— (X*-1)P".
1. Démontrer rigoureusement que f est bien un endomorphisme de F.

2. Donner la matrice A de I'application f dans la base canonique de E.



3.
4.
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Calculer le déterminant de la matrice A. Que peut-on en déduire pour f 7
Montrer que 'équation P 4+ P’ = X2?P’ — 2X P admet une seule solution dans F.
On pose pour cette question g = f — id.

(a) Déterminer le noyau et I'image de ’endomorphisme g.

(b) Montrer que ker(g) ® Im(g) = E.

(¢) L’endomorphisme g est-il un projecteur ?

B. Diagonalisation de f par une méthode originale.

La fin de cette deuxiéme partie est tout & fait faisable sans avoir réussi les trois premiéres
questions, en reprenant les valeurs propres gentiment fournies par 1’énoncé.

1.

oL W

Soit A une valeur propre de ’application f, et P un vecteur propre associé a \. Rappeler la
définition des termes « valeur propre » et « vecteur propre » et vérifier que P est solution de
'équation différentielle (E)) : (z2 — 1)y’ — (22 4+ 1 — )y = 0.

Résoudre I'équation (E)) sur Uintervalle |1, +o0].

Montrer que les seules valeurs propres de f sont les réels —1, 1 et 3.

Déterminer les noyaux ker(f + id) et ker(f — 3id).

Veérifier que la famille B obtenue en sélectionnant un polynéme non nul dans chacun des trois
noyaux ker(f —id), ker(f + id) et ker(f — 3id) est une base de E.

Donner la matrice de passage @ de la base canonique vers la base B, et calculer son inverse
Q.

Préciser (sans calculs) ce que vaut la matrice D de f dans la base B, et la formule qui la relie
aux matrices A et Q.

. Montrer que, Vn € N, A" = QD"Q~'. En déduire I'expression explicite de A™.

Exercice 3

L’objectif de ce probléme est d’étudier les fonctions solutions de ’équation différentielle (E) :
Yy + 2xy = 1. Les trois parties sont largement indépendantes, et la derniére question de la premiére
partie est un résultat technique qui sera indispensable pour une question ultérieure.

I. Généralités.

1.

. On pose dans toute la suite du probléme g(x) = e~

Résoudre I’équation homogéne associée a I’équation (E). Si on applique la méthode de varia-
tion de la constante pour chercher une solution particuliére de 1’équation (E), quel probléme

rencontre-t-on 7
X
2 2 . .
r e'” dt. Justifier rigoureusement que

0
g est une fonction de classe C* sur R, et que g est solution de (E).

3. Quelle est la parité de la fonction g ?

4. Exprimer toutes les solutions de ’équation (FE) en faisant intervenir la fonction g dans I'ex-

pression proposée.

. Calculer le développement limité & l'ordre 4 en 0 de la fonction g. En déduire une allure

possible de la courbe représentative de g au voisinage de 0.

. Soit h une fonction définie, continue et positive sur I'intervalle [0, +-o0o[ vérifiant de plus h(0) =

Oet lim h(z)=0. Montrer que h admet un maximum sur [0, 4+o0[.
r—r-+00



II. Développement limité des solutions de (FE).

Dans toute cette partie, f désigne une solution de I’équation (F).

1. Montrer rigoureusement que f est nécessairement de classe C*° sur R.

2. Que vaut f’(0)?
3. Justifier que f admet un développement limité a ’ordre n en 0, de la forme f(z Z apx”® +

o(z™). Rappeler I'expression de ay, en fonction de f*)(0).

4. Montrer que, pour tout entier naturel n, on a f"+2)(z) + 2z +D (z) + 2(n + 1) ™ (2) = 0.
En déduire une relation de récurrence sur les coefficients ay.

5 —1)P4Pp!
5. A T'aide de la question précédente, montrer que, pour tout entier p € N, agp41 = w
P !
. . . 1 ) . (—1)P4Ppl
On démontrerait de méme (ce qu'’il n’est pas demandé de faire) que ag, = Wf(O)
p)!

6. Donner le développement limité & l'ordre 3 en 0 de l'unique solution de (£) vérifiant f(0) = 1.
On précisera I’équation de la tangente & la courbe de cette solution en 0, ainsi que la position
relative de la courbe et de sa tangente au voisinage de 0.

ITI. Etude de la fonction g.

On reprend ici ’étude de la fonction g définie en question 1.2.

1. Montrer que, Vr > 0, ze —a? <g(z) <z

€T
2. Soit > 1, montrer que / e dt=" - / — dt (on pourra effectuer une IPP en
1
écrivant e’ sous la forme s tetz).
r er e 3¢ 3 [Tel
3. Par le méme type de calcul, montrer que el dt="—— 4 — 4 / — dt.
P ’ q/1 9r 4 4 ' 4), 1
et’
4. On pose pour cette question h(t) = ox

(a) Montrer que h est strictement croissante sur [1, 4+00].

T et2 z 1 x €t2 61’2
(b) En déduire que, si xz > 1, /1 Ty dt < h(m)/1 2 dt, puis que /1 7y dt el Bl B

(c) Déduire des questions précédentes un équivalent simple de g(z) en +oo.

5. Montrer que g admet un unique maximum atteint en un point b €0, +ool, et que g(b) = T

6. Tracer une allure crédible de la courbe représentative de g sur R (on pourra prendre b ~ 1
pour le tracé).



