
Devoir Surveillé n

o

4 : orrigé

MPSI Lyée Camille Jullian

9 déembre 2023

Exerie 0

On va bien sûr e�etuer un pivot de Gauss, en évitant d'e�etuer des opérations � dangereuses �

selon les valeurs de paramètre m. Comme x n'a auun oe�ient faisant intervenir m, on a intérêt

à éliminer d'abord x des deux dernières équations, e qui ne peut pas poser de problème (on se

permettra juste de ombiner L3 ave L2 plut�t qu'ave L1) :







2x + 3y + z = 4
−x + my + 2z = 5 L2 ← 2L2 + L1

7x + 3y + (m− 5)z = 7 L3 ← L3 + 7L2

⇔







2x + 3y + z = 4
(2m+ 3)y + 5z = 14
(7m+ 3)y + (m+ 9)z = 42 L3 ← 5L3 − (m+ 9)L2

Le oe�ient de y dans la dernière équation va devenir 5(7m + 3) − (m+ 9)(2m + 3) = 35m +
15 − 2m2 − 3m − 18m − 27 = −2m2 + 14m − 12, et la onstante vaudra 5 × 42 − 14(m + 9) =
210− 14m− 126 = 84− 14m. Quitte à tout diviser par −2 dans ette nouvelle équation, on obtient

le système équivalent :

⇔







2x + 3y + z = 4
(2m+ 3)y + 5z = 14

(m2 − 7m+ 6)y = 7m− 42

Le oe�ient m2−7m+6 a pour disriminant ∆ = 49−24 = 25, et s'annule pourm1 =
7− 5

2
= 1

et pour m2 =
7 + 5

2
= 6. Autrement dit, on peut le fatoriser sous la forme (m − 1)(m − 6) (on

remarquera que le membre de droite s'érivant 7(m− 6), il y a de la simpli�ation dans l'air). Il est

temps de distinguer des as, trois pour être préis :

• si m = 1, la dernière équation devient 0y = −35, le système est don inompatible, et S = ∅.
• si m = 6, la dernière équation devient 0y = 0, e qui est plus intéressant. On remonte le

système : L2 peut s'érire 21y + 5z = 14, soit y =
2

3
− 5

21
z, et la première donne 2x =

4 − z − 3y = 4 − z − 2 +
5

7
z, d'où x = 1 − 1

7
z. Finalement, le système a une in�nité de

solutions : S =

{(

1− 1

7
z,

2

3
− 5

21
z, z

)

| z ∈ R

}

.

• en�n, dans le as général, on aura après simpli�ation de L3 : (m− 1)y = 7, soit y =
7

m− 1
.

On remonte le système : 5z = 14−(2m+3)y = 14− 7(2m+ 3)

m− 1
= − 35

m− 1
, don z = − 7

m− 1
,

puis 2x = 4 − 3y − z = 4 − 21

m− 1
+

7

m− 1
=

4m− 18

m− 1
, don x =

2m− 9

m− 1
. Finalement, le

système est de Cramer, et S =

{(

2m− 9

m− 1
,

7

m− 1
,− 7

m− 1

)}

.
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Exerie 1

1. Dans e as, u1 =
−4
2

= −2, don u1 = u0. Par réurrene triviale, on aura un = −2 pour

tout entier n, la suite est don onstante égale à −2.
2. Si (un) onverge vers l, alors un+1 a aussi pour limite l, et on peut passer à la limite dans la

relation de réurrene dé�nissant la suite (un) : l =
3l + 2

l + 4
, don l2 + 4l = 3l + 2, ou enore

l2 + l − 2 = 0. Cette équation a pour disriminant ∆ = 1 + 8 = 9 et admet pour raines

l1 =
−1− 3

2
= −2 et l2 =

−1 + 3

2
= 1. Les seules limites possibles pour notre suite sont don

l = −2 (as déjà onstasté dans la première question) et l = 1 (as qui sera au moins réalisé

si u0 = 1, puisque la suite sera également onstante dans e as).

3. On proède bien sûr par réurrene, en posant Pn : un > −2. L'initialisation est donnée

par l'énoné. Supposons don que un > 2 pour un ertain rang n, alors un + 4 > 0 don

un+1 > −2 ⇔ 3un + 2 > −2un − 8, soit 5un > −10, e qui est vrai par hypothèse de

réurrene. On a bien prouvé l'hérédité, la propriété Pn est vraie pour tout entier naturel n.

4. C'est exatement le même prinipe qu'à la question préédente : on sait que un > −2, don
un + 4 > 0, alors un+1 > 1⇔ 3un + 2 > un + 4, soit 2un > 2, ou enore un > 1.

5. Calulons don un+1 − un =
3un + 2

un + 4
− un =

3un + 2− u2n − 4un
un + 4

=
−u2n − un + 2

un + 4
=

−(un − 1)(un + 2)

un + 4
(on a repris le alul de la question 2 pour fatoriser le numérateur).

Le dénominateur est ii toujours positif, de même que le fateur un + 2 (on rappelle que

un > −2). Le signe dépend don uniquement de elui de un− 1. On distingue don deux as :

• si u0 > 1, la question 4 permet de prouver (réurrene triviale) que, ∀n ∈ N, un > 1. On
en déduit alors que un+1 − un 6 0 (on n'oublie pas le signe − devant la fration), et la

suite (un) est alors déroissante.
• si −2 < u0 6 1, on aura un 6 1 (toujours d'après la question 4, et toujours pas réurrene
triviale, puisqu'on a démontré une équivalene à la question 4), et la suite sera roissante.

6. Si u0 > 1, la suite est déroissante minorée par 1, don elle onverge. Comme elle ne peut

manifestement pas onverger vers −2, on a don néessairement lim
n→+∞

un = 1. Si u0 = −2,
on a déjà vu que la suite était onstante, et onvergeait don vers −2. Si u0 ∈]− 2, 1], la suite

est roissante et majorée par 1, don onvergente. Elle ne peut pas onverger vers −2 ar elle

est minorée par u0 > −2, don on a à nouveau lim
n→+∞

un = 1. En fait, la seule valeur de u0

pour laquelle on a onvergene vers −2 est u0 = −2 (le point �xe −2 est répulsif, alors que le

point �xe 1 est attratif).

7. On alule vn+1 =
un+1 − 1

un+1 + 2
=

3un+2

un+4
− 1

3un+2

un+4
+ 2

=
2un − 2

5un + 10
=

2

5
× un − 1

un + 2
=

2

5
vn. On obtient bien

une suite géométrique de raison

2

5
.

8. Comme v0 =
u0 − 1

u0 + 2
, on peut simplement dire que vn =

(

2

5

)n

× u0 − 1

u0 + 2
. Ensuite, on repart

de la dé�nition de vn pour érire que vn(un + 2) = un − 1, don 2vn + 1 = un(1 − vn), puis

un =
2vn + 1

1− vn
. On peut remplaer vn par l'expression préédente mais ça n'a essentiellement

auun intérêt.
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Exerie 2

1. Calulons don (q− 1)Sn =

n
∑

k=0

kqk+1−
n
∑

k=0

kqk. On peut sans problème supprimer de haque

somme le premier terme (qui est nul à haque fois), et faire un déalage d'indie dans la

première somme pour simpli�er le tout : (q − 1)Sn =

n+1
∑

k=2

(k − 1)qk −
n
∑

k=1

kqk = nqn+1 +

n
∑

k=2

(k − 1)qk −
n
∑

k=2

kqk − q = nqn+1 − q −
n
∑

k=2

qk = nqn+1 − q − 1− qn+1

1− q
+ 1 + q = nqn+1 +

1 +
qn+1 − 1

1− q
=

nqn+1 − nqn+2 + 1− q + qn+1 − 1

1− q
=

(n+ 1)qn+1 − nqn+2 − q

1− q
. Finalement,

on obtient Sn =
q − (n+ 1)qn+1 + nqn+2

(1− q)2
.

2. Bien sûr, en dérivant simplement la somme, on a f ′(x) =
n
∑

k=0

kxk−1
, don Sn = qf ′(q). Or,

la fontion f peut s'expliiter puisqu'il s'agit d'une somme géométrique : ∀q 6= 1, f(x) =
1− xn+1

1− x
. La fontion f est don dérivable sur ] − ∞, 1[ et sur ]1,+∞[, et on peut tout

bêtement dériver le quotient : f ′(x) =
−(n+ 1)xn(1− x) + 1− xn+1

(1− x)2

=
(n+ 1)xn+1 − (n+ 1)xn + 1− xn+1

(1− x)2
=

1− (n+ 1)xn + nxn+1

(1− x)2
. On retrouve bien Sn =

qf ′(q) =
q − (n+ 1)qn+1 + nqn+2

(1− q)2
.

3. Calulons à l'aide d'un déalage d'indie :

n
∑

i=0

(

n
∑

k=i+1

qk

)

=

n
∑

i=0

n−i−1
∑

k=0

qk+i+1 =

n
∑

i=0

qi+1 ×

1− qn−i

1− q
=

n
∑

i=0

qi+1 − qn+1

1− q
=

q

1− q
×
(

1− qn+1

1− q
− (n+ 1)qn

)

=
q(1− qn+1 − (n+ 1)qn + (n+ 1)qn+1)

(1− q)2
=

q − (n+ 1)qn+1 + nqn+2

(1− q)2
. Inroyable, on retrouve

enore la même formule !

4. La réurrene est assez faile une fois qu'on a la formule. Pour n = 0, la somme est nulle

(elle ontient un seul terme égal à 0), et
q − (n+ 1)qn+1 + nqn+2

(1− q)2
=

q − q

(1− q)2
= 0, don

l'initialisation fontionne. Supposons la formule vraie au rang n, alors
n+1
∑

k=0

kqk =
n
∑

k=0

kqk +

(n + 1)qn+1 =
q − (n + 1)qn+1 + nqn+2

(1− q)2
+ (n+ 1)qn+1

=
q − (n+ 1)qn+1 + nqn+2 + (n+ 1)qn+1 − (2n+ 2)qn+2 + (n+ 1)qn+3

(1− q)2

=
q − (n+ 2)qn+2 + (n+ 1)qn+3

(1− q)2
, soit exatement la formule souhaitée au rang n + 1. La

formule est don héréditaire, elle est valable pour tout entier naturel n.

5. D'après les questions préédentes,

n
∑

k=0

k

2k
=

1

2
− n+1

2n+1 +
n

2n+2

(1− 1

2
)2

= 2−n+ 1

2n−1
+

n

2n
. Par roissane

omparée, lim
n→+∞

n+ 1

2n−1
= lim

n→+∞

n

2n
= 0, don lim

n→+∞

n
∑

k=0

k

2k
= 2.
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Problème : étude d'un ensemble de Julia.

A. Quelques généralités.

1. Supposons don que la suite (zn) onverge vers une limite l, alors lim
n→+∞

zn+1 = l, et en passant

à la limite dans la relation de réurrene dé�nissant zn, on obtient la relation l = l+ l2, don
l2 = 0, e qui implique évidemment l = 0.

2. Si z0 = 0, la suite est onstante égale à 0, don onverge ertainement vers 0. Si z0 = −1, 'est
à peine plus ompliqué puisqu'alors z1 = −1 + 1 = 0,e t la suite est dans e as stationnaire

égale à 0 à partir du rang 1, elle onverge don également vers 0.

3. Commençons par onstater que, par réurrene triviale, si a > 0, alors tous les termes de la

suite sont des réels stritement positifs. On peut alors aluler zn+1 − zn = zn + z2n − zn =
z2n > 0, don la suite est stritement roissante. Si elle était majorée, elle onvergerait vers

une limite réelle l > a > 0, e qui est impossible. La suite est don divergente et a /∈ D.

4. Si on pose z0 = −1−a, alors z1 = −1−a+(−1−a)2 = −1−a+1+2a+a2 = a2+a, autrement

dit z1 prend la même valeur que si z0 = a. Bien entendu tous les termes suivants des deux

suites seront alors égaux, et leur nature sera don identique. Si a < −1, alors −1−a > 0, don
la suite obtenue en partant de z0 = −1− a diverge, et elle obtenue pour z0 = a également.

5. Le plus simple est d'étudier la fontion f : a 7→ a + a2 sur l'intervalle ] − 1, 0[. La fontion

est dérivable, et f ′(a) = 1 + 2a, don f est déroissante puis roissante, ave pour minimum

f

(

−1

2

)

= −1

2
+

1

4
, et pour maximum f(−1) = f(0) = 0 (qui sont tehniquement des limites

si f est dé�nie sur l'intervalle ouvert). Cela prouve bien que f(] − 1, 0[) =

[

−1

4
, 0

[

. Par

réurrene triviale, on a bien −1

4
6 zn < 0 dans e as ('est vrai pour n = 1 d'après le alul

préédent, et si zn ∈
[

−1

4
, 0

[

, alors a fortiori zn ∈]− 1, 0[, don zn+1 = f(zn) ∈
[

−1

4
, 0

[

. La

suite est alors bornée, et elle est toujours roissante, puisque zn+1 − zn = z2n qui est toujours

positif quand zn est un réel. Elle onverge don (néessairement vers 0).

6. On a traité tous les as : si a < −1 ou a > 0, la suite diverge. Si a ∈]−1, 0[, la suite onverge,

et si a = −1 ou a = 0 elle onverge également. Finalement, les valeurs pour lesquelles elle

onverge sont elles de l'intervalle [−1, 0].
7. Comme la onjugaison est ompatible ave le produit et la somme, on aura toujours z + z2 =

z+ z2. Par réurrene triviale, les termes des deux suites obtenus à partir de z0 = a et z0 = a
seront don toujours onjugués. Or, si la suite (zn) onverge vers l = a + ib, alors la suite

(zn) onverge vers l = a− ib, et réiproquement. La nature des deux suites est don la même.

L'ensemble D est don symétrique par rapport à l'axe réel (si a ∈ D, alors a, qui est le

symétrique de a par rapport à et axe, est aussi dans D).

8. Les points d'a�xe a et −1− a dans le plan omplexe sont symétriques par rapport au point

d'a�xe −1

2
(en e�et, leur moyenne

a+ (−1− a)

2
est toujours égale à −1

2
). L'ensemble D est

don lui aussi symétrique par rapport à e point. Combinée à la symétrie par rapport à l'axe

réel, on en déduit une troisième symétrie par rapport à la droite � vertiale � orrespondant

à Re(z) = −1

2
.

B. Un enadrement de l'ensemble D.

1. En ayant posé z = a+ ib, on alule z+ z2 = a+ ib+a2+2iab− b2 = a+a2− b2+ i(b+2ab).

L'hypothèse a ∈]−1, 0[ implique que a+a2 ∈
[

−1

4
, 0

[

(question A.5). De plus, −3

4
< −b2 6 0
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ave l'hypothèse faite z ∈ E. On peut don additionner les enadrement pour en déduire que

−1 < a + a2 − b2 < 0 (on obtient bien des inégalités strites des deux �tés), e qui prouve

que la partie réelle de z+z2 est dans le bon intervalle. La partie imgainaire, elle, peut s'érire

sous la forme b(1+2a). Or, −2 < 2a < 0, don −1 < 1+2a < 1. Autrement dit, |1+2a| < 1,

don |b(1 + 2a)| < |b|, e qui assure que notre partie imaginaire reste omprise entre −
√
3

2
et

√
3

2
. Finalement, z + z2 est bien dans E.

2. Si z0 ∈ E (l'énoné utilisait la notation a pour désigner deux hoses di�érentes, e qui n'est

pas très malin), une réurrene évidente à partir du résultat de la question préédente montre

que zn ∈ Z pour tout indie n. Le alul e�etué sur les parties imaginaires prouve alors que

|bn+1| = |bn| × |1+2an| < |bn|. La suite (|bn|) est don bien stritement déroissante. Comme

elle est évidemment minorée par 0 (elle est onstituée de résl positifs !), elle onverge.

3. Supposons don que (|bn|) onverge vers une limite l 6= 0, alors |bn+1| onverge aussi vers l,

et on peut e�etuer le quotient dans la relation préédente : |1 + 2an| =
|bn+1|
|bn|

a pour limite

1. Problème, on ne onnaît pas le signe de |1+2an|, don on ne peut pas prétendre que ette

expression a une limite. Pour ontourner, élevons au arré : (1+ 2an)
2 = |1+ 2an|2 va tendre

vers 1, don en développant, lim
n→+∞

4an+4a2n = 0, puis lim
n→+∞

an+a2n = 0. Or, on a alulé plus

haut an+1 = an + a2n− b2n. On aurait don lim
n→+∞

an+1 = 0− l2 = −l2. Autrement dit, la suite

(an) onvergerait vers −l2, don an + a2n onvergerait vers −l2 + l4. Comme on sait déjà que

ette même suite est ensée avoir une limite nulle, on en déduit (en�n) la relation l4− l2 = 0,
soit l2(l − 1)(l + 1) = 0. Les seules valeurs possibles pour l sont don l = 0 (évidemment

exlue puisqu'on a justement fait l'hypothèse l 6= 0), l = 1 et l = −1. Mais es deux dernières

hypothèses sont inomptibles ave le fait que −
√
3

2
< bn <

√
3

2
. Auune possibilité n'est don

ohérente, e qui prouve par l'absurde que l = 0.

4. Par dé�nition, |zn+1| = |zn + z2n| = |1 + zn| × |zn|. On sait déjà que la suite (|bn|) est

déroissante, on peut don a�rmer que b2
n+1 6 b2n. On en déduit que b2

n+1+an+1 6 b2n+an−1.

Comme an+1 = an + a2n − b2n, en déoule la majoration b2
n+1 + an+1 6 b2n + an + a2n − b2n =

an + a2n 6 0 d'aprèes les aluls déjà e�etués (question A.5 enore et toujours). On peut

alors érire que |1 + zn|2 = (1+ an)
2 + b2n = 1+ 2an + a2n + b2n 6 1 ar on sait d'une part que

an + a2n 6 0, et de plus que b2n + an 6 0. De ette inégalité déoule le fait que |zn+1| 6 |zn|,
don que la suite des modules est déroissante. Comme elle est bien entendu minorée par 0,
elle onverge don.

On sait don désormais que la suite (a2n + b2n) onverge (en tant que arré du module de zn).
Comme (b2n) onverge (vers 0), (a2n) onverge don aussi, et omme an est toujours négatif,

(an) onverge néessairement (le seul as où une suite diverge alors que son arré onverge

serait le as d'une aleternane de signes, ave deux limites de sous-suites opposées). Autrement

dit, (an) et (bn) onvergent toutes les deux, don zn également. La limite de la suite (zn) est
aessoirement nulle, puisqu'il s'agit toujours de la seule limite possible pour ette suite.

5. Là enore, l'hypothèse est que |z0| > 2 (et pas que la partie réelle de z0 est supérieure ou égale

à 2, e qui serait toutefois une restrition du as souhaité qui fontionnerait quand même).

On va simplement prouver par réurrene que |zn| > 2. C'est vrai pour n = 0 par hytpohèse.

Supposons que |zn| > 2, alors par inégalité triangulaire, |zn + 1| > |zn| − 1 > 1 ('est le sens

inhabituel de l'inégalité triangulaire), don |zn+1| = |zn + 1| × |zn| > |zn| > 2, e qui prouve

l'inégalité au rang n+1 et ahève la réurrene. La suite (zn), si elle onvergeait, onvergerait
forément vers 0, e qui est impossible quand |zn| > 0. One ne peut don pas avoir a ∈ D.

6. S'il existe un entier n0 pour lequel |zn0
| > 2, e sera le as pour tous les entiers supérieurs à n0

en exploitant le même raisonnement qu'à la question préédente. Il su�t don de vér�er que
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|z1| > 2. Or, si on avait |z1| = 2, on aurait |z0| = 2 et |z0 + 1| = 1 (toujours en exploitant la

relation |zn+1| = |1+ zn| × |zn|. Autrement dit, le point d'a�xe zn appartiendrait à la fois au

erle entré en l'origine et de rayon 2, et au erle entré en −1 et de rayon 1. Le seul point

d'intersetion entre es deux erles est elui d'a�xe −2. Or, si z0 = −2, z1 = −2 + 4 = 2,
puis z2 = 2+4 = 6. L'énoné raontait don une nouvelle fois n'importe quoi, il y a bien une

valeur de a pour laquelle |z1| = 2, par ontre l'inégalité devient strite pour tout le monde à

partir de n = 2.

7. Posons don q = |z2| − 1, qui est stritement supérieur à 1 d'après le raisonnement de la

question préédente. Toujours en exploitant l'inégalité triangulaire, on aura, pour tout entier

n > 2, |zn + 1| > |zn| − 1 > q (rappelons que la suite des modules étant roissante, on aura

bien |zn| > |zn|), don |zn+1| > q|zn|. Par une réurrene triviale, on en déduit que, ∀n > 2,
|zn| > qn−2 × |z2|, e qui su�t à prouver que lim

n→+∞

|zn| = +∞ (puisque q > 1).

8. On sait déjà que D inlut l'ensemble E, qui est un retangle déjà symétrique par rapport aux

deux droites et au point signalé dans la première partie du problème. On sait également que

D est inlus dans le disque ouvert entré en 0 de rayon 2 (on vient de prouver que les nombres

omplexes n'appartenant pas à e disque ne pouvaient pas donner des suites onvergentes).

Ce disque, lui, est bien symétrique par rapport à l'axe réel, mais pas par rapport à la droite

d'équation Re(z) = −1

2
. On peut don également a�rmer que D est inlus dans le disque

ouvert symétrique entré en −1 et de rayon 2. Autrement dit, on obtient la �gure suivante

(le retangle bleu est inlus dans D, la lunule rouge délimite la zone maximale dans laquelle

est inlus D, et la zone hahurée en vert est don elle dans laquelle se situe la frontière de

l'ensemble D) :

0 1 2−1−2−3

0

1

2

−1

−2

9. On a déjà alulé plus haut les parties réelles et imaginaires de z + z2. L'ensemble E′
est

don dé�ni par les inéquations suivantes (en reprenant les notations plus lassiques x pour

l'absisse et y pour l'ordonnée) : −1 < x + x2 − y2 < 0 et −
√
3

2
< (1 + 2x)y <

√
3

2
. En

pratique, toutes les ourbes orrespondantes sont des hyperboles tangentes au retangle E.

Bien sûr, si a ∈ E′
, alors la suite dé�nie par z0 = a véri�e z1 ∈ E (par dé�nition !), don

onverge vers 0 (on a simplement déalé les termes). C'est pour ela que E′ ⊂ D. De même,

en posant f(z) = z+ z2, les antéédents par f des éléments de E′
, puis les antéédents de es

antéédents, et ainsi de suite, appartiennent tous à l'ensemble D. C'est de ette façon qu'on

onstruit des sous-ensembles de plus en plus grands ontenus dans D. Symétriquement, H est

inlus dans le omplémentaire de D (pour la même raison : si z0 ∈ H, alors |z1| > 2, et on
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sait qu'à partir de e point la suite diverge), de même que les antéédents par f des éléments

de H et ainsi de suite, e qui permettrait ette fois d'approher D � par l'extérieur �. Pour

obtenir des équations de H, on veut simplement que |z + z2| > 2, soit |z + z2|2 > 4, don
(x+x2−y2)2+(y+2xy)2 6 4. Pour le oup, ça ne ressemble à rien de sympathique même quand

on maîtrise un peu plus que vous les ourbes lassiques dans le plan. En�n si, ça ressemble

à une sorte d'ellipse � de degré 4 �. Aessoirement, ette ourbe est déjà symétrique par

rapport à la droite d'équation x = −1

2
, pas besoin de rajouter quoi que e soit ('est normal,

puisque les valeurs de a pour lesquelles |f(a)| > 2 véri�ent néessairement |f(−1 − a)| > 2,
puisque la valeur du deuxième terme des suites orrespondantes est identique).

Dans le nouveau graphique i-dessous, j'ai rajouté par rapport au premier dessin les hyperboles

en rose pointillé (tous les points à l'intérieur de la zone délimitée autour du retangle par des

moreaux de es hyperboles appartiennent don à D), et en orange pointillé l'espèe d'ellipse

extérieure dans laquelle D est inlus.

0 1 2−1−2−3

0

1

2

−1

−2

Et quand même, pour vous donner une idée de e à quoi ressemble vraiment l'ensemble, qui

est une belle fratale, en voii un aperçu piqué ailleurs (le format de mes images fait que 'est

assez mohe, vous n'aurez pas de mal à trouver l'original nettement plus joli sur le web en

herhant simplement � ensemble de Julia �) :
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