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Une équation di�érentielle, ave traé de ourbe intégrale.

1. La normalisation de l'équation impose d'éliminer la valeur x = 0 (le fateur 1+ln2(x) ne pose
pas de problème puisqu'il est stritement positif). De plus, la présene de ln dans l'équation

limite déjà la résolution à R
+
. On va don résoudre notre équation sur l'intervalle ]0,+∞[.

2. Après normalisation, on herhe à résoudre l'équation y′ +
2 ln(x)

x(1 + ln2(x))
=

1

x(1 + ln2(x))
.

La fontion x 7→
2 ln(x)

x(1 + ln2(x))
étant ontinue sur ]0,+∞[, elle y admet néessairement des

primitives. Comme elle de la forme

f ′

f
, ave f(x) = 1+ln2(x) (qui a bien pour dérivée f ′(x) =

2 ln(x)

x
), on peut prendre omme primitive la fontion x 7→ ln(1 + ln2(x)). Les solutions de

l'équation homogène sont alors toutes les fontions de la forme yh : x 7→ Ke− ln(1+ln2(x)) =
K

1 + ln2(x)
, ave K ∈ R.

3. On va don herhe une solution partiulière de (E) sous la forme yp(x) =
K(x)

1 + ln2(x)
, e qui

implique y′p(x) =
K ′(x)(1 + ln2(x))− 2K(x) ln(x)

x

(1 + ln2(x))2
. La fontion est don solution de (E) (en

reprenant la forme initiale de l'équation) si xK ′(x) −
2K(x) ln(x)

1 + ln2(x)
+

2 ln(x)K(x)

1 + ln2(x)
= 1, don

si K ′(x) =
1

x
. On peut hoisir K(x) = ln(x), e qui revient à dire que yp(x) =

ln(x)

1 + ln2(x)
.

4. Les solutions de (E) sont les fontions de la forme y(x) =
ln(x) +K

1 + ln2(x)
, ave K ∈ R.

5. En fatorisant numérateur et dénominateur par ln(x), on peut érire y(x) =
1 + K

ln(x)

ln(x) + 1
ln(x)

et il n'y a plus de forme indéterminée : indépendamment de la valeur de K, on a toujours

lim
x→0

y(x) = 0 et lim
x→+∞

y(x) = 0.

6. La ondition initiale impose K = 1, don y(x) =
ln(x) + 1

1 + ln2(x)
. On notera f ette fontion pour

l'étude de la dernière question.

7. Les limites de f ont déjà été alulée plus haut. De plus, f est dérivable sur ]0,+∞[, de

dérivée f ′(x) =
1+ln2(x)

x
− 2 ln2(x)

x
+ 2 ln(x)

x

(1 + ln2(x))2
=

1− 2 ln(x)− ln2(x)

x(1 + ln2(x))2
. Cette dérivée est du signe

de 1 − 2 ln(x) − ln2(x). En posant X = ln(x), on obtient une équation du seond degré de

disriminant ∆ = 8, admettant pour raines X1 =
2−

√
8

−2
=

√
2 − 1 et X2 =

2 +
√
8

−2
=

1



−1−
√
2. La dérivée s'annule don lorsque x = e

√
2−1

et x = e−1−
√
2
, et sera positive entre es

deux valeurs. On peut aluler f(e
√
2−1) =

√
2− 1 + 1

1 + (
√
2− 1)2

=

√
2

4− 2
√
2
=

1

2
√
2− 2

=

√
2 + 1

2
.

De même, f(e−
√
2−1) =

−
√
2

4 + 2
√
2

=
1−

√
2

2
. On peut aussi aluler failements les valeurs

f(e) =
1 + 1

1 + 1
= 1, f

(

1

e

)

= 0 et f(1) = 1 si on le souhaite. Voii le tableau de variations de

la fontion :

x 0 e−
√
2−1 e

√
2−1 +∞

f ′(x) − 0 + 0 −

f 0
❍❍❍❥ 1−

√
2

2

�✒
�

�

√
2+1
2 ❍❍❍❥ 0

Une allure de ourbe, en bleu sur la �gure. On a traé dans d'autres ouleurs les allures d'autres

ourbes intégrales assoiées à ette équation, e qui n'était pas demandé dans l'énoné (K = 0 en

rouge, K = −2 en orange, K = 2 en violet et K = 4 en marron) :
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