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Étude d'une famille de fon
tions.

1. La fon
tion fn est dé�nie sur [−2,+∞[. En +∞ on est en présen
e d'une belle forme indéter-

minée puisque lim
x→+∞

e−nx = 0 lorsque n > 1, et lim
x→+∞

√
x+ 2 = +∞. Pas d'autre moyen pour

l'instant que d'invoquer une 
roissan
e 
omparée pour expliquer que 
'est l'exponentielle qui

va l'emporter, et qu'on aura don
 lim
x→+∞

fn(x) = 0.

2. Si on veut être pré
is, la fon
tion f1 : x 7→
√
x+ 2e−x

n'est dérivable que sur ] − 2,+∞[.

Sur 
et intervalle, on 
al
ule don
 f ′
1(x) =

1

2
√
x+ 2

e−x −
√
x+ 2e−x =

e−x − 2(x+ 2)e−x

2
√
x+ 2

=

e−x(−2x− 3)

2
√
x+ 2

après une subtile mise au même dénominateur. Le seul fa
teur n'étant pas

toujours positif dans 
ette dérivée est −2x− 3, qui s'annule pour x = −3

2
, et est positif sur

]

−2,−3

2

[

. La fon
tion f1 admettra don
 un maximum en −3

2
, de valeur

√

1

2
e

3

2 = e

√

e

2
,

superbe valeur qu'on peut (à la main) essayer d'appro
her 
omme suit : on sait que e ≃ 2.7,

don


e

2
≃ 1.35 et

√

e

2
≃ 1.2 (on sait que

√
121 = 11 et

√
144 = 12, don


√
135 est sûrement

plus pro
he de 12 que de 11, et on divise par 10), soit f1

(

−3

2

)

≃ 3.15. Bon, environ 3, 
'est

déjà pas mal. On n'a rien de plus à 
al
uler pour dresser le tableau, puisque bien entendu

f1(−2) = 0 :

x −2 −3

2
+∞

f1

0

✟✯
✟

✟

e
√

e

2❍
❍
❍❥ 0

3. Pas de forme indéterminée i
i, lim
x→−2

e−x(−2x − 3) = e2 > 0 et lim
x→−2

√
x+ 2 = 0, don


lim
x→−2

f ′
1(x) = +∞ (tout est positif). Puisque les valeurs de la dérivée 
orrespondent aux


oe�
ients dire
teurs des tangentes à la 
ourbe, on peut don
 en déduire que les tangentes, et

don
 la 
ourbe elle-même, deviennent � de plus en plus verti
ales � quand on se rappro
he de

−2. En fait, on pourra même en déduire plus pré
isément quand on sera un peu plus savants

que la 
ourbe admet en son point d'abs
isse −2 une tangente verti
ale.

4. C'est exa
tement pareil que pour la fon
tion f1, on dérive puis on met au même dénominateur :

f ′
n
(x) =

e−nx

2
√
x+ 2

− n
√
x+ 2e−nx =

e−nx(1− 2n(x+ 2))

2
√
x+ 2

. Cette dérivée est du signe de

1 − 2nx − 4n, elle s'annule en x =
1− 4n

2n
= −2 +

1

2n
. La fon
tion admet pour maximum

1



fn

(

−2 +
1

2n

)

=

√

1

2n
e2n−

1

2 =
e2n√
2ne

. Le tableau de variations est très similaire à 
elui de

f1 :

x −2 −2 + 1

2n
+∞

fn

0

✟✯
✟

✟

e
2n

√
2ne ❍

❍
❍❥

0

5. Toutes les 
ourbes se 
oupent déjà au point de 
oordonnées (−2, 0). Ensuite, il faut résoudre
l'équation f1(x) = f2(x), soit

√
x+ 2e−x =

√
x+ 2e−2x

. Puisqu'on a déjà géré le 
as de la

valeur x = −2, on peut simpli�er et obtenir ex = 1, soit x = 0. Les deux 
ourbes se 
oupent

don
 également lorsque x = 0, à l'ordonnée f1(0) = f2(0) =
√
2. C'est exa
tement le même


al
ul dans le 
as général, et on obtient les deux mêmes points d'interse
tion.

6. La seule 
hose qui nous manque, 
'est une valeur appro
hée du maximum de f2, qui est atteint

pour x = −7

4
. Ce maximum vaut

e4√
4e

. Bon, 4e est un peu plus grand que 10, sa ra
ine 
arrée

est don
 un peu plus grande que 3. Pour le numérateur, 
'est nettement plus gros, on sait que

e ≃ 2.7, 
e qui donne un e2 plus grand que 7, et e4 de l'ordre de 50. Le quotient est don
 plus
ou moins loin de 17 (en fait 16.56). Voi
i l'allure des deux 
ourbes, ave
 bien sûr les tangentes

horizontales et verti
ales (C1 en bleu, C2 en rouge, les points d'interse
tion en vert) :
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