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Vrai-Faux

1. Faux, 'est vrai seulement si les bornes sont dans le bon sens, don si a 6 b (ok, 'est un piège

immonde).

2. Vrai, 'est l'approximation des fontions ontinues par les fontions en esalier.

3. Faux, il faut que f soit positive pour que e résultat soit vrai.

4. Vrai, elle est faite pour fontionner pour les polyn�mes de degré 2, mais en fait ça marhe

aussi au degré 3.

5. Faux, l'ordre de la dérivée est n+ 1 dans la formule.

Exerie 1 (**)

1. On e�etue une intégration par parties en posant v′(x) = x2 et u(x) = lnx, don v(x) =
x3

3

et u′(x) =
1

x
, pour obtenir I1 =

∫ e

1
x2 lnx dx =

[

x3

3
lnx

]e

1

−
∫ e

1

x2

3
dx =

e3

3
−
[

x3

9

]e

1

=

e3

3
− e3

9
+

1

9
=

2e3 + 1

9
.

2. Sur [1; e], 0 6 lnx 6 1, don 0 6 (lnx)n+1 6 (ln x)n. En déoule 0 6 x2(lnx)n+1 6 x2(ln x)n,
puis par intégration 0 6 In+1 6 In. La suite (In) est déroissante.

3. La suite est déroissante minorée par 0, elle onverge.

4. Le plus simple est d'étudier la fontion f : x 7→ lnx − x

e
. On a f ′(x) =

1

x
− 1

e
, qui est

positif sur l'intervalle [1; e]. La fontion f est don roissante sur [1; e], et f(e) = 0, don f

est négative sur [1; e]. On en déduit que In 6

∫ e

1
x2
(x

e

)n

=
1

en

∫ e

1
xn+2 dx =

1

en(n+ 3)
. La

majoration alulée tendant vers 0, le théorème des gendarmes s'applique, et (In) onverge
vers 0.

5. Il s'agit bien sûr d'une intégration par parties, ave u′(x) = x2 et v(x) = (lnx)n+1
:

In+1 =

[

x3

3
(lnx)n+1

]e

1

−
∫ e

1

x2

3
(n+1)(ln x)n =

e3

3
− n+ 1

3
In. En faisant tendre n vers +∞,

on a don lim
n→+∞

n+ 1

3
In =

e3

3
, don lim

n→+∞
nIn = lim

n→+∞
e3 − In = e3.

Exerie 2 (**)

1. Calulons don : u0 =

∫ 1

0

1

2 + t
dt = [ln(2 + t)]10 = ln 3 − ln 2 = ln

(

3

2

)

(≃ 0.4) ; u1 =

∫ 1

0

1

1 + 2t
dt =

[

1

2
ln(1 + 2t)

]1

0

=
ln 3

2
(≃ 0.55) ; en�n, u2 =

∫ 1

0

1

1 + t+ t2
dt =

∫ 1

0

1

(t+ 1
2)

2 + 3
4

dt =

1



4

3

∫ 1

0

1

( 2√
3
(t+ 1

2))
2 + 1

dt =
4

3

[√
3

2
arctan

(

2√
3

(

t+
1

2

))

]1

0

=
2√
3

(

arctan(
√
3)− arctan

(

1√
3

))

=

2√
3

(π

3
− π

6

)

=
π

3
√
3
(≃ 0.6).

2. Pour tout t dans [0; 1], on a tn+1 6 tn, don 1+ t+ tn+1 6 1+ t+ tn puis (tout étant positif)

1

1 + t+ tn+1
>

1

1 + t+ tn
. En intégrant ette inégalité entre 0 et 1, on obtient un+1 > un, la

suite (un) est don roissante.

3. Il faut réussir à majorer intelligemment e qui se trouve sous l'intégrale, en l'ourene en

onstatant que ∀t ∈ [0; 1], 1+ t+ tn > 1+ t, don
1

1 + t+ tn
6

1

1 + t
. En intégrant l'inégalité,

on obtient un 6

∫ 1

0

1

1 + t
dt = [ln(1 + t)]10 = ln 2 (la majoration doit être guidée par le fait

qu'on veut obtenir ln(2) à la �n).

4. La suite (un) est don roissante et majorée, elle onverge.

5. En utilisant le alul fait un peu plus haut, on a ln 2− un =

∫ 1

0

1

1 + t
dt−

∫ 1

0

1

1 + t+ tn
dt =

∫ 1

0

1

1 + t
− 1

1 + t+ tn
dt.

6. Il su�t d'arriver à majorer e qui se trouve sous l'intégrale :

1

1 + t
− 1

1 + t+ tn
=

1 + t+ tn − (1 + t)

(1 + t)(1 + t+ tn)
=

tn

(1 + t)(1 + t+ tn)
. Or, e magni�que dénominateur est ertainement plus grand que 1 quand

t ∈ [0; 1], don
1

1 + t
− 1

1 + t+ tn
6 tn, et en intégrant ette inégalité on a ln 2 − un 6

∫ 1

0
tn dt =

[

tn+1

n+ 1

]1

0

=
1

n+ 1
.

7. On a vu plus haut que un 6 ln 2, don ln 2−un > 0. Comme on vient de majorer par ailleurs

ette même expression par quelque hose qui tend vers 0, un oup de théorème des gendarmes

nous donne lim
n→+∞

(ln 2− un) = 0, 'est-à-dire lim
n→+∞

un = ln 2.

Exerie 3 (*)

1. Allons-y : I0 =

∫ 1

0

1

1 + t
dt = [ln(1+ t)]10 = ln(2), puis I1 =

∫ 1

0

t

1 + t
dt =

∫ 1

0
1− 1

1 + t
dt =

1 − I0 = 1 − ln(2), et en�n I2 =

∫ 1

0

t2

1 + t
dt =

∫ 1

0

t2 + t

1 + t
− t

1 + t
dt =

∫ 1

0
t dt − I2 =

[

t2

2

]1

0

− (1− ln(2)) =
1

2
− 1 + ln(2) = ln(2) − 1

2
.

2. Même pas besoin de s'embêter à déterminer la monotonie de la suite (qui est en l'ourene

déroissante) : omme

1

1 + t
6 1 sur [0, 1], on peut enadrer In en érivant 0 6 In 6

∫ 1

0
tn dt =

[

tn+1

n+ 1

]1

0

=
1

n+ 1
. Il ne reste plus qu'à appliquer le théorème des gendarmes pour onlure

que lim
n→+∞

In = 0.

3. Pour une fois, inutile de faire une intégration par parties, il vaut mieux proéder astu-

ieusement en généralisant les aluls de la première question : In+1 =

∫ 1

0

tn+1

1 + t
dt =

∫ 1

0

tn+1 + tn

1 + t
dt− In =

∫ 1

0
tn dt− In =

1

n+ 1
− In.

2



4. Méthode � ave les mains � : I0 = 1 − I1 = 1 − 1

2
+ I2 = · · · =

n
∑

k=0

(−1)k+1

k
+ (−1)nIn.

Autrement dit, ln(2) = Sn + (−1)nIn, ou enore Sn = ln(2) + (−1)n+1In.

5. Il n'y a plus rien à faire d'autre que de onstater : lim
n→+∞

Sn = ln(2).

Exerie 4 (**)

1. On ommene tranquillement : I0 =

∫ π

4

0
1 dx =

π

4
. À peine plus di�ile, I2 =

∫ π

4

0

1

cos2(x)
dx =

[tan(x)]
π

4
0 = 1.

2. On veut don aluler I1 =

∫ π

4

0

1

cos(x)
dx, en posant t = sin(x) (e qu'on a le droit de

faire puisque la fontion sin est bien une bijetion de lasse C1
sur l'intervalle d'intégration),

e qui donnera dt = cos(x) dx. Les bornes vont devenir sin(0) = 0 et sin
(π

4

)

=

√
2

2
.

De plus, on peut érire

1

cos(x)
dx =

cos(x)

cos2(x)
dx =

1

1− sin2(x)
× cos(x) dx =

1

1− t2
dt.

On a don I1 =

∫

√
2

2

0

1

1− t2
dt. Reste à déomposer en éléments simples, e qu'on peut

faire à oups d'astues ignobles pour s'éviter un petit alul :

1

1− t2
=

1 + t+ 1− t

2(1 + t)(1− t)
=

1

2(1 + t)
+

1

2(1 − t)
. Don I1 =

∫

√
2

2

0

1

2(1 + t)
+

1

2(1− t)
dt =

1

2
[ln(1 + t) − ln(1 − t)]

√
2

2
0 =

1

2

(

ln

(

1 +

√
2

2

)

− ln

(

1−
√
2

2

))

=
1

2
ln

(

2 +
√
2

2−
√
2

)

=
1

2
ln

(

(2 +
√
2)2

4− 2

)

=
ln(3 + 2

√
2)

2
.

Les plus malins remarqueront que (1 +
√
2)2 = 3+ 2

√
2, et don que I1 = ln(1 +

√
2) (e qui

n'est pas vraiment beauoup mieux si on herhe une valeur expliite).

3. On alule bêtement In+1 − In =

∫ π

4

0

1

cosn+1(x)
dx −

∫ π

4

0

1

cosn(x)
dx =

∫ π

4

0

1− cos(x)

cosn+1(x)
dx.

La fontion à l'intérieur de l'intégrale étant positive (puisque cos(x) 6 1, et cosn+1(x) est

positif sur notre intervalle d'intégration), la positivité de l'intégrale permet d'a�rmer que

In+1 − In > 0, et don que la suite (In) est roissante. Tout e qu'on peut en déduire, 'est

qu'elle admettra néessairement une limite (�nie ou in�nie), mais omme on ne peut pas la

majorer de façon évidente, on s'en tiendra là.

4. Érivons don In =

∫ π

4

0

cos2(x)

cosn+2(x)
dx =

∫ π

4

0

1− sin2(x)

cosn+2(x)
dx = In+2 −

∫ π

4

0

sin2(x)

cosn+2(x)
dx.

E�etuons une IPP (intelligente !) sur e dernier moreau en posant u(x) = sin(x), don

u′(x) = cos(x), et v′(x) =
sin(x)

cosn+2(x)
, pour prendre v(x) =

1

(n+ 1) cosn+1(x)
. On trouve alors

∫ π

4

0

sin2(x)

cosn+2(x)
dx =

[

sin(x)

(n+ 1) cosn+1(x)

]
π

4

0

−
∫ π

4

0

1

(n+ 1) cosn(x)
dx =

1√
2

(n+ 1)× 1√
2
n+1

−

In
n+ 1

. Finalement, on a In = In+2−
√
2
n

n+ 1
+

In
n+ 1

, e qui donne bien In+2 =

√
2
n

n+ 1
+

nIn
n+ 1

.

5. On sait que In > 0 (intégrale d'une fontion positive), don In+2 >

√
2
n

n+ 1
, membre de droite

qui a une limite in�nie quand d tend vers +∞. Celà su�t à a�rmer que lim
n→+∞

In = +∞.
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Exerie 5 (***)

Je vous sens tous venir ave votre réurrene, oubliez-là, ça ne sert à rien. Observer e qui se

passe pour les petites valeurs de n peut être utile. Ainsi, pour n = 0, le résultat est une onséquene
du fait qu'une fontion (non nulle) de signe onstant sur un intervalle ne peut pas avoir une intégrale

nulle. Pour n = 1, raisonnons par l'absurde en supposant que f ne s'annule qu'une seule fois, disons

en c. Alors la fontion est (par exemple) stritement positive sur [0, c] et stritement négative sur

[c, 1] (si 'est le ontraire, on prend −f qui véri�e également les hypothèses de l'énoné). L'astue est

alors de onstater que la fontion g : t 7→ (c − t)f(t) est de signe onstant sur [0, 1], en l'ourene

positive (puisque les deux fateurs sont positifs si t 6 c et les deux sont positifs si t > c). Pourtant,
∫ 1

0
(t− c)f(t) dt =

∫ 1

0
tf(t) dt− c

∫ 1

0
f(t) fdt = 0− c×0 = 0. La fontion n'étant pas tout le temps

nulle sur [0, 1], on tient une absurdité.

Généralisons e résultat, en raisonnant par l'absurde dans le as général. Supposons que f s'annule

exatement n fois (si elle s'annule moins, 'est enore plus faile) en c1 < c2 < . . . cn en hangeant

de signe à haque fois (si f ne hange pas de signe, on enlève purement et simplement la valeur

orrespondante). Notons alors P = (t − c1)(t − c2) . . . (t − cn). Ce polyn�me hange lui aussi de

signe en c1, c2, . . ., cn, dont le produit Pf(t) est de signe onstant sur [0, 1]. Pourtant, son intégrale

est nulle. En e�et, quel que soit le polyn�me P =

n
∑

k=0

aiX
i
de degré n (ou moins), par linéarité de

l'intégrale,

∫ 1

0
P (t)f(t) dt =

n
∑

k=0

ai

∫ 1

0
tif(t) dt = 0. Là enore, on a une ontradition, la fontion

f ne peut don pas s'annuler moins de n+ 1 fois.

Exerie 6 (***)

• La fontion f est dé�nie sur R puisque la fontion qu'on intègre est dé�nie partout. Par

ailleurs, la fontion intégrée est paire, e qui permet de prouver que f est impaire : en faisant

le hangement de variables u = −t, f(−x) =

∫ −4x

−x

e−t2 dt =

∫ 4x

x

−e−u2
du = −f(x). En

notant g(t) = e−t2
et G une primitive de g, on peut érire f(x) = G(4x) − G(x), don

f ′(x) = 4g(4x) − g(x) = 4e−16x2 − e−x2
= e−x2

(4e−15x2 − 1). La dérivée s'annule lorsque

e−15x2
=

1

4
, soit −15x2 = −2 ln(2), don x = ±

√

2 ln(2)

15
. La seule limite à aluler est en +∞,

si x > 0 on peut majorer e−t2
par e−x2

sur [x, 4x], don 0 6 f(x) 6

∫ 4x

x

e−x2
dt = 3xe−x2

,

qui a une limite nulle en +∞ par roissane omparée. Le théorème des gendarmes permet

alors de onlure que lim
x→+∞

f(x) = 0. On peut résumer es informations dans le tableau de

variations suivant (inutile d'essayer de aluler les valeurs des extrema, on note x1 et −x1
leurs absisses pour simpli�er) :

x −∞ −x1 0 x1 +∞

f 0
❍
❍
❍❥−f(x1)

✟✯
✟

✟

0

✟✯
✟

✟

f(x1)
❍
❍
❍❥ 0

Et voii une allure de la ourbe :
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0 1 2 3−1−2−3

0

1

−1

• Les tehniques seront toujours les mêmes. Ii, la fontion à intégrer est dé�nie sur R
∗
(et

n'est pas prolongeable par ontinuité en 0), don g sera dé�nie également sur R
∗
(si x 6= 0,

0 /∈ [x, 2x]). La fontion g est par ailleurs impaire omme intégrale d'une fontion paire,

omme on vient de le prouver pour la fontion préédente. On se ontentera don d'étudier la

fontion g sur R
+∗
. On dérive omme d'habitude : en posant f(t) =

ch(t)

t2
et F une primitive

de f , alors g(x) = F (2x)−F (x), don g′(x) = 2f(2x)−f(x) =
ch(2x)− 2 ch(x)

2x2
. Or, ch(2x) =

e2x + e−2x

2
=

(ex + e−x)2 − 2

2
= 2 ch2(x)−1, don g′(x) est du signe de 2 ch2(x)−2 ch(x)−1.

En posant X = ch(x), on est ramenés à la résolution de l'équation 2X2 − 2X − 1 = 0, qui a

pour disriminant ∆ = 12, et admet pour raines X1 =
2 +

√
12

4
=

1 +
√
3

2
, et X2 =

1−
√
3

2
.

On ne garde que la première raine, la seonde étant plus petite que 1 et ne pouvant onvenir

omme valeur de ch(x). On est maintenant ramenés à résoudre l'équation ch(x) =
1 +

√
3

2
,

soit ex + e−x = 1 +
√
3. En posant ette fois-i X = ex, on se retrouve à devoir résoudre

X2 − (1 +
√
3)X + 1 = 0, qui a pour disriminant ∆ = (1 +

√
3)2 − 4 = 2

√
3, et pour raines

X3 =
1 +

√
3 +

√

2
√
3

2
, et X4 =

1 +
√
3−

√

2
√
3

2
. La deuxième valeur est inférieure à 1 ar

2
√
3 > 3, don mènera à une valeur de x négative qui ne nous intéresse pas (qui est en fait

l'opposé de elle qu'on va garder). On se ontentera de garder omme valeur d'annulation de

g′ le nombre x0 = ln

(

1 +
√
3 +

√

2
√
3

2

)

. Ouf ! Évidemment, voilà enore une valeur pour

laquelle on sera inapable de déterminer ne serait-e qu'une valeur approhée du maximum.

On peut par ontre déterminer les limites de f en 0+ et en +∞ : ∀t ∈ [x, 2x], ch(x) 6 ch(t) 6

ch(2x), et
1

4x2
6

1

t2
6

1

x2
, don

ch(x)

4x2
6 f(t) 6

ch(2x)

x2
, puis par intégration sur le segment

[x, 2x],
ch(x)

4x
6 g(x) 6

ch(2x)

x
. Par roissane omparée, le membre de gauhe tend vers

+∞ en +∞ don lim
x→+∞

f(x) = +∞ (il y aura même une branhe parabolique de diretion

(Oy). En 0, haun des deux membres tend vers +∞, don lim
x→0+

f(x) = +∞. On en déduit

évidemment les limites en 0− et en −∞ par imparité de la fontion, et on peut dresser le

tableau de variations suivant :

5



x −∞ −x0 0 x0 +∞

g

−∞
✟✯

✟
✟

−f(x0)
❍
❍
❍❥−∞

+∞
❍
❍
❍❥f(x0)

✟✯
✟

✟

+∞

Et une allure de la ourbe :

0 1 2 3 4−1−2−3−4

0

1

2

3

4

−1

−2

−3

−4

• Et une dernière pour la route, la fontion f : t 7→ et

t
est dé�nie sur R

∗
(et n'est pas prolon-

geable par ontinuité en 0), don h(x) existe si 0 /∈ [x, x2], e qui est le as si x > 0. Autrement

dit, Dh = R
+∗
. Comme d'habitude, h(x) = F (x2) − F (x), don h′(x) = 2xf(x2) − f(x) =

2xex
2

x2
− ex

x
=

2ex
2 − ex

x
. Cette dérivée est du signe de 2ex

2 − ex = ex(2ex
2−x − 1). Elle est

positive lorsque x2−x > − ln(2), or x2−x admet son minimum en

1

2
, de valeur −1

4
> − ln(2).

La fontion h est don roissante sur R
+∗
. On peut ajouter failement que h(x) > 0 si x > 1,

mais h(x) 6 0 sur ]0, 1] puisque les bornes de l'intégrale sont alors � dans le mauvais sens �.

Les limites sont assez failes à aluler : ∀x > 1, h(x) >

∫ x2

x

ex

x2
dt =

(

1− 1

x

)

ex, e qui

su�t à prouver que lim
x→+∞

h(x) = +∞. Par ailleurs, ∀x ∈]0, 1], h(x) 6

∫ x2

x

1

t
dt (n'oubliez

pas que les bornes sont dans le mauvais sens), don h(x) 6 ln(x2) − ln(x) = ln(x), don
lim

x→0+
h(x) = −∞. Pas de tableau de variations ette fois-i (il n'y aurait pas grand hose à

mettre dedans), on se ontentera d'une dernière allure de ourbe :
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0 1 2

0

1

2

3

4

5

−1

−2

−3

−4

−5

Exerie 7 (***)

1. (a) Prenons deux réels x et y dans R
∗
+ tels que x < y. On a alors e−tx > e−ty

pour tout

t ∈ [0; 1]. De même tke−tx > tke−ty
et on peut intégrer ette inégalité, e qui donne

exatement fk(x) > fk(y), don fk est bien déroissante.

(b) On a fk(0) =

∫ 1

0
tk dt =

1

k + 1
. La suite (fk(0)) est don déroissante et tend vers 0. Or,

fk étant positive et déroissante sur R
+
, on a ∀x > 0, 0 6 fk(x) 6

1

k + 1
, e qui su�t à

assurer via le théorème des gendarmes que (fk(x))k∈N∗
onverge vers 0.

2. (a) Il s'agit de faire une IPP en posant u(t) = tk+1
et v′(t) = e−tx

, don u′(t) = (k + 1)tk et

v(t) = −e−tx

x
(faites bien ga�e que la variable ii est t et x est don une onstante). On

obtient fk+1(x) =

[

−tk+1 e
−tx

x

]1

0

+ (k + 1)

∫ 1

0
tk
e−tx

x
dx = −e−x

x
+

k + 1

x
fk(x).

(b) On a f0(x) =

∫ 1

0
e−tx dt =

[

−e−tx

x

]1

0

= −e−x

x
+
1

x
=

1− e−x

x
. On peut utiliser la question

préédente pour aluler les fontions suivantes : f1(x) =
1

x
f0(x) −

e−x

x
=

1

x2
(1 − e−x −

xe−x), puis f2(x) =
2

x
f1(x)−

e−x

x
=

1

x3
(2− 2e−x − 2xe−x − x2e−x).

() Il su�t de reprendre l'expression trouvée : lim
x→+∞

1− e−x = 1, don lim
x→+∞

xf0(x) = 1.

3. (a) Le hangement de variable est u = tx, qui donne du = x dt, et hange les bornes de

l'intégrale en 0 et x, e qui donne don fk(x) =

∫ 1

0
tke−tx dt =

∫ x

0

(u

x

)k

e−u du

x
=

7



1

xk+1

∫ x

0
uke−u du.

(b) On vient d'érire fk(x) sous la forme d'un produit g(x)h(x), où g(x) =
1

xk+1
, et don

g′(x) = −k + 1

xk+2
, et h(x) =

∫ x

0
uke−u du, don h′(x) = xke−x

. On en déduit que f ′
k(x) =

−k + 1

xk+2
h(x)+

1

xk+1
xke−x = −k + 1

x
fk(x)+

e−x

x
. On vient don de montrer, en reprenant

le résultat de la question 2.a, que f ′
k = −fk+1.

() On étudie la fontion y 7→ 1 − e−y − y sur R
+
. sa dérivée vaut e−y − 1, qui est négative

sur l'intervalle d'étude. Or, pour y = 0, la fontion est nulle. Elle est don bien négative

sur R
+
.

On a don fk(x)− fk(0) =

∫ 1

0
tke−tx dt−

∫ 1

0
tk dt =

∫ 1

0
tk(e−tx − 1) dt >

∫ 1

0
tk+1x dt =

x

k + 2
. Quand x tend vers 0, ei tend vers 0. Comme par ailleurs fk(x)− fk(0) est négatif

puisque fk est déroissante, la fontion fk est bien ontinue en 0.

Pour la dérivée, on utilise e bon vieux théorème du prolongement de la dérivée ! La

fontion fk est dérivable sur R
∗
+, de dérivée f ′

k = −fk+1. On vient de voir que fk+1 était

ontinue en 0, don lim
x→0

fk+1(x) = fk+1(0) =
1

k + 2
. On en déduit que lim

x→0
f ′
k(x) = − 1

k + 2

puis que fk est dérivable en 0, de dérivée f ′
k(0) = − 1

k + 2
. Les ourbes des fontions fk

sont assez déevantes, mais voii l'allure des quatre premières (f0 à f3, de haut en bas),

les valeurs et tangentes en 0 orrespondant évidemment aux valeurs alulées) :

0 1 2 3

0

1

8



Exerie 8 (**)

• Le but est don de faire apparaitre une somme de Riemann, e qui onsiste en gros à sortir un

1

n
de la somme et à exprimer e qui reste dans la somme en fontion de

k

n
uniquement : un =

k=n
∑

k=1

k

n2 + k2
=

k=n
∑

k=1

k

n2(1 +
(

k
n

)2
)
=

1

n

k=n
∑

k=1

k
n

1 +
(

k
n

)2 =
1

n

k=n
∑

k=1

f

(

k

n

)

, ave f(x) =
x

1 + x2
. Le

théorème de onvergene des sommes de Riemann permet alors d'a�rmer que (un) onverge

et que sa limite vaut

∫ 1

0

x

1 + x2
dx =

[

1

2
ln(1 + x2)

]1

0

=
ln 2

2
.

• Même méthode : vn =
k=n
∑

k=1

1√
n2 + 2kn

=
1

n

k=n
∑

k=1

1
√

1 + 2k
n

=
1

n

k=n
∑

k=1

f

(

k

n

)

, ave f(x) =

1√
1 + 2x

, don (vn) onverge vers

∫ 1

0

1√
1 + 2x

dx =
[√

1 + 2x
]1

0
=

√
3− 1.

• Pour wn, 'est un peu plus subtil, il vaut mieux étudier ln(wn) et surtout se rendre ompte

que ln(n!) = ln(1× 2× · · · × n) = ln 1 + ln 2 + · · ·+ lnn. On a alors :

lnwn =
1

n
(ln((2n)!) − n lnn − ln(n!)) =

1

n

(

k=2n
∑

k=1

ln k − n lnn−
k=n
∑

k=1

ln k

)

=
1

n

k=2n
∑

k=n+1

(ln k −

lnn) =
1

n

k=2n
∑

k=n+1

ln
k

n
=

1

n

k=n
∑

k=1

ln
n+ k

n
=

1

n

k=n
∑

k=1

ln

(

1 +
k

n

)

, don (lnwn) onverge vers

∫ 1

0
ln(1 + x) dx =

∫ 2

1
lnu du = [x lnx− x]21 = 2 ln 2− 1, et (wn) onverge vers e

2 ln 2−1 =
4

e
.

Exerie 9 (****)

1. Erreur d'énoné : il faut remplaer le X −π par π−X. En n'oubliant pas l'hypothèse π =
p

q
,

Pn(X − π) =
1

n!

(

p

q
−X

)n

(p − p+ qX)n =
1

n!

p− qX)n

qn
× qnXn = Pn(X).

2. Si π =
p

q
, p− qt est positif sur [0, π], don l'intégrale est elle d'une fontion positive, elle est

positive.

3. Prouvons-le pour 0 : omme il est raine de multipliité n de Pn, il annule déjà toutes les

dérivées k-èmes lorsque k < n. Supposons désormais k > n, en appliquant la formule de

Leibniz au produit Xn(p− qX)n, la seule dérivée de Xn
ne s'annulant pas en 0 est la dérivée

n-ème, qui vaut n!, don P
(k)
n (0) =

1

n!

(

n

k

)

n!((p − qX)n)(k−n)(0). Les n! se simpli�ent, le

oe�ient bin�mial est un entier, il su�t de prouver que la dérivée restante est aussi entière.

Elle sera nulle si k − n > n, soit k < 2n, sinon ((p − qX)n)(k−n) = n(n − 1) . . . (2n − k +

1)(p − qX)2n−k
, qui prend pour valeur en 0 le nombre

n!

(2n − k)!
p2n−k

, qui est ertainement

un entier. On a bien prouvé que P
(k)
n (0) était toujours un entier. Comme Pn(π−X) = Pn(X),

P
(k)
n (π) = (−1)kP

(k)
n (0) est également un entier.

4. Pour n = 0, I0 =

∫ π

0
sin(t) dt = [− cos(t)]π0 = 2 ∈ N. Prenons maintenant un entier supérieur

ou égal à 1, et e�etuons deux intégrations par partie suessives (en dérivant Pn à haque

fois), en exploitant le fait que Pn s'annule en 0 et en π ('est le as de tous les polyn�mes Pn à

partir de n = 1) et, omme on vient de le voir, que les dérivés P ′
n prennent des valeurs entières

en 0 et en π. On alule don In = [−Pn(t) cos(t)]
π
0 +

∫ π

0
P ′
n(t) cos(t) dt =

∫ π

0
O′

n(t) cos(t) dt

9



(le rohet s'annule) = [P ′
n(t) sin(t)]

π
0 −

∫ π

0
P ′′
n (t) sin(t) dt = −

∫ π

0
P ′′(t) sin(t) dt. Bon, ben

il ne reste plus qu'à reommener, en faisant attention au fait que les rohets ne vont pas

ontinuer à tous s'annuler : à l'étape suivante P ′′(t) cos(t) ne s'annule plus en 0 et en π.
Par ontre e qui est ertain, 'est qu'il prend une valeur entière en 0 et en π, don on

peut érire In = a3 −
∫ π

0
P (3)(t) cos(t) dt = a3 +

∫ π

0
P (4)(t) sin(t) dt, ave a3 ∈ Z. Et

on ontinue. À haque étape, le premier rohet donnera un nombre entier, et le seond

s'annulera, pour donner In = a2k−1 + (−1)k
∫ π

0
P (2k)(t) sin(t) dt, ave a2k−1 ∈ Z. Pour

être rigoureux, ça se démontre bien sûr par réurrene : on a vu plus haut que 'était vrai

pour k = 1 et k = 2 et en le supposant au rang k, ave deux IPP de plus, In = a2k−1 +
∫ π

0
P (2k)(t) sin(t) dt = a2k−1 + [(−1)k+1P (2k)(t) cos(t)] + (−1)k

∫ π

0
P (2k+1)(t) cos(t) dt =

a2k+1 + [(−1)kP (2k+1)(t) sin(t)]π0 + (−1)k+1

∫ π

0
P (2k+2)(t) sin(t) dt, où a2k+1 est égal à a2k−1

plus la valeur du rohet ave le osinus, e qui donne bien à nouveau un nombre entier. Par

prinipe de réurrene, la formule est vraie pour tout entier k, et en partiulier pour k = n,

valeur pour laquelle

∫ π

0
P (2k)(t) sin(t) dt = 0, puisque P (2n) = 0. Il ne reste plus alors que

In = a2n−2 ∈ Z. Comme par ailleurs In > 0, In ∈ N.

5. La fontion x 7→ x(p − qx) étant ontinue sur [0, π], elle y atteint un maximum M (qu'on

peut d'ailleurs aluler expliitement si on le souhaite), don Pn(t) 6
1

n!
Mn

sur [0, π], et

In 6

∫ π

0

Mn

n!
sin(t) dt =

2Mn

n!
, qui a une limite nulle quand n tend vers +∞. Puisque la suite

est onstituée de nombres entiers, elle est forément nulle à partir d'un ertain rang n0 (par

appliation de la dé�nition de la limite ave par exemple ε =
1

2
, on doit avoir −1

2
6 In 6

1

2
à partir d'un ertain rang, don In = 0). Mais omme on a vu que la fontion sous l'intégrale

était toujours positive sur [0, π], avoir une intégrale nulle signi�e que Pn(t) sin(t) vaut toujours
0 entre 0 et π. En partiulier, le polyn�me Pn doit s'annuler une grosse in�nité de fois (puisque

sin ne s'annule qu'une seule fois sur l'intervalle), e qui implique que Pn est le polyn�me nul.

Voilà une grosse absurdité, Pn n'est manifestement pas égal à 0, don notre hypothèse de

départ est fausse et π ne peut pas être rationnel.

Exerie 10 (***)

1. Allons-y : I0 =

∫ π

2

0
1 dt =

π

2
et I1 =

∫ π

2

0
sin(t) dt = [− cos(t)]

π

2
0 = 1.

2. Il su�t de penser à e�etuer le hangement de variable u =
π

2
− t (don du = −dt), qui se

ontente d'éhanger les bornes de l'intégrale et surtout de transormer le sin en sin
(π

2
− u
)

=

cos(u). On obtient alors immédiatement In =

∫ 0

π

2

− cosn(u) du =

∫ π

2

0
cosn(u) du.

3. Il faut penser pour l'IPP à poser u(t) = sinn+1(t) et v′(t) = sin(t), don u′(t) = (n +

1) cos(t) sin( t) et v(t) = − cos(t), pour obtenir In = [− cos(t) sinn(t)]
π

2
0 +(n+1)

∫ π

2

0
cos2(t) sinn(t) dt =

0+(n+1)

∫ π

2

0
(1− sin2(t)) sinn(t) dt = (n+1)

∫ π

2

0
sinn(t)− sinn+2(t) dt = (n+1)(In− In+2).

On en déduit que (n+ 2)In+2 = (n+ 1)In, soit In+2 =
n+ 1

n+ 2
In.
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4. D'après la question préédente, I2p =
2p− 1

2p
I2p−2 =

(2p − 1)(2p − 3)

2p(2p− 2)
I2p−4 = . . .

=
(2p − 1)(2p − 3) . . . 1

2p(2p − 2) . . . 2
I0 =

(2p)(2p − 1)(2p − 2)(2p − 3) . . . 2× 1

(2p2)(2p − 2)2 . . . 22
×π

2
=

(2p)!

22pp2(p− 1)2 . . . 12
×

π

2
=

(2p)!π

22p+1(p!)2
. De même, I2p+1 =

(2p)(2p − 2) . . . 2

(2p + 1)(2p − 1) . . . 3
× I1 =

22p(p!)2

(2p + 1)!
.

5. Puisque le sinus est positif entre 0 et

π

2
(et évidemment plus petit que 1), on a sinn+1(t) 6

sinn(t) sur et intervalle, don par intégration In+1 6 In. La suite est don déroissante. Elle

est positive don minorée, don onvergente.

6. Il su�t d'appliquer la déroissane de la suite (In) pour obtenir

In
In

6
In
In+1

6
In
In+2

, soit

1 6
In
In+1

6
n+ 1

n+ 2
en reprenant le résultat de la question 3. Puisque le membre de droite

a pour limite 1, une simple appliation du théorème des gendarmes permet d'a�rmer que

lim
n→+∞

In
In+1

= 1.

7. Plusieurs possibilités ii. Soit on reprend les formules obtenues à la question 4 et on onstate

de grosses simpli�ations : I2n+1I2n =
22n(n!)2

(2n+ 1)!
× (2n)!π

22n+1(n!)2
=

π

2× (2n+ 1)
, et de même

I2nI2n−1 =
(2n)!π

22n+1(n!)2
× 22n−2(n − 1!)2

(2n− 1)!
=

2nπ

23n2
=

π

2× 2n
. Dans les deux as, que n soit pair

ou impair, In+1In =
π

2(n+ 1)
.

Autre possibilité, onstater que (n+ 2)In+2In+1 = (n+ 1)In+1In en reprenant la relation de

la question 3, don la suite ((n+1)In+1In) est onstante égale à son premier terme I1I0 =
π

2
.

Exerie 11 (***)

1. La fontion t 7→ et
2
étant paire,

∫ 0

−x

et
2
dt =

∫ x

0
et

2
dt, et f(−x) = −f(x) (attention à

l'inversion des bornes dans l'intégrale !), la fateur e−x2
restant lui inhangé.

2. On peut très simplement dériver f omme un produit, la dérivée de x 7→
∫ x

0
et

2
dt étant égale

à ex
2
. On obtient alors f ′(x) = −2xe−x2

∫ x

0
et

2
dt + e−x2

ex
2
= −2xf(x) + 1. La fontion f

est don solution de l'équation di�érentielle y′ + 2xy = 1.

3. C'est loin d'être évident (bien sûr, d'après la question préédente, ela revient à montrer

que lim
x→+∞

f ′(x) = 1, mais e n'est pas plus faile). On ommene par e�etuer une IPP sur

∫ x

1
et

2
dt (pour faire apparaitre le terme prépondérant dans f(x), méthode lassique même

si 'est assez brutal ii, et qu'on est obligés de partir de 1 et pas de 0 vu le alul qu'on

va faire ensuite) en posant u′(t) = 2tet
2
, don u(t) = et

2
, et v(t) =

1

2t
, don v′(t) = − 1

2t2
,

pour obtenir

∫ x

1
et

2
dt =

[

et
2

2t

]x

1

+

∫ x

1

et
2

2t2
dt =

ex
2

2x
− e

2
+

∫ x

1

et
2

2t2
dt. On en déduit que

1 − 2xf(x) = 1 − 2xe−x2

∫ 1

0
et

2
dt − 2xe−x2

∫ x

1
et

2
dt = −2xe−x2

∫ 1

0
et

2
dt + exe−x2

+

xe−x2

∫ x

1

et
2

t2
dt. Le premier terme a une limite nulle par roissane omparée (l'intégrale

de 0 à 1 étant une onstante), le deuxième terme tend également vers 0 (toujours de la
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roissane omparée). Reste le troisième. Le dernier moreau (ave l'intégrale de 1 à x),
pose enore des problèmes : on a bien envie de majorer la fontion dans l'intégrale pour

obtenir quelque hose de alulable qui tend vers 0, mais en majorant et
2
par ex

2
sur [1, x],

par exemple, la majoration obtenue n'est pas su�sante (on majore par une onstante). Il

vaut mieux ouper en deux sous la forme xe−x2

∫ x−1

1

et
2

t2
dt + xe−x2

∫ x

x−1

et
2

t2
dt. Dans le

premier moreau (en supposant x > 2), on majore et
2
par e(x−1)2

et

1

t2
par 1 pour trouver

xe−x2

∫ x−1

1

et
2

t2
dt 6 xe−x2×e(x−1)2

∫ x−1

1
1 dt = x(x−2)e−2x+1

. Cette quantité a pour limite

0 quand x tend vers +∞ (enore de la roissane omparée). Dans le dernier moreau, on se

ontente de majorer le numérateur, en gardant le dénominateur intat : xe−x2

∫ x

x−1

et
2

t2
dt 6

x

∫ x

x−1

1

t2
dt = x

[

−1

t

]x

x−1

= x

(

1

x− 1
− 1

x

)

=
1

x− 1
. Ouf, ça tend enore vers 0, et ahève

notre démonstration : lim
x→+∞

2xf(x) = 1 !

4. Au vu de la relation trouvée à la deuxième question, g(x) =
ex

2

2x
(1−2xf(x)) =

ex
2

2x
−
∫ x

0
et

2
dt.

On dérive pour obtenir g′(x) =
4x2ex

2 − 2ex
2

4x2
− ex

2
= − ex

2

2x2
< 0, don la fontion g est

e�etivement déroissante. Étant ontinue, elle est néessairement bijetive de R
+∗

vers un

intervalle inonnu. Comme f(0) = 0, lim
x→0

1 − 2xf(x) = 1, et lim
x→0+

g(x) = +∞. Inutile de

herher la limite de g en −∞, puisque l'énoné prétend que la fontion s'annule entre 0 et

1, véri�er que g(1) < 0 su�t, e qui déoule du fait que 1 − 2f(1) < 0. Or, 1 − 2f(1) =

1 − 2

e

∫ 1

0
et

2
dt. Il faudrait don que

∫ 1

0
et

2
dt >

e

2
. Malheureusement, ette intégrale n'est

pas alulable de façon exate. On en onnait toutefois des valeurs approhées préises (par

exemple quand ona des tables de loi normale sous la main !), et l'inégalité est e�etivement

véri�ée (si vous avez beauup de temps à perdre, e�etuez la méthode des retangles pour le

véri�er).

5. D'après la question préédente, g, et don f ′
, est positive sur [0, x0[ et négative ensuite.

La fontion f est don stritement roissante sur [0, x0[, et déroissante ensuite. On sait

évidemment que f(0) = 0, et les limites de f aux in�nis sont nulles puisque 2xf(x) tend

elle-même vers 0. En utilisant de plus l'imparité de la fontion, on peut dresser le tableau

suivant :

x −∞ −x0 0 x0 +∞

f 0
❍
❍
❍❥−f(x0)

✟✯
✟

✟

0

✟✯
✟

✟

f(x0)
❍
❍
❍❥ 0

6. Inutile de herher à aluler la valeur des extrema, mais on sait déjà que f(1) >
1

2
, e qui

donne une borne inférieure (vu le peu d'éart entre les deux valeurs, on peut se douter que

x0 est prohe de 1 et le maximum prohe également de

1

2
). La ourbe représentative de f

ressemble en fait à ei :
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0 1 2 3−1−2−3

0

1

−1

Problème 1 (***)

1. On va bien entendu proéder par IPP. Pour la première intégrale, on pose don v(t) = t

pour avoir v′(t) = 1, et u′(t) = cos(kt) qu'on peut par exemple primitiver en u(t) =
sin(kt)

k
.

Ainsi,

∫ π

0
t cos(kt) dt =

[

t sin(kt)

k

]π

0

−
∫ π

0

sin(kt)

k
dt = 0 −

[

−cos(kt)

k2

]π

0

=
cos(kπ) − 1

k2
=

(−1)k − 1

k2
. Notons Ik la deuxième intégrale à aluler, et faisons une première IPP en posant

v(t) = t2, don v′(t) = 2t, et u′(t) = cos(kt) pour prendre u(t) =
sin(kt)

k
. On trouve alors

Ik =
1

k
[t2 sin(kt)]π0 −

1

k

∫ π

0 2t sin(kt) dt = −2

k

∫ π

0
t sin(kt) dt. Eh bien, on est repartis pour une

IPP, en posant ette fois v(t) = t, v′(t) = 1, u′(t) = sin(kt) et u(t) = −cos(kt)

k
. On obtient

maintenant Ik =
2

k2
[t cos(kt)]π0 − 2

k2

∫ π

0
cos(kt) dt =

2π(−1)k

k2
− 2

k3
[sin(kt)]π0 =

2π(−1)k

k2
.

2. On peut e�etuer une sorte d'identi�ation, mais e n'est pas vraiment néessaire : on prend

a = −1 pour faire apparaitre

1

k2
dans la première intégrale ('est le seul endroit où on a une

valeur qui ne dépend pas de la parité de k), puis b =
1

2π
pour annuler justement le terme en

(−1)k. En e�et, par linéarité de l'intégrale,

∫ π

0

(

−t+
1

2π
t2
)

cos(kt) dt =
1− (−1)k

k2
+

1

2π
×

2π(−1)k

k2
=

1

k2
, e qu'on voulait.

3. Toujours par linéarité,

∫ π

0
(at+bt2)Sn(t) dt =

∫ π

0
at+bt2 dt+2

n
∑

k=1

∫ π

0
(at+bt2) cos(kt) dt =

C+2

n
∑

k=1

1

k2
, en posant C =

∫ π

0
at+ bt2 dt =

[

at2

2
+

bt3

3

]π

0

=
aπ2

2
+

bπ3

3
= −π2

2
+

π2

6
=

π2

3
.

4. C'est un alul lassique pour lequel on va passer par les omplexes :

n
∑

k=1

cos(kt) =
n
∑

k=1

Re (eikt) =

Re (eit
n−1
∑

k=0

eikt). On reonnait une somme géométrique de raison eit, don di�érente de

1 à ondition d'avoir t 6≡ 0[2π]. On obtient don

n
∑

k=1

cos(kt) = Re

(

eit × 1− eint

1− eit

)

=

13



Re

(

eit
ei

nt

2 (e−int

2 − ei
nt

2 )

ei
t

2 (e−i t
2 )− ei

t

2

)

= Re

(

ei
(n+1)t

2 × −2i sin(nt2 )

−2i sin( t2 )

)

=
cos( (n+1)t

2 ) sin(nt2 )

sin( t2)
. Il est

temps de reourir à une de nos formules de trigonométrie préférées pour modi�er le nu-

mérateur : la transformation produit-somme cos(a) sin(b) =
1

2
(sin(a + b) − sin(a − b)), e

qui donne ii

n
∑

k=1

cos(kt) =
1

2
× sin( (2n+1)t

2 )− sin( t2)

sin( t2)
=

1

2

(

sin( (2n+1)t
2 )

sin( t2 )
− 1

)

. Il su�t de

multiplier par 2 et d'ajouter 1 pour avoir la formule de l'énoné. En�n, on a lairement

Sn(0) = 1 + 2

n
∑

k=1

1 = 2n+ 1.

5. Notons f la fontion orrespondante, f(t) =
t
2

sin( t2 )
× (2a + 2bt). On sait que lim

t→0

sin(t)

t
= 1

(taux d'aroissement de la fontion sinus en 0), don lim
t→0

t
2

sin( t2)
= 1, et lim

t→0
f(t) = 2a =

−2 (puisque rappelons-le, on a posé a = −1). Calulons la dérivée de la fontion f (pour

utiliser l'indiation de l'énoné, 'est plus faile qu'ave le taux d'aroissement) : f ′(t) =
(a+ 2bt) sin( t2 )− 1

2 cos(
t
2 )(at+ bt2)

sin2( t2 )
=

t2

sin2( t2)
×g(t), en posant g(t) =

a sin( t2)

t2
+

2b sin( t2 )

t
−

a cos( t2 )

2t
−1

2
b cos( t2). Dans ette fontion g, le deuxième terme tend vers b (en utilisant toujours

le taux d'aroissement du sinus), et le dernier vers − b

2
. On peut regrouper les deux restants

sous la forme

1

4
×

2 sin( t

2
)

t
− cos( t2 )
t
2

, qui tend vers 0 en utlisant l'indiation de l'énoné (sans,

on n'avait auune hane de s'en sortir). On en déduit que lim
t→0

g(t) =
b

2
=

1

4π
. Le fateur

qui se trouvait devant g(t) dans le alul de f ′
a lui pour limite 4 (enore et toujours notre

taux d'aroissement, qu'on a élevé au arré en plus de l'inverser ii), don lim
t→0

f ′(t) =
1

π
.

Le théorème de prolongement de la dérivée assure que la fontion f est dérivable en 0 (et

que f ′(0) =
1

π
), et don que la fontion f est de lasse C1

sur [0, π] (elle est bien entendue

ontinue et dérivable partout ailleurs qu'en 0).

6. E�etuons don une IPP en posant v′(t) = sin(kt) et par exemple v(t) =
cos(kt)

k
, et en

dérivant la fontion g :

∫ π

0
g(t) sin(kt) dt =

[

g(t) cos(kt)

k

]π

0

− 1

k

∫ π

0
g′(t) cos(kt) dt. Puisque

la fontion g est de lasse C1
sur [0, π], sa dérivée g′ est majorée en valeur absolue par une

onstante M sur et intervalle. Comme par ailleurs on a toujours | cos(kt)| 6 1, l'intégrale de

droite est majorée par

∫ π

0
M dt = Mπ. Une fois divisée par k, e terme va manifestement

tendre vers 0. Mais le rohet aussi, puisque son numérateur est alternativement égal à−g(π)−
g(0) et à g(π)−g(0) (si k est un entier, sinon il est majoré en valeur absolue par |g(π)|+ |g(0)|,
et ça marhe tout de même), deux onstantes qui ne peuvent que donner une limite nulle quand

on les divise par k. Bref, l'énoné a raison, lim
k→+∞

∫ π

0
g(t) sin(kt) dt = 0 (on peut tenter une

interprétation géométrique de e résultat : quand on multiplie par des sinus d'amplitude de

plus en plus petite, on tend avoir une valeur moyenne qui tend vers 0, e qui est ohérent

puisque le sinus qui osille entre −1 et 1 a tendane à � répartir � les valeurs symétriquement

par rapport à l'axe des absisses).

7. En appliquant le résultat de la question préédente à la question f (on s'est fatigué à prouver
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qu'elle était C1
, il faut bien que ça serve) et ave des valeurs de k de la forme

2n + 1

2
,

on peut a�rmer que lim
n→+∞

∫ π

0
Sn(t)(at + bt2) dt = 0, et don (d'après la question 3) que

lim
n→+∞

(

C + 2

n
∑

k=1

1

k2

)

= 0, 'est-à-dire que lim
n→+∞

n
∑

k=1

1

k2
= −C

2
=

π2

6
.

Problème 2 (***)

1. Allons-y dans la joie et la bonne humeur :

• si f est impaire, I(f) = 0 (intégrale d'une fontion impaire sur un intervalle entré en 0),

et S(f) =
−f(1) + 4f(0) + f(1)

3
= 0. Au moins un as où la méthode est e�ae !

• si f(t) = t4, I(f) =

∫ 1

−1
t4 dt =

[

t5

5

]1

−1

=
2

5
, alors que S(f) =

1 + 0 + 1

3
=

2

3
. C'est

lairement moins préis (et même franhement mauvais omme approximation).

• si f(t) =
1

t+ 2
, I(f) = [ln(t+ 2)]1−1 = ln(3) ≃ 1.1, et S(f) =

1 + 4× 1
2 + 1

3

3
=

10

9
, e qui

est très prohe de ln(3).

• si f(t) =
1

t2 + 2t+ 3
, I(f) =

∫ 1

−1

1

(t+ 1)2 + 2
dt =

1

2

∫ 1

−1

1

( 1√
2
(t+ 1))2 + 1

dt

=

[

1√
2
arctan(t+ 1)

]1

−1

=
arctan(

√
2)√

2
≃ 0.68 (oui, à la alulatrie, e n'est pas une

valeur remarquable) ; et S(f) =
1
2 + 4× 1

3 +
1
5

3
=

1

6
+

4

9
+

1

15
=

15 + 40 + 6

90
=

61

90
≃ 0.68.

Pas mal, ette méthode, quand même.

2. Pour f(x) = x et f(x) = x3, l'égalité déoule de l'imparité de es deux fontions. Lorsque

f(x) = 1, on a simplement I(f) = 2 et S(f) =
6

3
= 2, ça marhe aussi. En�n, pour f(x) = x2,

I(f) =
2

3
, et S(f) =

2

3
, il y a toujours égalité. L'égalité restera vraie pour tout polyn�me de

degré 3 par linéarité de l'intégrale et du alul de S(f) : si f(x) = ax3 + bx2 + cx + d, alors
S(f) = aS(x3) + bS(x2) + cS(x) + dS(1) ('est évident), et de même pour I(f).

3. Posons don Pf = aX3 + bX2 + cX + d, et érivons les quatre onditions demandées :

Pf (−1) = −a + b − c + d, don −a + b − c + d = f(−1) ; puis f(0) = Pf (0) = d ; f(1) =
Pf (1) = a+ b+ c+ d ; et en�n f ′(0) = P ′

f (0) = c (puisque P ′
f = 3aX2 +2bX + c). Le système

a e�etivement une solution (unique) et se résout très failement : d = f(0), c = f ′(0), puis
a+b = f(1)−f(0)−f ′(0) et b−a = f(−1)−f(0)+f ′(0). En faisant la somme et la di�érene

(et en divisant par deux), on a don b =
f(−1) + f(1)

2
− f(0), et a =

f(1)− f(−1)

2
− f ′(0).

4. (a) On alule h′(x) = f ′(x)−P ′
f (x)−2kx(x2−1)−2kx3. Comme f ′(0) = P ′

f (0) par dé�nition,
et que le reste de la dérivée s'annule en 0, on a bien h′(0) = 0.

(b) Il y en a pas moins de quatre : h(α) = 0, 'est dit dans l'énoné, mais aussi h(−1) =
h(0) = h(1) = 0 puisque es trois valeurs annulent x2(x2 − 1), et véri�ent par hypothèse
Pf (x) = f(x).

() Appliquons don intelligemment (ou pas en fait) le théorème de Rolle sur haun des

trois intervalles [−1, 0], [0, α] et [α, 1]. Sur haque intervalle, la fontion h est ontinue et

prend la même valeur aux bornes (en l'ourrene 0), don il existe trois réels β ∈]− 1, 0[,
γ ∈]0, α[ et δ ∈]α, 1[ tels que h′(β) = h′(γ) = h′(δ) = 0. On ajoute la valeur α qui est

distinte des trois autres, et on a bien quatre valeurs d'annulation distintes pour h′ dans
]− 1, 1[.

15



(d) Appliquons don désormais le théorème de Rolle à la fontion h′ (qui est ontinue) sur les
intervalles [β, γ], [γ, α] et [α, δ] pour trouver trois valeurs distintes ε, ζ et η annulant h′.
Devinez quoi ? On va appliquer e bon vieux théorème de Rolle à la fontion h′′ sur les
intervalles [ε, ζ] et [ζ, η] pour trouver deux valeurs d'annulation distintes de h′′′, qu'on
appellera bien entendu θ et ι (bonne révision de l'alphabet gre). Un dernier oup de

Rolle pour la route, appliqué à h′′′ sur l'intervalle [θ, ι], et nous voila ave une valeur

d'annulation κ de h(4). Ah mine, l'énoné l'appelle β, on va quand même le respeter.

Reste à regarder e qui se passe quand on dérive quatre fois la fontion h : Pf étant un

polyn�me de degré 3, sa dérivée quatrième est nulle, et kx2(x2 − 1) = kx4 − kx2 a pour

dérivée quatrième 4!k, don h(4)(x) = f (4)(x)− 4!k. Appliquée pour x = β, ette relation

nous donne 0 = f (4)(β)− 4!k, soit k =
f (4)

4!
.

(e) Il su�t de se rappeler que h(α) = 0 pour érire f(α)−Pf (α) = kα2(α2−1), et en déduire

la majoration demandée (f (4)(β) étant par dé�nition inférieur à M4).

5. On vient de prouver que 'était vrai pour tout α ∈]0, 1[. Il reste à onstater que ça le reste

pour t = 0 et t = 1 de façon triviale puisque dans e as le membre de gauhe vaut 0 (et elui

de droite aussi d'ailleurs).

6. Par dé�nition,

∫ 1

−1
f(t) dt = I(f). En reprenant les notations de la question 3,

∫ 1

−1
Pf (t) dt =

[

ax4

4
+

bx3

3
+

cx2

2
+ dx

]1

−1

=
2b

3
+2d =

f(−1) + f(1)

3
−2f(0)

3
+2f(0) =

f(−1) + 4f(0) + f(1)

3
=

S(f) (inroyable, non ?). On peut don érire |I(f)−S(f)| =
∣

∣

∣

∣

∫ 1

−1
f(t)− Pf (t) dt

∣

∣

∣

∣

6

∫ 1

−1
|f(t)−

Pf (t)| dt 6
∫ 1

−1

M4

4!
t2(1− t2) dt =

M4

24

[

t3

3
− t5

5

]1

−1

=
M4

24

(

2

3
− 2

5

)

=
M4

4!
× 4

15
=

M4

90
.

7. On a fait les aluls plus haut : dans e as, |I(f) − S(f)| = 2

3
− 2

5
=

4

15
. Or, on a dans e

as f (4)(t) = 24, don
M4

90
=

24

90
=

4

15
. On ne peut don pas faire mieux omme majoration.
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