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Exer
i
e 1 (*)

1. Cal
ulons : AB =
√
1 + 0 + 1 =

√
2 ; AD =

√
16 + 1 + 9 =

√
26 ; BC =

√
9 + 4 + 1 =

√
14

et BE =
√
4 + 1 + 9 =

√
14.

2. Cal
ulons :

−−→
DA = (−4, 1, 3) et

−−→
BE(2, 1,−3), don


−−→
DA.

−−→
BE = −8 + 1 − 9 = −16 ;

−−→
BC =

(3,−2, 1) et

−−→
DE = (−3, 2,−1) don


−−→
BC.

−−→
DE = −9 − 4 − 1 = −14,

−→
AE = (1, 1,−4) et−−→

BA = (1, 0, 1) don


−→
AE.

−−→
BA = 1 − 4 = −3 ;

−−→
DB = (−5, 1, 2) et

−−→
CE = (−1, 3,−4) don
−−→

DB.
−−→
CE = 5 + 3− 8 = 0.

3. Pour 
hanger, 
al
ulons :

−−→
DA∧−−→

BE = (−6, 18,−6) ;
−−→
BC ∧−−→

DE = (0, 0, 0) (rien de surprenant,

on voit bien que

−−→
DE = −−−→

BC, les deux ve
teurs sont don
 
olinéaires) ;

−→
AE∧−−→BA = (1,−5,−1)

et

−−→
DB ∧ −−→

CE = (−10,−22,−14).

4. Pour le premier produit mixte, on peut se 
ontenter de 
al
uler

−−→
CD = (2, 1,−3) et reprendre

un 
al
ul déjà e�e
tué : [
−→
AE,

−−→
BA,

−−→
CD] = (

−→
AE ∧−−→

BA).
−−→
CD = 2− 5+ 3 = 0. Pour le deuxième,

on 
al
ule

−−→
AB = (−1, 0,−1),

−→
AC = (2,−2, 0) et

−−→
AD = (4,−1,−3), puis [

−−→
AB,

−→
AC,

−−→
AD] =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−1 2 4
0 −2 −1
−1 0 −3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 4× (−2) + 1× 2− 3× (2) = −12. Le parallélépipède est don
 de volume

12.

Exer
i
e 2 (**)

La méthode la plus a

essible à notre niveau est un 
al
ul brutal de 
oordonnées. Notons don


(dans un repère orthonormal quel
onque)

−→u = (x, y, z), −→v = (x′, y′, z′) et

−→w = (x′′, y′′, z′′), alors
−→v ∧−→w = (y′z′′−z′y′′, z′x′′−x′z′′, x′y′′−y′x′′), puis−→u ∧(−→v ∧−→w ) = (yx′y′′−yy′x′′−zz′x′′+zx′z′′, zy′z′′−
zz′y′′ − xx′y′′ + xy′x′′, xz′x′′ − xx′z′′ − yy′z′′ + yz′y′′). De l'autre 
�té, (−→u .−→w )−→v − (−→u .−→v )−→w a pour

première 
oordonnée (xx′′ + yy′′ + zz′′)x′ − (xx′ + yy′ + zz′)x′′ = yx′y′′ + zx′z′′ − yy′x′′ − zz′x′′ (les

termes en xx′x′′ se simpli�ent) ; pour deuxième 
oordonnée (xx′′+yy′′+zz′′)y′+(xx′+yy′+zz′)y′′ =
xy′x′′+zy′z′′−xx′y′′−zz′y′′ ; et pour dernière 
oordonnée (xx′′+yy′′+zz′′)z′+(xx′+yy′+zz′)z′′ =
xz′x′′+yz′y′′−xx′z′′−yy′z′′. les 
oordonnées des deux membres 
oïn
ident, 
e qui prouve la formule.

Utilisons don
 la formule pré
édente (en faisant attention au fait que la parenthèse est à gau
he

et pas à droite, ça 
hange tous les signes) : (−→u ∧ −→v ) ∧ −→w + (−→v ∧ −→w ) ∧ −→u + (−→w ∧ −→u ) ∧ −→v =
(−→w .−→u )−→v − (−→w .−→v )−→u + (−→u .−→v )−→w − (−→u .−→w )−→v + (−→v .−→w )−→u − (−→v .−→u )−→w . Ces termes s'annulent deux

à deux en utilisant la symétrie du produit s
alaire, 
e qui prouve la formule.

Exer
i
e 3 (***)

Si

−→u et

−→v sont 
olinéaires (et non nuls), il ne peut pas y avoir de solution puisque

−→u ∧ −→x est

un ve
teur orthogonal à

−→u . Si

−→u est nul et pas

−→v , là en
ore pas de solution. Si

−→v est nul mais pas

−→u , tous les ve
teurs 
olinéaires à

−→u sont solutions. Dernier 
as parti
ulier, si les deux ve
teurs sont

nuls, tout ve
teur est solution.
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Dans le 
as plus intéressant où les deux ve
teurs ne sont pas 
olinéaires,

−→v doit être orthogonal

à

−→u (sinon là en
ore, on n'aura pas de solution), et

−→v doit être orthogonal à

−→x . Le ve
teur

−→x
appartient don
 au plan orthogonal à

−→v , dont une base est par exemple (−→u ,−→u ∧−→v ). Autrement dit,

−→x = λ−→u +µ−→u ∧−→v . Par linéarité du produit ve
toriel, on a don


−→u ∧−→x = λ−→u ∧−→u +µ−→u ∧(−→u ∧−→v ).
Le premier terme étant nul, on veut avoir µ−→u ∧ (−→u ∧ −→v ) = −→v . Comme

−→u et

−→v sont orthogonaux,

(−→u ,−→v ,−→u ∧−→v ) forme une base orthogonale, don


−→u ∧ (−→u ∧−→v ) est 
olinéaire à

−→v , de sens opposé,
et de norme ‖ −→u ‖2 × ‖ −→v ‖. On doit don
 avoir µ = − 1

‖ −→u ‖2 , 
e qui donne 
omme solution tous

les ve
teurs de la forme

−→x = λ−→u − 1

‖ −→u ‖2
−→u ∧ −→v .

Exer
i
e 4 (**)

1. En utilisant les propriétés de bilinéarité et d'antisymétrie du produit ve
toriel,

−−→
MA ∧ −−→

MB +
−−→
MB ∧ −−→

MC +
−−→
MC ∧ −−→

MA =
−−→
MA ∧ −−→

MB +
−−→
MB ∧ −−→

MC −−−→
MA ∧ −−→

MC

=
−−→
MA ∧ −−→

MB + (
−−→
MB +

−−→
AM) ∧ −−→

MC

=
−−→
MA ∧ −−→

MB +
−−→
AB ∧ −−→

MC

=
−−→
MA ∧ −−→

MB +
−−→
AB ∧ −−→

MA+
−−→
AB ∧ −→

AC

=
−−→
MA ∧ (

−−→
MB −−−→

AB) +
−−→
AB ∧ −→

AC

=
−−→
MA ∧ −−→

MA+
−−→
AB ∧−→

AC

=
−−→
AB ∧ −→

AC

.

2. En utilisant le fait que

−→
IA =

1

2
(
−−→
BA +

−→
CA) (et relations similaires ave
 les autres milieux),

2(
−−→
MA∧−→IA+

−−→
MB∧−→JB+

−−→
MC∧−−→KC) =

−−→
MA∧−−→BA+

−−→
MA∧−→CA+

−−→
MB∧−−→AB+

−−→
MB∧−−→CB+

−−→
MC∧−→

AC +
−−→
MC ∧−−→

BC = (
−−→
MB+

−−→
BA)∧−−→

BA+(
−−→
MC +

−→
CA)∧−→

CA+
−−→
MB ∧−−→

AB+
−−→
MB ∧−−→

CB+
−−→
MC ∧−→

AC+
−−→
MC ∧−−→

BC =
−−→
MB∧−−→

BA+
−−→
MC ∧−→

CA+
−−→
MB∧−−→

AB+
−−→
MB∧−−→

CB+
−−→
MC ∧−→

AC+
−−→
MC ∧−−→

BC

puisque le produit ve
toriel d'un ve
teur par lui-même est nul. Après simpli�
ations, il ne

reste que

−−→
MB ∧ −−→

CB +
−−→
MC ∧ −−→

BC = (
−−→
MB +

−−→
CM) ∧ −−→

CB =
−−→
CB ∧ −−→

CB =
−→
0 . La formule en

dé
oule.

3. [
−−→
MI,

−−→
MJ,

−−→
MK] = ((

−−→
MA +

−→
AI) ∧ (

−−→
MA +

−→
AJ)).(

−−→
MA +

−−→
AK). Le produit ve
toriel est égal

à

−−→
MA ∧ −−→

MA +
−−→
MA ∧ −→

AJ +
−→
AI ∧ −−→

MA +
−→
AI ∧ −→

AJ =
−−→
MA ∧ −→

IJ +
−→
AI ∧ −→

AJ . Le premier de


es deux produits ve
toriels étant orthogonal à

−−→
MA, son produit s
alaire ave


−−→
MA est nul,

don
 [
−−→
MI,

−−→
MJ,

−−→
MA] = (

−→
AI ∧ −→

AJ).
−−→
MA = [

−→
AI,

−→
AJ,

−−→
MA]. Reste le deuxième mor
eau, égal à

(
−−→
MA∧−→

IJ+
−→
AI ∧−→

AJ).
−−→
AK. Le ve
teur

−→
AI ∧−→

AJ étant orthogonal à

−→
AI et

−→
AJ , il est normal au

plan (AIJ), 
'est-à-dire au plan (ABC), don
 son produit s
alaire ave


−−→
AK est nul. Quant

au ve
teur

−−→
MA ∧ −→

IJ , 
omme

−→
IJ =

1

2

−−→
BA (
'est le théorème des milieux dans le triangle

ABC), il est orthogonal à

−−→
BA, don
 à

−−→
AK, et son produit s
alaire ave


−−→
AK est également

nul. Finalement, on a bien [
−−→
MI,

−−→
MJ,

−−→
MK] = [

−→
AI,

−→
AJ,

−−→
MA].

Exer
i
e 5 (**)

1. Une façon de faire est de dire que les ve
teurs

−→u = (−2, 1,−1) et −→v = (3, 1,−2) forment une

base du plan, et que le point M(1,−2, 4) appartient au plan. On peut déterminer un ve
teur

normal à P1 en 
al
ulant

−→u ∧ −→v = (−1,−7,−5), le plan a don
 une équation de la forme

−x − 7y − 5z + d = 0, ave
, pour que M appartienne au plan, −1 + 14 − 20 + d = 0, soit
d = 7. Une équation 
artésienne de P1 est don
 −x− 7y − 5z + 7 = 0.

Autre méthode, réussir à exprimer t et u dans l'équation paramétrique. I
i, en additionnant les

deux dernières lignes, y+z = 2−u, soit u = 2−y−z, et en ajoutant le double de la deuxième

équation à la dernière, 2y + z = t. Il ne reste plus qu'à rempla
er dans l'équation qu'on n'a

2



pas en
ore utilisée, la première, pour obtenir x = 1 − 2t + 3u = 1 − 4y − 2z + 6 − 3y − 3z,
soit 0 = 7− x− 7y− 5z. On retrouve exa
tement la même équation que par l'autre méthode.

2. On sait que le ve
teur

−→n = (2,−1, 3) est normal à P2, et que le ve
teur

−→
n′ = (1, 0, 2) est

normal à P3, don
 leur droite d'interse
tion sera dirigée par

−→n ∧
−→
n′ = (−2,−1, 1). On obtient

fa
ilement un point de la droite en �xant par exemple x = 0 dans les deux équations de plan,


e qui donne rapidement z = 2 puis y = 5, don
 on peut prendre le paramétrage suivant :







x = − 2t
y = 5 − t

z = 2 + t

.

Autre possibilité, prendre une des variables, par exemple y, 
omme paramètre (on la renomme

t), 
e qui donne les deux équations 2x− t+ 3z − 1 = 0 et x+ 2z − 4 = 0, on élimine ensuite

x en soustrayant le double de la deuxième équation à la première : −t − z + 7 = 0 donne

z = 7− t, puis x = 4− 2z = −1 + 2t. Le paramétrage obtenu est très di�érent du pré
édent,

mais tout aussi valable, et évite d'avoir à trouver un point de la droite.

3. On dé
rit 
lassiquement les points M(x, y, z) appartenant au plan 
omme 
eux véri�ant

[
−−→
AB,

−→
AC,

−−→
AM ] = 0, soit 0 =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 −1 x− 1
−3 −1 y − 2
−1 −5 z − 3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 14(x − 1) − (−6)(y − 2) + (−4)(z − 3) =

14x+ 6y − 4z − 14, d'où l'équation 
artésienne, en divisant tout par 2, 7x+ 3y − 2z − 7 = 0.

4. Il su�t de rempla
er les valeurs de x, y et z données par la paramétrage de D1 dans l'équation

de P2 : 2(3−t)−(1+2t)+3(−1+t)−1 = 0, soit 6−2t−1−2t−3+3t−1 = 0, don
 −t+1 = 0.
On obtient t = 1, soit x = 2, y = 3 et z = 0. Le point re
her
hé a pour 
oordonnées (2, 3, 0).

5. Le plan Q 
ontient le point de 
oordonnées (3, 1,−1) qui est sur D1. Une base du plan est

obtenue en prenant des ve
teurs dire
teurs de D1 et D2, don
 un ve
teur normal au plan

sera le ve
teur (−1, 2, 1) ∧ (3,−2, 5) = (12, 8,−4). On peut diviser les 
oordonnées par 4, et
trouver une équation de Q de la forme 3x+ 2y − z + d = 0. Comme (3, 1,−1) appartient au
plan, on doit avoir 9 + 2 + 1 + d = 0, soit d = −12. Le plan Q a pour équation 
artésienne

3x+ 2y − z − 12 = 0.

6. Inje
tons le paramétrage du premier plan dans les équations 
artésiennes des deux autres, on

obtient les équations 2(1−2t+3u)− (−2+ t+u)+3(4− t−2u)−1 = 0, soit 2−4t+6u+2−
t−u+12− 3t− 6u− 1 = 0, ou en
ore 8t+u = 15 ; et 1− 2t+3u+2(4− t− 2u)− 4 = 0, soit
4t+u = 5. Reste à résoudre le système de deux équations à deux in
onnues pour trouver u et

t. Par substitution, 
omme u = 5− 4t, la première équation devient 4t + 5 = 15, soit t =
5

2
,

puis u = −5. En reprenant le paramétrage du premier plan, on trouve x = 1− 5− 15 = −19 ;

y = −2 +
5

2
− 5 = −9

2
et z = 4− 5

2
+ 10 =

23

2
. Le point d'interse
tion des trois plans a don


pour 
oordonnées

(

−19,−9

2
,
23

2

)

.

7. Puisque

−−→
AB = (1,−3,−1), la droite (AB) admet pour paramétrage







x = 1 + t

y = 2 − 3t
z = 3 − t

. On

peut inje
ter 
e paramétrage dans l'équation de P2 : 2(1 + t) − (2 − 3t) + 3(3 − t) − 1 = 0
donne 2 + 2t − 2 + 3t + 9 − 3t − 1 = 0, don
 2t + 8 = 0. Pour t = −4, on trouve x = −3,
y = 14 et z = 7, qui 
onstituent don
 les 
oordonnées du point d'interse
tion 
her
hé.

8. On 
onnait déjà un point de la droite, le point A, il faut en trouver un ve
teur dire
teur

−→u (x, y, z). Le fait que la droite est parallèle à P2 se traduit par le fait que

−→u doit être

orthogonal au ve
teur normal

−→n (2,−1, 3) de P2, 
'est-à-dire que 2x−y+3z = 0. Par ailleurs,
si notre droite est sé
ante ave
 D1, on peut trouver un point B sur la droite D1 pour lequel−−→
AB = −→u . Or,

−−→
AB = (2−t, 2t−1,−4+t) (en reprenant le paramétrage de D1), don
 l'équation

3



2x−y+3z = 0 peut s'é
rire 2(2− t)−(2t−1)+3(−4+ t) = 0, soit 4−2t−2t+1−12+3t = 0,

e qui donne −t − 7 = 0, don
 t = −7. On en déduit que le ve
teur

−→u = (9,−15,−11) est

dire
teur de la droite 
her
hée, qui admet don
 pour paramétrage







x = 1 + 9t
y = 2 − 15t
z = 3 − 11t

.

9. Le point M(3, 1,−1) appartenant à D1, les ve
teurs

−→u = (−1, 2, 1) (ve
teur dire
teur de

D1), et

−−→
CM = (3, 0, 1) forment une base du plan 
her
hé. Il admet don
 pour ve
teur normal

−→n = (2, 4,−6), ou en
ore plus simplement (1, 2,−3). Son équation 
artésienne est de la forme

x+ 2y − 3z + d = 0, ave
 C appartenant au plan, soit 2 + 6 + d = 0. Cela donne d = −8, et
l'équation x+ 2y − 3z − 8 = 0.

10. Si 
ette droite existe, il existe un point M sur D1 et un point M ′
sur D2 pour lesquels−−→

AM et

−−→
AM ′

sont 
olinéaires (et sont alors des ve
teurs dire
teurs de la droite 
her
hée).

Or, en reprenant les paramétrages des deux droites,

−−→
AM = (2 − t, 2t − 1, t − 4), et

−−→
AM ′ =

(3u,−2− 2u, 5u). Pour que 
es ve
teurs soient 
olinéaires, on doit don
 trouver un 
oe�
ient

k tel que 3u = k(2 − t), −2 − 2u = k(2t − 1) et 5u = k(t − 4). en 
omparant les équations

extrêmes (que je multiplie par 5 et 3 pour plus de simpli
ité), on a 10k − 5kt = 3kt − 12k,

soit 22k = 8kt, don
 t =
11

4
. On réé
rit alors les trois équations : 3u = −3

4
k ; −2− 2u =

9

2
k

et 5u = −5

4
k. Les deux équations extrêmes donnent u = −1

4
k, 
elle du milieu devient alors

−2 +
1

2
k =

9

2
k, soit k = −1

2
. Il ne reste plus qu'à en déduire u =

1

8
. Le système admet

don
 une solution (unique), et la droite re
her
hée admet par exemple pour ve
teur dire
teur

8
−−→
AM ′ = (3,−9, 5), d'où le paramétrage







x = 1 + 3s
y = 2 − 9s
z = 3 + 5s

Exer
i
e 6 (**)

1. Cette distan
e vaut simplement

√

(4 + 2t)2 + (3 + t)2 + (1 + t)2

=
√
16 + 16t+ 4t2 + 9 + 6t+ t2 + 1 + 2t+ t2 =

√
6t2 + 24t+ 26. Cette distan
e est minimale

lorsque 6t2 + 24t + 26 (qui est toujours positif puisque somme de trois 
arrés) atteint son

minimum, 
'est-à-dire pour t = − 24

2× 6
= −2. Le point 
orrespond de la droite véri�e x = 0,

y = 1 et z = −1, don
 H(0, 1,−1). On ne revient évidemment pas à la grosse ra
ine 
arrée

pour 
al
uler la distan
e : d(O,D) = OH =
√
1 + 1 =

√
2.

2. Ave
 le paramétrage donné pour D, x − 2z = 4 + 2t − 2(1 + t) = 2. Le plan P ayant pour

ve
teur normal (1, 0,−2), un ve
teur normal

−→n (α, β, γ) du plan Q devra véri�er α− 2γ = 0
pour être orthogonal à 
elui de P. Il devra également être orthogonal à un ve
teur dire
teur

de D, 
e qui implique 2α + β + γ = 0. On a don
 α = 2γ et β = −5γ, on peut 
hoisir

−→n = (2,−5, 1). Le plan Q a don
 une équation de la forme 2x − 5y + z + d = 0, et il passe
par le point A(4, 3, 1) (puisqu'il 
ontient la droite D), don
 8− 15+1+ d = 0, soit d = 6. On
obtient �nalement l'équation 2x− 5y + z + 6 = 0

3. Notons B et B′
les projetés orthogonaux respe
tifs du point O sur les plans P et Q. En

notant (x, y, z) les 
oordonnées du point B, le ve
teur

−−→
OB(x, y, z) doit être normal au plan

P, don
 
olinéaire à (1, 0,−2). On en déduit immédiatement que y = 0 et z = −2x. Par

ailleurs, B appartenant au plan P, on a également x− 2z = 2, soit 5x = 2, don
 x =
2

5
. On

obtient don
 B

(

2

5
, 0,−4

5

)

, puis d(O,P) = OB =

√

4

25
+

16

25
=

2√
5
. On fait de même pour le

point B′(x′, y′, z′). Cette fois-
i,
−−→
OB′

doit être 
olinéaire à (2,−5, 1), 
e qui donne x′ = 2z′ et

y′ = −5z′. Comme de plus 2x′−5y′+z′+6 = 0, on obtient 4z′+25z′+z′+6 = 0, soit z′ = −1

5
,

4



puis B′

(

2

5
,−1,

1

5

)

, et en�n d(O,Q) = OB′ =

√

4

25
+ 1 +

1

25
=

√

6

5
. Or, le quadrilatère

OBB′′B′
est un re
tangle 
ar les deux plans P et Q se 
oupent en D et sont perpendi
ulaires.

Par appli
ation du théorème de Pythagore, d(O,D) =
√

d(O,P)2 + d(O,Q)2 =

√

4

5
+

6

5
=

√

10

5
=

√
2 (ouf, ça mar
he, mais sans la formule de 
al
ul de distan
e à un plan à partir de

l'équation 
artésienne, 
'est un peu lourd).

Exer
i
e 7 (**)

Sur la �gure on a indiqué (en pointillés orange) un hexagone régulier obtenu en dé
oupant le


ube par un plan perpendi
ulaire à une de ses grandes diagonales (en l'o

urren
e (BH) et passant
par le 
entre du 
ube, 
omme étudié dans la dernière question de l'exer
i
e (mais 
e n'est pas 
ette

diagonale qui est prise dans la dernière question).

A B

CD

E F

GH

I

J
O

1. On a C(1, 1, 0), F (0, 1, 1), G(1, 1, 1) et H(1, 0, 1). Si on tient absolument à justi�er, on utilise

des égalités ve
torielles du type

−→
AE =

−−→
BF =

−−→
DH et

−→
AC =

−−→
EG.

2. Méthode rustique : on applique le théorème de Pythagore dans le triangle re
tangle ABC

pour obtenir AC =
√
12 + 12 =

√
2, puis dans le triangle re
tangle ACG pour obtenir AG =

√√
2
2
+ 12 =

√
3.

Méthode sophistiquée :AC =‖ −→
AC ‖=

√
12 + 12 + 02 =

√
2, etAH =‖ −→

AG ‖=
√
12 + 12 + 12 =√

3.

3. Par exemple pour la diagonale (AC) : A et C sont évidemment à distan
e 0, E et G à

distan
e 1 puisque leurs projetés respe
tifs sur la droite sont A et C ; B et D sont à distan
e√
2

2

ar les triangles ABK et ADK, où K est le milieu de [AC], sont re
tangles iso
èles.

En�n, les triangles KBF et KDH étant re
tangles, un 
oup de Pythagore permet d'obtenir

5



KF = KH =

√

√

√

√12 +

(√
2

2

)2

=

√

3

2
, qui sont les distan
es des points F et H à la droite

(AC).

Pour une méthode plus sophistiquée, on utilise la distan
e d'un point à une droite. I
i, le

ve
teur dire
teur

−→
AC a pour norme

√
2, et on a par exemple

−−→
AB ∧ −→

AC = (0, 0, 1), don


d(B, (AC)) =
1√
2
. De même,

−→
AE ∧ −→

AC = (−1, 1, 0), don
 d(E, (AC)) =

√

(−1)2 + 12√
2

= 1.

En�n,

−→
AF

−→
AC = (−1, 1,−1), don
 d(F, (AC)) =

√

(−1)2 + 11 + (−1)2√
2

=

√

3

2
.

Pour la grande diagonale, méthode rustique : A et G sont à distan
e nulle, pour B par exemple

on se pla
e dans le triangle re
tangle ABG et on 
her
he la hauteur issue de B dans 
e triangle,

notons P le projeté orthogonal de B sur (AG).

A B

G

P

Le triangle a pour aire

1

2
AG × BP = BP

√
3

2
, mais aussi

1

2
AB × BG =

√
2

2
, don
 BP =

√
2

2
× 2√

3
=

√

2

3
. Les distan
es des 
inq autres sommets du 
ube à la droite (AG) sont aussi

égales à

√

2

3
(on peut dessiner des situations semblables à 
elle qu'on vient d'étudier pour


ha
un d'eux).

Et pour un 
al
ul plus savant, d(B, (AG)) =
‖ −−→
AB ∧ −→

AG ‖
‖ −→
AG ‖

, ave


−−→
AB ∧−→

AG = (0,−1, 1), don


d(B, (AG)) =

√
2√
3
=

√

2

3
.

4. Le triangle AGH est re
tangle en H, son aire vaut

1

2
AH ×HG =

√
2

2
; le triangle AFH est

équilatéral de 
�té

√
2, don
 de hauteur

√
2×

√
3

2
=

√

3

2
, don
 son aire vaut

1

2
×
√
2×
√

3

2
=

√
3

2
.
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Méthode sophistiquée :

−→
AG∧−−→AH = (1, 0,−1), don
 l'aire de AGH vaut

1

2

√

12 + (−1)2 =

√
2

2
;

et

−→
AF ∧ −−→

AH = (1, 1,−1) don
 l'aire de AFH vaut

√
3

2
.

5. Faisons-le pour (AC) : l'angle ave
 les fa
es (ABCD) et (EFGH) est évidemment nul, l'angle

ave
 
ha
une des quatre autres fa
es vaut

π

4

ar les triangles ABC et ACD sont iso
èles

re
tangles. L'angle formé par la droite (AG) ave
 
ha
une des six fa
es est identique, par

exemple ave
 la fa
e (ABCD) il s'agit de l'angle (
−̂→
AC,

−→
AG) (
ar C est le projeté orthogonal

de G sur (ABCS)), qui vaut arccos

(√
2√
3

)

, ou si on préfère arctan

(

1√
2

)

(
e n'est pas un

angle remarquable).

Il n'y a pas de méthode sophistiquée très intéressante i
i, on peut toujours déterminer l'angle

ave
 un produit s
alaire (ou ve
toriel) mais il faut déjà 
onnaitre le projeté de G sur (ABCD).

6. Le tétraèdre ABFG a par exemple pour hauteur AB = 1 et pour base le triangle BFG d'aire

1

2
, don
 il a pour volume

1

3
× 1

2
=

1

6
; OFGH a pour hauteur d(O, (EFGH)) =

1

2
et pour

base le triangle FGH d'aire

1

2
, son volume vaut

1

12
; en�n, pour AIJO, on peut remarquer

que le plan (IJO) est en fait le plan (CDEF ), don
 la hauteur issue de A vaut

√
2

2
(le projeté

prthogonal de A sur (CDEF ) est le 
entre de la fa
e (ADEH)). La base est i
i le triangle

OIJ , qui est re
tangle en O, ave
 OJ =
1

2
et OI =

√
2

2
, don
 elle a pour aire

√
2

8
. Finalement,

le tétraèdre AIJO a pour volume

1

24
.

La méthode sophistiquée 
onsiste à 
al
uler des produits mixtes pour obtenir les volumes de

parallélépipèdes, et à les diviser par 6 pour retrouver le volume du tétraèdre. Pour ABFG,

[
−−→
AB,

−→
AF ,

−→
AG] =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 1 1
0 0 1
0 1 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 1×0−1×1+1×0 = −1, don
 ABFG a pour volume

1

6
. Pour

OFGH, le point O ayant pour 
oordonnées

(

1

2
,
1

2
,
1

2

)

, [
−−→
OF,

−−→
OG,

−−→
OH] =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1

2

1

2
−1

2

−1

2

1

2

1

2
1

2

1

2

1

2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

−1

2
×
(

−1

2

)

+
1

2
×0+

1

2
× 1

2
=

1

2
, don
 OFGH a pour volume

1

12
. En�n, I a pour 
oordonnées

(

1

2
, 0, 1

)

et J

(

1,
1

2
,
1

2

)

, don
 [
−→
AI,

−→
AJ,

−→
AO] =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1

2
1 1

2

0 1

2

1

2

1 1

2

1

2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=
1

2
×
(

−1

2

)

− 1

2
×
(

−3

4

)

+

1

2
× 1

4
=

1

4
, don
 AOIJ a pour volume

1

24
.

7. Le plan en question a pour ve
teur normal

−→
AG(1, 1, 1), don
 admet une équation 
artésienne

du type x + y + z + d = 0. Comme O appartient au plan, d = −3

2
, don
 l'équation peut

être é
rite 2x + 2y + 2z − 3 = 0. Il est alors fa
ile de 
onstater que les points M1

(

1,
1

2
, 0

)

;

M2

(

1, 0,
1

2

)

; M3

(

1

2
, 0, 1

)

; M4

(

1

2
, 1, 0

)

; M5

(

0,
1

2
, 1

)

et M6

(

0, 1,
1

2

)

appartiennent au

plan. Or, 
es six points sont des milieux d'arêtes du 
ube (respe
tivement de [BC], [BF ],
[EF ], [DC], [EH] et [DH], et on véri�e sans di�
ulté que les six triangles OM1M2, OM2M3,

OM3M5, OM5M6, OM6M4 et OM4M1 sont équilatéraux. Par exemple pour OM1M2, on a

OM1 =

√

1

4
+ 0 +

1

4
=

1√
2
; OM2 =

√

1

4
+ 0 +

1

4
=

1√
2
et M1M2 =

√

0 +
1

4
+

1

4
=

1√
2
.
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L'hexagone M1M2M3M5M6M4 est don
 régulier et 
entré en O, et il 
onstitue l'interse
tion

de notre plan ave
 le 
ube.

Exer
i
e 8 (** à ***)

Une façon de faire, pour exploiter les données de notre 
ours, est de trouver les 
oordonnées de

quatre points formant un tétraèdre régulier dans un repère orthonormal dire
t. On peut toujours

prendre A(0, 0, 0), et B(1, 0, 0). Le point C peut être 
hoisi dans le plan (A,
−→
i ,

−→
j ), pour que ABC

soit équilatéral on 
hoisira C

(

1

2
;

√
3

2
, 0

)

. Reste à trouver un point D(x, y, z) à distan
e 1 des

points A, B et C. Il devra 
ertainement véri�er x =
1

2
(
'est une 
ondition né
essaire pour avoir

DA = DB, puis AD2 =
1

4
+ y2 + z2 = 1, soit y2 + z2 =

3

4
; et CD2 =

(

y −
√
3

2

)2

+ z2 = 1, soit

y2 −
√
3y +

3

4
+ z2 = 1. Comme y2 + z2 =

3

4
, on trouve −

√
3y = −1

2
, soit y =

1

2
√
3
. On a alors

y2 =
1

12
, don
 il faut z2 =

3

4
− 1

12
=

8

12
=

2

3
, don
 par exemple z =

√

2

3
. Le point D a don
 pour


oordonnées

(

1

2
,

1

2
√
3
,

√

2

3

)

.

• Le plan (ABC) étant 
onfondu ave
 le plan z = 0, la hauteur du tétraèdre est simplement la


ote du point D, don


√

2

3
.

• La base ABC a pour aire

1

2
×1×

√
3

2
=

√
3

4
, don
 le volume du tétraèdre vaut

1

3
×
√
3

4
×
√

2

3
=

√
2

12
.

• Il s'agit de 
al
uler par exemple la distan
e entre les droites (AB) et (CD). Il est assez intuitif
géométriquement que la droite perpendi
ulaire à (AB) et (CD) est 
elle passant par les milieux

I et J des segments [AB] et [CD]. Véri�ons-le quand même : I a pour 
oordonnées

(

1

2
, 0, 0

)

,

et J a pour 
oordonnées

(

1

2
,
1√
3
,
1√
6

)

, don


−→
IJ =

(

0,
1√
3
,
1√
6

)

. On a bien

−→
IJ.

−−→
AB = 0, et

−→
IJ.

−−→
CD = 0 +

1√
3
× −2

2
√
3
+

1√
6
×
√

2

3
= −1

3
+

1

3
= 0. La distan
e entre nos deux droites est

don
 simplement la distan
e IJ =

√

0 +
1

3
+

1

6
=

1√
2
.

• En notant I

(

1

2
, 0, 0

)

le milieu de [AB], l'angle entre les fa
es (ABC) et (ABD) 
orrespond

à l'angle entre les ve
teurs

−→
IC et

−→
ID (véri�ez si vous ne me 
royez pas que 
es deux ve
teurs

sont orthogonaux à (AB), qui est évidemment la droite d'interse
tion des deux fa
es). Ces

deux ve
teurs ont pour 
oordonnées

−→
IC =

(

0,

√
3

2
, 0

)

et

−→
ID =

(

0,
1

2
√
3
,

√

2

3

)

. Ces deux

ve
teurs ont pour norme

√
3

2
(
e sont des hauteurs de triangles équilatéraux de 
�té 1, mais

on peut le retrouver par le 
al
ul), et pour produit s
alaire

√
3

2
× 1

2
√
3
=

1

4
. On en déduit que

√
3

2
×

√
3

2
× cos(

−̂→
IC,

−→
ID) =

1

4
, don
 cos(

−̂→
IC,

−→
ID) =

1

3
. Les fa
es forment entre elles un angle

(non remarquable) de arccos

(

1

3

)

.
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Exer
i
e 9 (*)

Notons (S1), (S2) et (S3) les trois sphères.
• x2 + y2 + z2 − 2x− 2y − 2z − 1 = (x− 1)2 + (y − 1)2 + (z − 1)2 − 4, don
 S1 a pour 
entre

A1(1, 1, 1) et pour rayon R1 = 2.
• x2 + y2 + z2 − 4y+6z+12 = x2 + (y − 2)2 + (z+3)2 − 1, don
 S2 a pour 
entre A2(0, 2,−3)
et pour rayon R2 = 1.

• x2 + y2 + z2 − x + 3y − 2z +
17

4
=

(

x− 1

2

)2

+

(

y +
3

2

)2

+ (z − 1)2 − 1

4
− 9

4
− 1 +

17

4
=

(

x− 1

2

)2

+

(

y +
3

2

)2

+ (z − 1)2 +
3

4
, don
 la sphère S3 est vide. Bon, très bien, 
e n'était

peut-être pas initialement prévu 
omme ça, mais ça nous fera moins de travail pour la suite !

Pour les interse
tions ave
 P, il va falloir 
al
uler les distan
es de A1 et A2 au plan P et don
 leurs

projetés orthogonaux B1 et B2 sur 
e plan. Notons don
 B1(x, y, z), le ve
teur
−−−→
A1B1(x−1, y−1, z−1)

doit être normal au plan P, don
 
olinéaire à (1, 1, 1). Autrement dit, on doit avoir x−1 = y−1 = z−1,
soit x = y = z. Comme de plus le point B′

appartient à P, on doit véri�er la dernière 
ondition

x+y+z−3 = 0, 
e qui donne immédiatement B1(1, 1, 1). Ah ben oui, on aurait pu se rendre 
ompte

que le point A1 lui-même appartenait manifestement au plan. L'interse
tion re
her
hée est don
 un


er
le de 
entre A1 et de rayon 2 (et on est in
apable de le dé
rire mieux que ça). Pour la deuxième

sphère, notons de même B2(x, y, z), et 
al
ulons
−−−→
A2B2(x, y − 2, z +3). Cette fois, la 
olinéarité ave


un ve
teur normal à P donne x = y− 2 = z+3, ou en
ore y = x+2 et z = x− 3. En reportant dans

l'équation de plan, on trouve 3x− 1− 3 = 0, soit x =
4

3
puis B2

(

4

3
,
10

3
,−5

3

)

et

−−−→
A2B2 =

(

4

3
,
4

3
,
4

3

)

.

On peut désormais 
al
uler d(A2,P) = A2B2 =

√

3× 16

9
=

4√
3
> 1, don
 l'interse
tion est vide.

Passons à l'interse
tion éventuelle des deux premières sphères : A1A2 =
√

(−1)2 + 12 + (−4)2 =√
18 = 3

√
2 > R1 +R2, don
 les sphères n'ont pas d'interse
tion. Cet exer
i
e, en plus d'être fa
ile,

est bien dé
evant !

Exer
i
e 10 (**)

Pour déterminer les 
oordonnées des quatres sommets, il faut résoudre les quatre systèmes de

trois équations à trois in
onnus obtenus en gardant trois des quatre équations de plan. Allons-y :







x + y + z = 0
x + y − z = 2
x − y + z = 4

⇔
x + y + z = 0

2z = −2
2x = 6

(on a soustrait les deux premières

équations et additionné les deux dernières), d'où un premier sommet A(3,−2,−1).






x + y + z = 0
x + y − z = 2
−x + y + z = 6

⇔
x + y + z = 0

2z = −2
2y = 8

(mêmes opérations que 
i-dessus),

d'où un deuxième sommet B(−3, 4,−1).






x + y + z = 0
x − y + z = 4
−x + y + z = 6

⇔
x + y + z = 0

2z = 10
2y = −4

(on a additionné les deux deuxières

équations et soustrait les deux premières), d'où un troisième sommet C(−3,−2, 5).






x + y − z = 2
x − y + z = 4
−x + y + z = 6

⇔
x + y − z = 2
2x = 6

2z = 10
(on a additionné les deux premières

et les deux dernières équations), d'où un dernier sommet D(3, 4, 5).
Le 
entre O(x, y, z) de la sphère 
ir
ons
rite est situé à égale distan
e des quatre sommets. Pour

avoir OA2 = OB2
, on doit avoir (x− 3)2 +(y+2)2+(z+1)2 = (x+3)2+(y− 4)2+(z+1)2, soit en

simpli�ant les 
arrés qui apparaissent des deux 
�tés −6x+ 4y + 2z + 14 = 6x− 8y + 2z + 26, don

−12x+12y−12 = 0, soit y = x+1 ; de même, la 
ondition OA2 = OC2

donne −6x+4y+2z+14 =

9



6x+ 4y − 10z + 38, soit −12x+ 12z − 24 = 0, don
 z = x+ 2. En�n, la 
ondition OA2 = OD2
(les

autres seront automatiquement véri�ées ensuite) donne −6x+4y+2z+14 = −6x−8y−10z+50, soit
12y+12z−36 = 0, don
 y = 3−z. En reprenant les deux autres 
onditions, on a don
 x+1 = 3−x−2,
soit x = 0, puis y = 1 et z = 2. Le 
entre de la sphère 
ir
ons
rite est don
 le point O(0, 1, 2), et le
rayon vaut par exemple OA =

√
9 + 9 + 9 = 3

√
3.

Exer
i
e 11 (***)

1. Ca ressemble en e�et beau
oup à une sphère : (x−(m+1))2−(m2+2m+1)+(y+(m−1))2−
(m2−2m+1)+(z−2m)2−4m2−6m−4 = 0, soit (x−(m+1))2+(y−(m−1))2+(z−2m)2 =
6m2 + 6m+ 6 = 6(m2 +m+1). Le trin�me m2 +m+ 1 ayant un dis
riminant négatif, il est

toujours positif, don
 la sphère n'est jamais vide. On est en présen
e d'une sphère de 
entre

Om(m+ 1, 1−m, 2m) et de rayon Rn =
√

6(m2 +m+ 1).

2. Le système







x = 1 + m

y = 1 − m

z = 2m
est un système d'équations paramétriques d'une droite,

passant par le point A(1, 1, 0) et de ve
teur dire
teur

−→u (1,−1, 2).

3. Pour le 
entre, 
'est assez manifestement impossible (si 2m = 2m′
par exemple, on a au-

tomatiquement m = m′
). Pour le rayon, il faut avoir m2 + m + 1 = m′2 + m′ + 1, soit

m2−m′2+m−m′ = 0, don
 (m+m′)(m−m′)+m−m′ = 0 ou en
ore (m−m′)(m+m′+1).
Les sphères ont don
 même rayon (outre le 
as évident m = m′

) si m′ = −1−m. À part pour

m = −1, il existe don
, pour toute valeur de m, une autre valeur du paramètre pour laquelle

le rayon sera le même.

4. On peut é
rire l'équation de nos sphères un peu di�éremment : x2 + y2 + z2 − 2x− 2y − 4 +
2m(−x+y−2z−3) = 0. Pour que 
ette égalité soit véri�ée, à (x, y, z) �xés, indépendamment

de la valeur de m, on doit avoir −x + y − 2z − 3 = 0, qui est l'équation d'un plan P, et
x2 + y2 + z2 − 2x − 2y − 4 = 0, soit (x − 1)2 + (y − 1)2 + z2 = 6, équation de la sphère de


entre A (le même que 
i-dessus) et de rayon

√
6. Reste à déterminer le projeté orthogonal

B(x, y, z) du point A sur le plan P, pour véri�er s'il y a une interse
tion ave
 notre sphère.

On 
al
ule

−−→
AB(x − 1, y − 1, z), qui doit être normal à P, don
 
olinéaire à (1,−1, 2). Cela

donne les deux 
onditions y − 1 = 1 − x, soit y = 2 − x, et z = 2x − 2. En reportant dans

l'équation du plan (auquel appartient le point B), on trouve −x + 2 − x − 4x + 4 − 3 = 0,

soit x =
2

3
, puis B

(

2

3
,
4

3
,−2

3

)

, et

−−→
AB =

(

−1

3
,
1

3
,−2

3

)

. On peut maintenant en déduire

d(A,P) =

√

1

9
+

1

9
+

4

9
=

√
6

3
<

√
6, l'interse
tion re
her
hée est don
 un 
er
le C qu'on ne


her
hera pas à expli
iter plus.

5. Pour qu'au
une sphère ne passe par un point, il faut que l'équation x2 + y2 + z2 − 2x− 2y −
4 + 2m(−x + y − 2z − 3) = 0 ne soit véri�ée par au
une valeur de m, 
e qui sera le 
as si

−x+y−2z−3 = 0, autrement dit si notre point appartient à P, mais x2+y2+z2−2x−2y−4 6=
0. L'ensemble re
her
hé est don
 P\C.

6. Le plan (Pm) admet pour ve
teur normal

−→nm =
−−−→
OOm = (m + 1, 1 − m, 2m), don
 a une

équation de la forme (m+1)x+(1−m)y+2mz+ d = 0. Comme il passe de plus par le point

Om, on a (m+1)2+(1−m)2+(2m)2+d = 0, soit m2+2m+1+1−2m+m2+4m2+d = 0,
don
 d = −6m2 − 2. D'où l'équation (m+ 1)x+ (1−m)y + 2mz − 6m2 − 2 = 0.

7. Il faudrait pour 
ela que le trinome en la variable m qu'on vient d'obtenir s'annule quelle que

soit la valeur de m. Comme son 
oe�
ient dominant vaut −6, 
e trin�me n'est pas nul, 
'est

don
 impossible. Il n'y a au
un point 
ommun à tous les plans Pm.

8. Le point Om appartenant par dé�nition au plan Pm, 
ette interse
tion sera un 
er
le de 
entre

Om et de rayon Rm.

10



9. Dans 
e 
as, les ve
teurs

−−−→
OOm et

−−−→
OOm′

ne peuvent pas être 
olinéaires, 
ar leur produit

ve
toriel vaut (2(1 − m)m′ − 2(1 − m′)m; 2m(m′ + 1) − 2m′(m + 1); (m + 1)(1 − m′) −
(m′ + 1)(1 − m)) = (2(m′ − m), 2(m − m′), 2(m − m′)), qui est non nul et 
olinéaire à

(−1, 1, 1). Les deux plans se 
oupent don
 suivant une droite dirigée par (−1, 1, 1), reste à

trouver un point sur 
ette droite. En 
hoisissant par exemple x = 0, on a les deux équations

(1−m)y + 2mz − 6m2 − 2 = 0 et (1−m′)y + 2m′z − 6m′2 − 2 = 0. En soustrayant les deux

équations, (m′ −m)y + 2(m −m′)z = 6(m2 −m′2), don
 −y + 2z = 6(m +m′). On inje
te

dans la première équation : y+6m(m+m′)−6m2−2 = 0, don
 y = 2−6mm′
. On en déduit

z = 3(m+m′) + 1− 3mm′
. On peut don
 é
rire le système paramétrique suivant :







x = − t

y = 2− 6mm′ + t

z = 3(m+m′) + 1− 3mm′ + t

10. Il passe au moins un plan par le point de 
oordonnées (x, y, z) si le trin�me (m+ 1)x+ (1−
m)y+2mz−6m2−2 = 0 admet une solution. On peut l'é
rire 6m2+m(−x+y−2z)+2−x−y.

Ce trin�me a pour dis
riminant ∆ = (−x+y−2z)2−24(2−x−y), le point est don
 
onvenable
si ∆ > 0, soit x2+ y2+4z2− 2xy+4xz− 4yz+24x+24y− 48 > 0 (
e qui doit être une zone

située en dehors d'un ellipsoïde). Ce n'est 
ertainement pas le 
as pour l'origine du repère.

D'ailleurs, on obtient dans 
e 
as l'équation −6m2 − 2 = 0, qui n'a e�e
tivement pas de

solution réelle.

Exer
i
e 12 (***)

1. Puisque

−−→
AB = (2, 1,−1) et

−→
AC = (1, 1, 1), on 
al
ule

−−→
AB ∧ −→

AC = (2,−3, 1). Ce produit

ve
toriel n'étant pas nul, les trois points A, B et C ne sont pas alignés.

2. Un pointM(x, y, z) appartient au plan (ABC) si [
−−→
AB,

−→
AC,

−−→
AM ] = 0, soit (

−−→
AB∧−→AC).

−−→
AM = 0.

En reprenant le 
al
ul pré
édent, on obtient l'équation 2x−3y+z = 0. Un système d'équations

paramétriques est obtenu en prenant 
omme point du plan A et 
omme base (
−−→
AB,

−→
AC), 
e

qui donne







x = 2t + u

y = t + u

z = −t + u

, où (t, u) ∈ R2
.

3. La sphère tangente au plan est 
elle dont le rayon est égal à la distan
e de son 
entre au plan.

I
i, en reprenant l'équation 
artésienne de (ABC), d(Mk, (ABC)) =
|k|√

4 + 9 + 1
=

|k|√
14

. La

sphère a don
 pour rayon

|k|√
14

. Il existe deux valeurs de k pour lesquelles 
e rayon est égale

à 2, k = 2
√
14, et k = −2

√
14.

4. Notons (x, y, z) les 
oordonnées du point D. On peut alors 
al
uler

−−→
AD = (x, y, z) ;

−−→
BD =

(x − 2, y − 1, z + 1) ;
−−→
CD = (x − 1, y − 1, z − 1) et

−−→
BC = (−1, 0, 2). Les trois 
onditions

données s'é
rivent respe
tivement −x + 2z = 0 ; x + y + z − 2 = 0 et 2x + y − z − 2 = 0.
Ce système se résout très rapidement : x = 2z, puis en inje
tant dans la deuxième équation

y = 2 − x − z = 2 − 3z, et la troisième équation devient 4z + 2 − 3z − z − 2 = 0, qui est
toujours véri�ée. Les points re
her
hés sont don
 de la forme (2z, 2 − 3z, z), pour z ∈ R.

On re
onnait le paramétrage d'une droite passant par le point de 
oordonnées (0, 2, 0) et de
ve
teur dire
teur

−→u = (2,−3, 1).

5. Si on inje
te le paramétrage pré
édent dans l'équation 
artésienne de (ABC), on trouve

4z − 6 + 9z + z = 0, soit z =
6

14
=

3

7
. Il existe don
 une unique solution dans (ABC),

de 
oordonnées

(

6

7
,
5

7
,
3

7

)

. Ce point est l'ortho
entre H du triangle ABC, puisque les trois


onditions de la question 4 asso
iée à l'appartenan
e du point au plan (ABC) signi�ent qu'il
appartient aux trois hateurs du triangle.
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6. C'est du 
al
ul fa
ile : AD =
√
4 + 1 + 1 =

√
6 ; BD =

√
0 + 4 + 4 =

√
8 = 2

√
2 ; CD =√

1 + 4 =
√
5. Même pas besoin de se fatiguer plus pour le projeté orthogonal, il s'agit

du point H déterminé à la question pré
édente (puisque le point D appartient à la droite

obtenue à la question 4). On en déduit que d(D, (ABC)) = DH =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

(

−8

7
,
12

7
,−4

7

)
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=
√

64

49
+

144

49
+

16

49
=

4
√
14

7
= 4

√

2

7
.

7. On 
onnait la hauteur du tétraèdre grâ
e à la question pré
édente. L'aire de se base vaut

1

2
‖ −−→
AB ∧−→

AC ‖=
√
14

2
, don
 le volume du tétraèdre est

1

3
×

√
14

2
× 4

√

2

7
=

8

6
=

4

3
.

8. Un plan perpendi
ulaire simultanément à (ABC) et (BCD) admet pour ve
teur normal−−→
BC = (1, 0,−2) puisque la droite (BC) est 
ommune aux deux plans. Ainsi, son équation


artésienne est de la forme x − 2z + d = 0. Si on veut qu'il soit tangent à S, la distan
e du


entre de S au plan doit être égale à 2 (rayon de la sphère), 
al
ulons don
 
ette distan
e.

Notons Z(x, y, z) le projeté orthogonal de notre 
entre sur le plan. On 
onstate que

−−−−−→
M

2
√
14
Z =

(x, y, z − 2
√
14) est 
olinéaire à (1, 0,−2) si y = 0 et z − 2

√
14 = −2x, soit z = 2(

√
14 − x).

Le point Z appartient don
 à notre plan si x + 4x− 4
√
14 + d = 0, soit x =

4

5

√
14 − d

5
. On

a alors

−−−−−→
M

2
√
14
Z =

(

4
√
14− d

5
, 0,

2d− 8
√
14

5

)

, et la distan
e de M
2
√
14

au plan vaut don


|d− 4
√
14|

5
. La 
ondition de tangen
e |d− 4

√
14| = 2

√
5 donne en fait deux valeurs possibles

pour d, d1 = 2
√
5 + 4

√
14, et d2 = 4

√
14− 2

√
5. Pour la valeur d1 par exemple, l'équation du

plan est x− 2z + 4
√
14− 2

√
5 = 0.

9. La hauteur issue de A devant être perpendi
ulaire au plan (BCD), elle est don
 dirigée par un

ve
teur normal à (BCD). Choisissons par exemple

−−→
BC∧−−→BD = (−1, 0, 2)∧(1,−2, 0) = (4, 2, 2).

Tant qu'à faire, on peut diviser tout par 2, et 
omme la droite passe par le point A, on

obtient le paramétrage







x = 2t
y = t

z = t

. Pour la hauteur issue de D, 
'est en
ore plus rapide

puisqu'on a déjà un ve
teur normal 
al
ulé à la première question, on obtient le paramétrage







x = 2 + 2u
y = −1 − 3u
z = 1 + u

.

À l'aide des paramétrages, on obtient pour l'interse
tion le système







2t = 2 + 2u
t = −1 − 3u
t = 1 + u

.

Les deux équations extrêmes sont équivalents, et les deux dernières équations impliquent

−1 − 3u = 1 + u, soit u = −1

2
, puis t =

1

2
. Le point d'interse
tion re
her
hé a don
 pour


oordonnées H

(

1,
1

2
,
1

2

)

. Pour véri�er que H est sur la hauteur issue de B, il faut que

−−→
BH

soit orthogonal au plan (ACD), don
 à

−→
AC et

−−→
AD. Comme

−−→
BH =

(

−1,−1

2
,
3

2

)

, on 
al
ule

−−→
BH.

−→
AC = −1− 1

2
+

3

2
; et

−−→
BH.

−−→
AD = −2 +

1

2
+

3

2
= 0. Le point H est bien sur la troisième

hauteur (et a

essoirement sur la quatrième, 
elle issue de C, mais 
e n'était pas demandé).

10. La perpendi
ulaire 
ommune aux deux droites sera dirigée par

−−→
AD ∧ −−→

BC = (2,−1,−1) ∧
(−1, 0, 2) = (−2,−5,−1). On prendra plut�t

−→u = (2, 5, 1) 
omme ve
teur dire
teur. Notons

P1 le plan 
ontenant la droite (AD) et la perpendi
ulaire 
ommune, il admet pour base

(−→u ,
−−→
AD), don
 pour ve
teur normal

−→u ∧ −−→
AD = (2, 5, 1) ∧ (2,−1, 1) = (6, 0,−12). Quitte à
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tout diviser par 6, on obtient 
omme équation du plan P1 : x− 2z = 0 (puisque le plan passe

par A). De même, on note P2 le plan 
ontenant (BC) et la perpendi
ulaire 
ommune, qui a

don
 pour ve
teur normal

−→u ∧−−→
BC = (2, 5, 1)∧ (−1, 0, 2) = (10,−5, 5). Une équation du plan

P2 est don
 2x − y + z + d = 0, ave
 2 − 1 + 1 + d = 0 pour que C appartienne au plan,

d'où l'équation 2x − y + z − 2 = 0. Finalement, un système d'équations 
artésiennes de la

perpendi
ulaire 
ommune est

{

x − 2z = 0
2x − y + z − 2 = 0

. Les 
oordonnées du point

H véri�ent bien les deux équations : 1− 1 = 0 et 2− 1

2
+

1

2
− 2 = 0, il appartient don
 à 
ette

perpendi
ulaire 
ommune. Si on n'avait que ça à faire, on véri�erait de même qu'il appartient

aux autres perpendi
ulaires 
ommunes d'arêtes non 
oplanaires du tétraèdre ABCD. Une

petite �gure pour 
on
lure, ave
 les deux hauteurs en rouge, et la perpendi
ulaire 
ommune

en pointillés verts.

A

D B

C

H
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