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J'ai simplement pensé à l'idée d'une proje
tion, d'une quatrième dimension invisible,

autrement dit que tout objet de trois dimensions, que nous voyons froidement,

est une proje
tion d'une 
hose à quatre dimensions, que nous ne 
onnaissons pas.

Mar
el Du
hamp

Un mathémati
ien et un ingénieur assistent à une 
onféren
e sur les pro
essus physiques

intervenant dans les espa
es de dimension 9. Le mathémati
ien est assis et appré
ie

beau
oup la 
onféren
e, pendant que l'ingénieur fron
e les sour
ils et semble


omplètement embrouillé. À la �n, l'ingénieur demande au matheux :

� Comment fais-tu pour 
omprendre tout 
ela ? � � C'est simple ! D'abord

tu visualises le pro
essus en dimension n, et ensuite il su�t de prendre n = 9. �

Ce deuxième 
hapitre d'algèbre linéaire sera un simple 
omplément du premier, permettant de

présenter une notion 
omplètement fondamentale, 
elle d'appli
ation linéaire, qui va é
lairer d'un jour

nouveau tous les termes vus depuis le début de l'année et faisant intervenir 
e fameux mot � linéaire �.

En gros, les appli
ations linéaires sont des appli
ations (des fon
tions, quoi) � naturelles � dans les

espa
es ve
toriels, qui apparaissent dans tous les domaines des mathématiques, et pour lesquels une

étude tout à fait générale et théorique est possible, 
e qui permet d'appréhender un peu mieux la

puissan
e de l'algèbre linéaire pour résoudre des problèmes de maths très divers. Ce petit 
hapitre

sera essentiellement 
onstitué de vo
abulaire, les quelques 
al
uls à savoir faire se résumant à nouveau

la plupart du temps à des résolutions de petits systèmes (linéaires, 
ela va de soit !).

Obje
tifs du 
hapitre :

• maitriser tout le vo
abulaire introduit dans 
e 
hapitre.

• 
omprendre l'intérêt du théorème du rang.

• savoir manipuler les proje
tions et symétries ve
torielles.

1 Vo
abulaire.

1.1 Morphismes.

Dé�nition 1. Soient E et F deux espa
es ve
toriels, une appli
ation linéaire de E dans F est

une appli
ation f : E → F véri�ant les 
onditions suivantes :

• ∀(u, v) ∈ E2
, f(u+ v) = f(u) + f(v)
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• ∀λ ∈ R, ∀u ∈ E, f(λu) = λf(u)

Remarque 1. Autrement dit, une appli
ation linéaire est une appli
ation 
ompatible ave
 les deux

opérations dé�nissant la stru
ture d'espa
e ve
toriel. Pour les plus 
urieux, voir le développement de


e prin
ipe dans le paragraphe suivant (
elui qui est 
omplètement hors-programme). Une appli
ation

linéaire � transforme les sommes en sommes � et les produits par des réels en produits par des

réels, même si les espa
es ve
toriels E et F sont de nature 
omplètement di�érente, et même si les

opérations de somme dans E et dans F ne sont te
hniquement pas � les mêmes �.

Remarque 2. Si f : E → F est une appli
ation linéaire, on a né
essairement f(0E) = 0F (ex
eption-

nellement, j'ai pré
isé i
i dans quel espa
e ve
toriel se situait le ve
teur nul 
ar 
'est très important).

En e�et, f(0 + 0) = f(0) + f(0), don
 f(0) = 2f(0), 
e qui implique manifestement f(0) = 0.

Proposition 1. Une appli
ation f : E → F est linéaire si et seulement si ∀(λ, µ) ∈ R
2
,

∀(u, v) ∈ E2
, f(λu+ µv) = λf(u) + µf(v).

Démonstration. Si f véri�e les 
onditions de la dé�nition, alors f(λu + µv) = f(λu) + f(µv) =
λf(u)+µf(v) en utilisant su

essivement les deux propriétés. Ré
iproquement, en prenant λ = µ = 1,
on retrouve la première 
ondition ; et en prenant v = 0, on retrouve la deuxième (en exploitant la

remarque faite juste avant l'énon
é de la propriété).

Remarque 3. Autrement dit, une appli
ation est linéaire si et seulement si elle est 
ompatible

ave
 les 
ombinaisons linéaires. On a d'ailleurs plus généralement, pour une appli
ation linéaire,

f

(
n∑

i=1

λiei

)

=
n∑

i=1

λif(ei). C'est d'ailleurs 
ette propriété (ave
 seulement deux ve
teurs, pas besoin

de se 
ompliquer la vie) qu'on véri�era lorsqu'il faudra prouver dans les exer
i
es qu'une appli
a-

tion est linéaire : on véri�e bien que l'appli
ation est dé�nie sur E et à valeurs dans F , et on 
al
ule

f(λu+µv) en essayant de prouver que 
'est égal à λf(u)+µf(v). Attention bien sûr à faire attention

au fait qu'i
i u et v sont des ve
teurs de l'espa
e E, pas de simples 
oordonnées.

Exemple : Dans l'espa
e ve
toriel E = M2(R), on pose A =

(
2 1
−1 1

)

, et on dé�nit l'appli
ation

f : E 7→ E par f(M) = AM . Pour prouver que 
ette appli
ation est linéaire, même pas besoin

de 
al
uler les 
oordonnées expli
ites de f(M), on se 
ontente d'é
rire que, si M et N sont deux

matri
es quel
onques de E, et (λ, µ) ∈ R
2
, alors f(λM + µN) = A(λM + µN) = λAM + µAN =

λf(M) + µf(N). On a simplement utilisé les règles de base du 
al
ul matri
iel (si on veut faire

savant, on a en fait simplement utilisé la linéarité du produit matri
iel à gau
he, 
e qui signi�e en

fait exa
tement que l'appli
ation f est linéaire).

Exemples : On pourrait penser que les 
onditions dé�nissant une appli
ation linéaire sont restri
-

tives, et qu'il va don
 y avoir � peu � d'appli
ations linéaires. C'est en partie vrai : si on se restreint

à des espa
es très simples (et de très petite dimension), il y a e�e
tivement très peu d'appli
ations

qui seront linéaires. Mais dans des espa
es plus gros, il y en aura largement assez pour qu'on s'y

intéresse de très près, d'autant plus que l'ensemble de 
es appli
ations linéaires va être doté d'une

stru
ture forte, justement à 
ause des 
onditions très restri
tives qui les dé�nissent.

• Si on 
onsidère toutes les appli
ations f : R → R (autrement dit toutes les fon
tions réelles

dé�nies sur R tout entier), les seules à être linéaires sont 
elles de la forme x 7→ ax, ave


a ∈ R. Ce qui tombe d'ailleurs très bien puisque 
e sont justement les fon
tions qu'on appelle

traditionnellement fon
tions linéaires !
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• L'appli
ation f : R2 → R
3
dé�nie par f(x, y) = (2x − 3y, 4x + y,−x + 2y) est une appli
a-

tion linéaire. On le véri�e 
omme 
i-dessus en développant f(λ(x, y, z) + µ(x′, y′, z′)) et en


onstatant que 
'est égal à λf(x, y, z) + µf(x′, y′, z′) (i
i, il faut vraiment faire le 
al
ul ave


les 
oordonnées, 
'est un peu pénible mais essentiellement trivial).

• L'appli
ation f : R
2 → R

3
dé�nie par f(x, y) = (2x − 3, 4 + y,−x + 2y) n'est pas une

appli
ation linéaire (on peut 
onstater par exemple qu'en général f(2x, 2y) 6= 2f(x, y)). En
fait, en ré�é
hissant un peu, on 
onstate assez fa
ilement que les seules appli
ations linéaires

de R
2
dans R

3
sont 
elles pour lesquelles les 
oordonnées de f(x, y) sont obtenues en faisant

des 
ombinaisons linéaires de x et de y. Ce 
onstat s'étend en fait aux appli
ations linéaires

entre n'importe quels espa
es de dimension �nie. Il faut et il su�t que 
haque 
oordonnée

de f(u) soit une 
ombinaison linéaire des 
oordonnées de u pour que f soit une appli
ation

linéaire.

• L'appli
ation f : M3(R) → M3(R) dé�nie par f(M) = A2M est une appli
ation linéaire,

quelle que soit la matri
e A ∈ M3(R) (même prin
ipe que dans l'exemple 
i-dessus).

• L'appli
ation f : M3(R) → M3(R) dé�nie par f(M) = M2
n'est pas une appli
ation linéaire

(en général, (M +N)2 6= M2+N2
, 
e qu'on peut résumer en disant justement que l'élévation

au 
arré � n'est pas linéaire �).

• Soit E l'ensemble des suites réelles. L'appli
ation f : E → R
3
dé�nie par f(un) = (u0, u8, u35)

est une appli
ation linéaire.

• Soit E l'ensemble des fon
tions C∞
de R dans R. L'appli
ation f : E → E dé�nie par

f(g) = g′ est une appli
ation linéaire (dont la variable est une fon
tion !). J'ai d'ailleurs déjà

du dire au moins dix fois depuis le début de l'année la phrase � La dérivation est linéaire �,


e qui signi�e exa
tement 
ela.

• Soit E l'ensemble des fon
tions 
ontinues sur l'intervalle [0; 1]. L'appli
ation f : E → R

dé�nie par f(g) =

∫
1

0

g(t) dt est une appli
ation linéaire. Là en
ore, on a parlé de linéarité

de l'intégrale largement avant d'avoir une dé�nition rigoureuse de 
e qu'est une appli
ation

linéaire.

• L'appli
ation f : Rn[X] → Rn[x] dé�nie par f(P ) = 2X2P ′′ − XP ′
est une appli
ation

linéaire (i
i, il faut bien faire attention quand on véri�e la linéarité à véri�er que f(λP +
µQ) = λf(P ) + µf(Q), il n'y absolument au
une raison de mettre des 
oe�
ients λ et µ

sur l'indeterminée X à l'intérieur du polyn�me, 
e qui fait que le X2
qui est simplement en

fa
teur de P ′′
ne perturbe pas du tout la linéarité de l'appli
ation).

Dé�nition 2. Une appli
ation linéaire f : E → F est aussi appelée morphisme de E dans F . On

note L(E,F ) l'ensemble de toutes les appli
ations linéaires de E dans F .

Une appli
ation linéaire f : E → E est appelée endomorphisme de l'espa
e ve
toriel E. On note

plus simplement L(E) l'ensemble des endomorphismes de E.

Une appli
ation linéaire bije
tive est appelée isomorphisme.

Un endomorphisme bije
tif est appelée automorphisme. L'ensemble des automorphismes d'un es-

pa
e ve
toriel E est noté GL(E).

Remarque 4. Tout 
e vo
abulaire est assez logique si on a quelques rudiments de gre
 (mais oui). Le

terme morphisme dé
oule du gre
 µoρϕη qui signi�e forme. Un morphisme est don
 une appli
ation

qui � respe
te la forme � de l'ensemble, 
'est-à-dire i
i qui respe
te la stru
ture d'espa
e ve
toriel

des deux ensembles (au départ et à l'arrivée). Il existe en fait des morphismes pour tous types de

stru
tures algébriques sur les ensembles, qui seront dé�nis en lien ave
 la stru
ture. On devrait don


parler non pas simplement de morphismes dans 
e 
hapitre, mais bien de � morphismes d'espa
es

ve
toriels � puisqu'il existe aussi des morphismes de groupes, des morphismes d'algèbres et autres

joyeusetés que vous ne devez absolument pas maitriser (
f plus bas pour les 
urieux).

Les pré�xes ajoutés devant le terme morphisme sont tout autant dérivés du gre
. Le pré�xe endo

signi�e intérieur, un endomorphisme est don
 un morphisme où on reste dans le même espa
e ve
toriel

(tout 
omme un endogame est quelqu'un qui se marie ave
 une personne de la même 
atégorie
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(typiquement so
io-professionnelle) que lui). Vous devez déjà avoir 
roisé le pré�xe iso qui signi�e

� même �, surtout si vous avez déjà fait de la thermodynamique ave
 M.Raimi (isobares, iso
hores

et autres tru
s sympathiques ; sinon le terme isotherme est d'un emploi nettement plus fréquent).

I
i, un isomorphisme est une appli
ation qui permet de 
omprendre que les espa
es ve
toriels E et F

ont la � même � stru
ture. Bien sûr les ensembles ne sont pas les mêmes, et les opérations non plus,

mais le fait d'avoir un isomorphisme entre E et F permet de les voir 
omme des espa
es qui � se

ressemblent � énormément. Ainsi, ils auront for
ément la même dimension (s'ils sont de dimension

�nie), l'image de n'importe quelle base de E par l'isomorphisme f sera une base de F , et
.

Proposition 2. Si E et F sont deux espa
es ve
toriels réels, 
'est aussi le 
as de L(E,F ).

Démonstration. La somme de deux appli
ations linéaires est linéaire, l'élement neutre étant l'appli-


ation nulle, et l'opposé d'une appli
ation linéaire étant toujours dé�ni. De plus, les produits par des


onstantes d'appli
ations linéaires sont linéaires, et les relations de distributivité sont immédiates.

Bref, tout est trivial.

Remarque 5. C'est 
ette stru
ture d'espa
e ve
toriel sur l'ensemble des appli
ations linéaires de E

dans F (attention, il s'agit d'un espa
e 
omplètement di�érent de E et de F ) qui nous permettra

dans le dernier 
hapitre d'algèbre linéaire que nous ferons 
ette année de représenter les appli
ations

linéaires entre espa
es ve
toriels de dimension �nie par des matri
es, et (en
ore mieux !) d'utiliser

toute la puissan
e du 
al
ul matri
iel pour étudier plus e�
a
ement les appli
ations linéaires.

1.2 Compléments hors-programme.

Ce paragraphe n'est à lire que si vous voulez 
omprendre un peu mieux la notion de morphisme

et surtout d'isomorphisme qui est omniprésente en algèbre (et pas seulement en algèbre linéaire

puisque, 
omme expliqué plus haut, il n'existe pas que des morphismes entre espa
es ve
toriels).

Comme j'ai essayé de vous le faire 
omprendre plus haut, l'idée derrière la notion de morphisme est

de 
réer des appli
ations qui préservent la stru
ture (quelle qu'elle soit), et la notion d'isomorphisme

permet en fait d'identi�er deux ensembles ayant une stru
ture identique. On peut même aller plus

loin en essayant de 
omprendre quelles sont les di�érentes façons de stru
turer un ensemble � à partir

de rien �. Pour 
ela il est plus fa
ile de travailler ave
 des ensembles � petits � (i
i on prendra des

ensembles �nis à peu d'éléments) et une stru
ture plus basique que 
elle d'espa
e ve
toriel : 
elle de

groupe.

C'est en fait assez simple : dé�nir une stru
ture de groupe sur un ensemble E 
onsiste simplement

à 
réer une opération dans l'ensemble E (qu'on notera i
i ⋆ 
ar il ne s'agit pas for
ément d'une

addition) qui véri�e les deux propriétés suivantes :

• il existe un élément de E qui joue le r�le d'élément neutre pour l'opération ⋆, 
'est-à-dire un

élément e ∈ E tel que, ∀x ∈ E, e ⋆ x = x.

• tout élément de E admet un inverse pour l'opération ⋆, 
'est-à-dire que, si x ∈ E, il existe

y ∈ E tel que x ⋆ y = e, où e est l'élément neutre de 
e qu'on appellera désormais le groupe

E.

On ajoutera en plus le fait que l'opération ⋆ doit être asso
iative et 
ommutative (et en
ore, la


ommutativité n'est même pas obligatoire), et 
'est tout. La question est maintenant, si on prend un

ensemble �ni 
ontenant un 
ertain nombre d'éléments, de savoir le nombre d'opérations di�érentes

qu'on peut 
réer (et don
 le nombre de stru
tures de groupe di�érentes qu'on peut mettre sur notre

ensemble) en respe
tant 
es 
onditions. Le tout à isomorphisme près, 
e qui revient à dire que, si

on dé�nit une nouvelle opération qui est en fait la même qu'une opération pré
édemment dé�nie à

permutation des éléments près, ça ne 
ompte pas. Donnons des exemples 
on
rets pour é
lairer tout

ça. Pour représenter une opération sur un ensemble �ni, le plus simple est de présenter sa table,

similaire à une bête table de multipli
ation, où on met en lignes et en 
olonnes les éléments de

l'ensemble et on indique dans les 
ases du tableau le résultat de l'opération asso
iant deux éléments

de l'ensemble. Par exemple :
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e a b 


e e a b 


a a e 
 b

b b 
 e a


 
 b a e

On dispose i
i d'un ensemble 
ontenant quatre éléments notés e (qui jouera le r�le d'élément

neutre), a, b et c. Et on a dé
idé que l'opération ⋆ véri�erait que a ⋆ a = e, a ⋆ b = c et
 (on lit

les résultats dans la table 
i-dessus). Je vous laisse 
onstater si vous avez du temps à perdre que

l'opération ainsi dé�nie est bien asso
iative et 
ommutative, que e en est un élément neutre et que


haque élément admet un inverse (en l'o

urren
e, i
i, 
haque élément est son propre inverse). La

question qu'on se pose maintenant est : aurait-on pu dé
ider autrement et 
réer d'autres opérations

qui fon
tionnent ? Si on dé
ide par exemple de permuter les r�les des quatre éléments (on dé
ide que

a devient l'élément neutre, don
 a ⋆ b = b, et
, et par 
ontre e ⋆ c = b et ainsi de suite), la stru
ture

sera la même, ça ne 
ompte pas (on peut prouver qu'il existe un isomorphisme de groupe entre notre

ensemble muni de la première opération et le même ensemble muni de la deuxième opération). En

fait il existe bel et bien une deuxième solution qui ne peut pas être obtenue à partir de la première

par simple permutation des variables :

e a b 


e e a b 


a a b 
 e

b b 
 e a


 
 e a b

Il ne s'agit pas de la même stru
ture 
ar i
i, 
ontrairement au tableau pré
édent, il existe des

éléments qui ne sont pas leur propre inverse (a et c sont inverses l'un de l'autre, e et b sont leur

propre inverse). On peut prouver (mais 
e n'est pas évident !) qu'il n'y a en fait que deux stru
tures

de groupes di�érentes sur un ensemble 
ontenant quatre éléments (les deux que nous venons de


iter). Si notre ensemble 
ontient un nombre d'éléments qui est un nombre premier, 
'est en
ore

pire, il n'y a qu'une seule façon de stru
turer l'ensemble pour en faire un groupe ! D'ailleurs, vous la


onnaissez déjà, 
ette stru
ture, sans même le savoir : 
'est la stru
ture de l'ensemble Un des ra
ines

n-èmes de l'unité, muni de l'opération de multipli
ation (je vous laisse y ré�é
hir). Pour un nombre

d'éléments non premier, il existe en général plusieurs stru
tures possibles, et bien sûr il peut y en

avoir beau
oup si le nombre d'éléments est élevé, et en
ore plus si on a

epte les opérations non


ommutatives. On 
onnait de toute façon bien les stru
tures de groupes sur tous les ensembles �nis

mais les démonstrations de 
es résultats sont assez monstrueuses (elles prennent plusieurs milliers

de pages, les plus 
urieux iront par exemple 
onsulter la page Wikipédia � Liste des groupes �nis

simples �, mais n'y 
omprendront probablement pas grand 
hose). Plus a

essible, la � Liste des

petits groupes � toujours disponible sur Wikipédia vous donne le nombre de stru
tures possibles

pour des nombres d'éléments inférieurs ou égaux à 20. On a par exemple pas moins de 14 opérations

di�érentes (dont neuf ne sont pas 
ommutatives) si notre ensemble 
ontient 16 éléments.

Un dernier exemple quand même un peu plus tordu que les pré
édents, puisqu'il s'agit d'une

stru
ture de groupe non 
ommutatif, qui a pourtant une origine simple et géométrique. Prenez

un beau triangle équilatéral (dessinez-le sur votre feuille si vous voulez) ABC. On s'intéresse aux

isométries du plan laissant stable le triangle équilatéral (autrement dit, on va dépla
er ou symétriser

notre triangle, mais à la �n on doit toujours avoir un triangle équilatéral à la même pla
e). Ave


un peu de motivation, on peut prouver qu'il n'existe que six transformations géométriques laissant

e�e
tivement stable notre triangle équilatéral :
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• l'appli
ation identité, notée i, qui ne fait rien bouger.

• la rotation par rapport au 
entre O du triangle d'angle

2π

3
(qui permute les trois sommets,

et don
 les trois 
�tés, du triangle), qu'on notera r1.

• la rotation par rapport au 
entre O du triangle d'angle

4π

3
, qu'on notera r2.

• la ré�exion par rapport à la droite (AI), où I est le milieu du 
�té [BC] opposé à A. On

notera 
ete ré�exion s1.

• de même, la ré�exion par rapport à la droite (BJ), où J est le milieu du 
�té [AC]. On notera


ette ré�exion s2.

• la ré�exion par rapport à la droite (CK), où K est le milieu du 
�té [AB]. On notera 
ette

ré�exion s3.

On dispose don
 d'un ensemble à six éléments, sur lequel une opération très naturelle va 
réer une

stru
ture de groupe : l'opération de 
omposition (
elle qu'on note ◦). Et 
'est logique : la 
omposée

de deux appli
ations laissant stable notre triangle 
ontinuera à le laisser stable, on a un élément

neutre évident qui est l'identité i, et 
haque appli
ation a une ré
iproque (
'est elle qui joue le r�le

d'inverse pour l'opération de 
omposition) qui est dans la liste puisqu'elle va elle-même laisser le

triangle stable. Si on é
rit la table 
omplète de l'opération ◦ sur 
et ensemble, on obtient :

i r1 r2 s1 s2 s3

i i r1 r2 s1 s2 s3
r1 r1 r2 i s2 s3 s1
r2 r2 i r1 s3 s1 s2
s1 s1 s3 s2 i r2 r1
s2 s2 s1 s3 r1 i r2
s3 s3 s2 s1 r2 i r1

Attention, la le
ture de 
e tableau est plus 
ompliquée que pour les pré
édents puisque l'opération

n'est pas 
ommutative : le résultat donné est 
elui obtenu en 
omposant l'élément de la ligne (à

gau
he) par l'élément de la 
olonne (à droite). Ainsi, on a par exemple r2 ◦ s1 = s3 mais s1 ◦ r2 = s2.

Cette stru
ture est en fait la première stru
ture de groupe non 
ommutatif sur un ensemble �ni (on

ne peut pas en 
réer sur des ensembles à moins de six éléments). Les mathémati
iens qui font de

l'algébre tous les jours et qui aiment le vo
abulaire 
ompliqué l'appellent groupe diédral d'ordre 6,
les autres l'appellent plus simplement groupe des symétries du triangle. On pourrait bien sûr faire de

même ave
 un 
arré, un hexagone ou même n'importe quel polygone régulier à n 
otés. On obtient

toujours un groupe non 
ommutatif à 2n éléments (il n'y que des rotations et des ré�exions, 
omme

pour le triangle).

1.3 Noyau et image.

Dé�nition 3. Le noyau d'une appli
ation linéaire f : E → F est l'ensemble ker(f) = {u ∈ E |
f(u) = 0}.

Remarque 6. Les lettres Ker sont les premières du mot allemand Kernel qui signi�e, 
omme vous

auriez pu le deviner, noyau. Il 
orrespond en fait aux anté
édents d'un élément très parti
ulier de

l'ensemble d'arrivée, son ve
teur nul. On va voir 
i-dessous que, lorsqu'une appli
ation est linéaire,

le fait de 
onnaitre les anté
édents de 0 su�t en fait à en déduire des 
hoses sur les anté
édents de

tous les éléments de l'espa
e d'arrivée. Première remarque : on a dit en début de 
e 
hapitre qu'une

appli
ation linéaire véri�ait toujours f(0) = 0, le noyau de f 
ontient don
 toujours au moins un

élément, il ne peut jamais être vide. On peut en fait être beau
oup plus pré
is que ça :
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Proposition 3. Si f ∈ L(E,F ) est une appli
ation linéaire, alors ker(f) est un sous-espa
e

ve
toriel de E.

Démonstration. On peut en fait prouver un résultat plus général que 
elui-
i, puisque l'image ré-


iproque de tout sous-espa
e ve
toriel de l'espa
e d'arrivée F est un sous-espa
e ve
toriel de E

(
omme {0} est un sous-espa
e de F , notre proposition est un 
as parti
ulier de 
e résultat). Soit

H un sous-espa
e ve
toriel de F , et (u, v) ∈ f−1(H), alors f(u) = z ∈ H et f(v) = w ∈ H, don


f(λu+ µv) = λz + µw ∈ H, et λu+ µv ∈ f−1(H).

Proposition 4. Une appli
ation linéaire f : E → F est inje
tive si et seulement si ker(f) =
{0E}.

Démonstration. Cette propriété revient à dire que, pour démontrer qu'une appli
ation linéaire est

inje
tive, il su�t de démontrer qu'un seul élément bien parti
ulier (le ve
teur nul) n'a pas plus d'un

anté
édent par f . Supposons d'abord le noyau réduit au ve
teur nul et montrons que f est inje
tive :

soient (u, v) ∈ E2
tels que f(u) = f(v), alors, par linéarité de f , on a f(u− v) = f(u) − f(v) = 0,

don
 u − v ∈ ker(f). Comme le noyau est réduit au ve
teur nul, on a don
 u − v = 0, 
'est-à-dire
u = v, 
e qui prouve bien l'inje
tivité. Ré
iproquement, supposons f inje
tive, alors 0 a (au plus) un

seul anté
édent par f . Or, le ve
teur nul est toujours un anté
édent de 0 par une appli
ation linéaire.

Ce
i prouve bien qu'il est le seul élément de E à appartenir à ker(f).

Exemple : En pratique, un noyau se 
al
ule très simplement en résolvant un système. Déter-

minons par exemple le noyau de l'endomorphisme f de R
3
dé�ni par f : (x, y, z) 7→ (x − y +

z, 3x − 2y + 5z,−x − 3z) (je vous dispense de la véri�
ation pénible du fait que f est bien une

appli
ation linéaire). Les éléments du noyau sont les triplets de réels (x, y, z) solutions du système







x − y + z = 0
3x − 2y + 5z = 0
−x − 3z = 0

. Le système n'est pas de Cramer (2L1 −L2 = L3), les solutions sont

les triplets de la forme (−3z,−2z, z), ave
 z ∈ R. Autrement dit, ker(f) = Vect((−3,−2, 1)), 
e qui
prouve que l'appli
ation f n'est pas inje
tive. On essaiera de systématiquement présenter les noyaux

d'appli
ations linéaires � sous forme de Ve
t � pour en déduire rapidement leur dimension.

Exemple 2 : L'appli
ation f : Rn[X] → Rn[X] dé�nie par f(P ) = P ′
a pour noyau l'ensemble

des polyn�mes 
onstants, 
e qu'on peut é
rire ker(f) = Vect(1). Là en
ore, l'appli
ation f n'est pas

inje
tive.

Dé�nition 4. L'image d'une appli
ation linéaire f : E → F est l'ensemble Im (f) = {v ∈ F | ∃u ∈
E, f(u) = v}.

Remarque 7. Il ne s'agit en fait pas d'une nouvelle dé�nition puisque nous avions déjà dé�ni il y a

un 
ertain temps l'image d'une appli
ation quel
onque entre deux ensembles de la même façon. La

première propriété énon
ée 
i-dessus dé
oule de façon immédiate de la dé�nition de l'image et né

mérite don
 au
une démonstration :

Proposition 5. Une appli
ation linéaire f : E → F est surje
tive si et seulement si

Im (f) = F .
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Proposition 6. Soit f ∈ L(E,F ) et (e1, . . . , en) une base de E, alors Im (f) =
Vect(f(e1), . . . , f(en)).

Démonstration. Comme les ve
teurs f(e1), . . . , f(en) appartiennent évidemment à Im (f), on a né-


essairement Vect(f(e1), . . . , f(en)) ⊂ Im (f). De plus, si v ∈ Im (f), alors v = f(u) ave
 u ∈ E, et


omme (e1, . . . , en) est une base de E, on peut é
rire u =
i=n∑

i=1

λiei. Alors v = f(u) = f

(
i=n∑

i=1

λiei

)

=

i=n∑

i=1

λif(ei), don
 v ∈ Vect(f(e1), . . . , f(en)), et les deux ensembles sont bien égaux.

Remarque 8. Attention, en général, (f(e1), . . . , f(en)) n'est pas une base de Im (f), mais seulement

une famille génératri
e (elle n'a au
une raison d'être libre, 
e ne sera d'ailleurs en pratique le 
as

que si f est un isomorphisme). Si on veut 
onnaitre la dimension de l'image, il sera don
 né
essaire

de supprimer dans la famille (f(e1), . . . , f(en)) les ve
teurs inutiles pour la transformer en famille

libre (en pratique, on va voir que le théorème du rang permet souvent de pro
éder en sens inverse :

on 
onnait la dimension de l'image avant de la 
al
uler 
on
rètement, et on sait don
 à l'avan
e le

nombre de ve
teurs à supprimer dans la famille génératri
e obtenue).

Exemple 1 : La méthode élémentaire pour 
al
uler une image est d'utiliser la dé�nition, mais elle

n'est pas pratique du tout. Prenons par exemple l'appli
ation linéaire de R
2
dans R

3
dé�nie par

f(x, y) = (2x − y, x + 2y,−2x + y). Un triplet (a, b, c) appartient à Im (f) si et seulement si le

système







2x − y = a

x + 2y = b

−2x + y = c

admet une solution. Les membres de gau
he des deux équations extrêmes étant opposés, il faut

né
essairement avoir a = −c, et on véri�e fa
ilement que 
ette 
ondition est su�sante. On a don


Im (f) = {(a, b,−a) | a, b ∈ R
2} = Vect((1, 0,−1), (0, 1, 0)).

Exemple 2 : En pratique, on utilisera plut�t notre dernière proposition, 
ar 
'est beau
oup plus

rapide ! Reprenons le même exemple. La base 
anonique de R
2
est 
onstituée des deux ve
teurs

(1, 0) et (0, 1), don
 l'image est engendrée par f(1, 0) = (2, 1,−2) et f(0, 1) = (−1, 2, 1). On a don


Im (f) = Vect((2, 1,−2), (−1, 2, 1)) (
e ne sont pas les mêmes ve
teurs que tout à l'heure mais on

peut véri�er qu'ils engendrent le même espa
e ve
toriel).

Proposition 7. Si f est un isomorphisme de E dans F , alors sa ré
iproque f−1
est un

isomorphisme de F dans E.

Démonstration. La seule 
hose à véri�er est la linéarité de la ré
iproque (qui existe né
essairement

puisque f est supposée bije
tive). Soit don
 (z, w) ∈ F 2
et notons u = f−1(z) et v = f−1(w). Par

linéarité de f , on peut dire que f(λu + µv) = λf(u) + µf(v) = λz + µw, don
 f−1(λz + µw) =
λu+ µv = λf−1(z) + µf−1(w), 
e qui prouve la linéarité de f−1

.

Remarque 9. L'ensemble L(E) muni des deux opérations + et ◦ est 
e qu'on appelle un anneau non


ommutatif. L'addition joue son r�le usuel et la 
omposition joue à peu de 
hoses près le r�le de la

multipli
ation dans les ensembles de nombres usuels (R ou C par exemple). En e�et, la 
omposition

admet un élément neutre qui est l'appli
ation identité, mais toutes les appli
ations linéaires ne sont

pas inversibles (seuls les automorphismes le sont), et surtout la 
omposition est distributive par
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rapport à l'addition, tout 
omme le produit dans les ensembles de nombres (
'est-à-dire qu'on a

toujours f ◦ (g+h) = f ◦ g+ f ◦h et (g+h) ◦ f = g ◦ f +h◦ f , 
e qu'on ne se privera pas d'exploiter

dans 
ertains 
al
uls). En fait, nous verrons plus tard que la 
omposition d'appli
ations linéaires

s'identi�e e�e
tivement à un produit, 
elui des matri
es. Pour l'instant, nous utiliserons déjà 
ette

analogie pour justi�er l'énorme abus de notation suivant :

Dé�nition 5. Si f est un endomorphisme d'un espa
e ve
toriel E, on notera f2
la 
omposée f ◦ f ,

et plus généralement fn = f ◦ f ◦ · · · ◦ f
︸ ︷︷ ︸

n fois

.

Il est essentiel de garder 
onstamment à l'esprit que, malgré la notation, fn
n'a rien à voir ave
 un


al
ul de puissan
es de 
oordonnées.

2 Rang.

Dé�nition 6. Soit F = (e1, . . . , en) une famille de ve
teurs d'un espa
e ve
toriel E, on appelle rang

de la famille F la dimension de Vect(e1, . . . , en).

Remarque 10. La famille est libre si et seulement si son rang est égal au nombre de ve
teurs qu'elle


ontient. Dans le 
as où la famille n'est pas libre, le rang donne immédiatement le nombre de ve
teurs

� inutiles � de la famille : si une famille de 
inq ve
teurs a un rang égal à 3, 
elà signi�e qu'il faudra

supprimer deux ve
teurs pour obtenir une base de l'espa
e ve
toriel engendré. Cette notion de rang

peut très bien s'appliquer à une famille de ve
teurs dans un espa
e ve
toriel de dimension in�nie

(puisque la famille elle-même est �nie, et l'espa
e ve
toriel qu'elle engendre est don
 de dimension

�nie).

Dé�nition 7. Soit f ∈ L(E,F ), le rang de f , s'il existe, est la dimension de l'image de f . On le

note rg(f).

Remarque 11. Pour faire le lien ave
 la dé�nition pré
édente, rg(f) = rg(f(e1), f(e2), . . . , f(en)), où
(e1, . . . , en) est une base quel
onque de E. Pour être très rigoureux, 
ette égalité ne peut avoir de

sens que si E est de dimension �nie, alors que le rang de f peut éventuellement être dé�ni même si

E n'est pas de dimension �nie.

Théorème 1. Théorème du rang.

Soit f ∈ L(E,F ), où E est un espa
e ve
toriel de dimension �nie, alors rg(f) +
dim(ker(f)) = dim(E).

Remarque 12. Le théorème du rang n'a�rme absolument pas que le noyau et l'image de f sont

supplémentaires (
e qui ne pourrait de toute façon avoir de sens que pour un endomorphisme, sinon

le noyau et l'image ne sont pas des sous-espa
es ve
toriels du même espa
e), 
'est faux en général (voir

les exemples suivant la démonstration), mais simplement que les dimensions du noyau et de l'image

sont � 
omplémentaires �. En gros, dans le 
as où f est un endomorphisme, le théorème a�rme

qu'une appli
ation linéaire est � d'autant moins inje
tive qu'elle n'est pas surje
tive �. Imaginons

par exemple f : E → E, ave
 E un espa
e ve
toriel de dimension 3. Si l'appli
ation n'est pas

surje
tive, 
ela signi�e que rg(f) < 3. Si 
e rang est égal à 2, alors la dimension du noyau sera égale

à 1, si 
e rang est égal à 1, le noyau sera de dimension 2. Plus l'image est réduite, plus le noyau est

au 
ontraire important.

Démonstration. L'idée est de démontrer qu'à défaut d'être supplémentaire de ker(f), Im (f) est

isomorphe à tout supplémentaire de ker(f) (et don
 a la même dimension, 
e qui prouve immédiate-

ment le théorème). Soit don
 G un supplémentaire de ker(f) (
ela existe for
ément dans un espa
e
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ve
toriel de dimension �nie, 
'est une 
onséquen
e du théorème de la base in
omplète : on 
onsidère

une base de ker(f) et on la 
omplète en base de E. Tous les ve
teurs ajoutés lors de 
ette 
omplé-

tion forment une base d'un sous-espa
e de E qui est par 
onstru
tion supplémentaire de ker(f)).
Montrons que f|G (la restri
tion de f au sous-espa
e ve
toriel G) est un isomorphisme de G sur

Im (f). Soit u ∈ ker(f|G), on a don
 f(u) = 0 mais aussi u ∈ G (puisque f|G n'est dé�nie que sur

G), don
 u ∈ G ∩ ker(f). Comme G et ker(f) sont supplémentaires, leur interse
tion est réduite

au ve
teur nul, don
 u = 0, 
e qui prouve l'inje
tivité de f|G. Soit maintenant v ∈ Im (f), don

v = f(u), ave
 u ∈ E. Ce ve
teur u peut se dé
omposer en uG + uK (toujours en exploitant le fait

que G et ker(f) sont supplémentaires), ave
 uG ∈ G et uK ∈ ker(f). Par dé�nition, f(uK) = 0, don

v = f(u) = f(uG + uK) = f(uG), et v ∈ Im (f|G) (le ve
teur v est bien l'image par f d'un ve
teur

uG appartenant à G), 
e qui prouve que Im (f) = Im (f|G). L'appli
ation f restreinte à G est don


également surje
tive, 
'est bien un isomorphisme, le théorème en dé
oule.

Exemple 1 : On pose A =

(
2 1
−1 1

)

et on dé�nit un endomorphisme f de l'espa
e ve
to-

riel M2(R) par f(M) = AM − MA. Le noyau de 
et endomorphisme est 
onstitué de toutes

les matri
es 
ommutant ave
 A, qu'on obtient par un 
al
ul brutal : en posant M =

(
a b

c d

)

,

on a AM =

(
2a+ c 2b+ d

c− a d− b

)

et MA =

(
2a− b a+ b

2c− d c+ d

)

, don
 M ∈ ker(f) si et seule-

ment si







b + c = 0
−a + b + d = 0
−a − c + d = 0

−b − c = 0

. Les deux équations extrêmes donnent c = −b, et les

deux autres sont alors équivalentes : a = b + d, don
 ker(f) =

{(
b+ d b

−b d

)

| (b, d) ∈ R
2

}

=

Vect

((
1 1
−1 0

)

,

(
1 0
0 1

))

. Ce noyau étant manifestement de dimension 2, le théorème du

rang assure que l'image de f sera également de dimension 2. On peut don
 tri
her un peu et se


ontenter par exemple de 
al
uler les images par f des deux premières matri
es de la base 
ano-

nique de M2(R) (à 
ondition qu'elles ne soient pas proportionnelles, bien entendu) pour obtenir

Im (f) = Vect

((
0 −1
−1 0

)

,

(
1 1
0 −1

))

. Il n'est pas di�
ile i
i de prouver que le noyau et

l'image de f sont supplémentaires.

Exemple 2 : Soit f ∈ L(R4) l'appli
ation linéaire dé�nie par f(x, y, z, t) = (x − y, x − y, t −
z, z − t). On 
onstate aisément que Im (f) = Vect((1, 1, 0, 0), (0, 0, 1,−1)) (les images des deux

premiers ve
teurs de la base 
anonique sont opposées, 
elles des deux derniers également), don
 f

est de rang 2. La détermination du noyau amène de même à un système 
onstitué de deux paires

d'équations identiques, et ker(f) = {(x, x, z, z) | (x, z) ∈ R
2} = Vect((1, 1, 0, 0), (0, 0, 1, 1)). Le noyau

est également de dimension 2 (en
ore heureux, sinon le théorème du rang serait mis en défaut), mais

noyau et image ne sont pas supplémentaires (puisqu'ils 
ontiennent tous deux le ve
teur (1, 1, 0, 0),
l'interse
tion est en fait de dimension 1).

On peut aller i
i un peu plus loin et s'amuser à 
al
uler f2(x, y, z, t) (
omme toujours, 
e qu'on

note f2

'est f ◦ f ). En notant X = x − y et Z = z − t, on a f(x, y, z, t) = (X,X,Z,−Z), don


f2(x, y, z, t) = f(X,X,Z,−Z) = (X−X,X−X,Z+Z,−Z−Z) = (0, 0, 2z−2t, 2t−2z). On en déduit

que Im (f2) = Vect((0, 0, 1,−1)) et ker(f2) = Vect((1, 0, 0, 0), (0, 1, 0, 0), (0, 0, 1, 1)) (
al
uls vraiment

débiles laissés au le
teur). Cette fois-
i, les deux sous-espa
es sont supplémentaires. D'ailleurs, les


omposées suivantes de f ont les mêmes noyaux et images que f2
. On peut prouver plus généralement

que, pour tout endomorphisme f d'un espa
e ve
toriel de dimension �nie, les noyaux et images de

fk
�nissent par se stabiliser sur des sous-espa
es supplémentaires (
'est l'objet d'un exer
i
e de la

feuille d'exer
i
es).
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Corollaire 1. Soit f ∈ L(E), où E est un espa
e ve
toriel de dimension �nie, f est bije
tif

si et seulement si il est inje
tif ou surje
tif.

Démonstration. En e�et, si par exemple f est inje
tif, dim(ker(f)) = 0, don
 en appliquant le

théorème du rang rg(f) = dim(E), 
e qui assure que Im (f) = E, et don
 que f est également

surje
tif. C'est à peu près la même 
hose si on suppose f surje
tif.

Exemple : La remarque pré
édente ne s'applique absolument pas en dimension in�nie. Si on note

f l'appli
ation dé�nie sur l'ensemble de toutes les suites réelles par f(un) = vn, où vn = un+1

(dé
alage de tous les termes de la suite vers la gau
he, en supprimant le premier). L'appli
ation f

est surje
tive mais pas inje
tive. En fait, en notant g(un) = wn, ave
 w0 = 0 et ∀n > 1, wn = un−1,

on a f ◦ g = id, mais g ◦ f 6= id (on transforme le premier terme de la suite en 0). Autrement dit,

g est une � ré
iproque à droite � de f mais pas à gau
he. Ce genre de 
hoses n'arrive absolument

jamais en dimension �nie, si on a deux appli
ations linéaires f et g qui véri�ent f ◦ g = id, on aura

automatiquement g ◦ f = id, et f et g seront don
 bije
tives et ré
iproques l'une de l'autre. Sur

l'exemple donné en dimension in�nie, on peut véri�er que g est inje
tive mais pas surje
tive.

Exemple : Soient x0, x1, . . ., xn des réels deux à deux distin
ts et f ∈ L(Rn[X]) l'endomorphisme

dé�ni par f(P ) = (P (x0), P (x1), . . . , P (xn)). Le noyau de f est réduit au polyn�me nul 
ar 
'est le

seul polyn�me de degré inférieur ou égal à n pouvant avoir n+1 ra
ines distin
tes. Par 
onséquent, f
est un isomorphisme. Cela prouve que, pour tous réels a0, a1, . . ., an, il existe un unique polyn�me de

degré n (au plus) tel que ∀i ∈ {0, . . . , n}, P (xi) = ai (P est l'unique anté
édent de (a0, . . . , an) par
l'appli
ation f ). Vous le saviez en fait déjà, il s'agit des polyn�mes interpolateurs de Lagrange (mais

le théorème du rang permet don
 de prouver leur existen
e sans avoir besoin le moins du monde de

les 
al
uler).

Dé�nition 8. Une forme linéaire sur un espa
e ve
toriel E est une appli
ation linéaire f ∈
L(E,R).

Exemple : Si note E l'ensemble de toutes les fon
tions 
ontinues sur [0, 1], l'appli
ation ϕ : f 7→
∫

1

0

f(t) dt est une forme linéaire sur E (appli
ation linéaire donnant des images qui sont simplement

des nombres réels).

Proposition 8. Si E est de dimension �nie, le noyau d'une forme linéaire non nulle est

un hyperplan de E.

Démonstration. Comme, par dé�nition, Im (f) ⊂ R, il n'y a pas beau
oup de 
hoix pour le rang

d'une forme linéaire : soit il est nul, et f est alors l'appli
ation nulle ; soit il vaut 1, et d'après le

théorème du rang on a alors dim(ker(f)) = dim(E) − 1.

Exemple : La tra
e est une forme linéaire sur Mn(R) (rappelons que la tra
e d'une matri
e 
arrée

est dé�nie 
omme la somme de ses 
oe�
ients diagonaux). L'ensemble des matri
es de tra
e nulle

est don
 un hyperplan (de dimension n2 − 1 dans 
e 
as) de Mn(R).
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3 Appli
ations linéaires et géométrie.

Nous allons retrouver dans 
e paragraphe un premier lien vraiment 
on
ret entre algèbre li-

néaire et géométrie, en étudiant quelques types d'appli
ations linéaires bien parti
ulières, que vous


onnaissez déjà en géométrie plane depuis longtemps (et qui représentent vraiment le même type de

transformations géométriques que dans le plan ou dans l'espa
e, même si 
'est bien sûr plus déli
at

à visualiser dans des espa
es ve
toriels de dimension plus grande).

Dé�nition 9. Soit E un espa
e ve
toriel réel. L'homothétie de rapport λ est l'endomorphisme

de E dé�ni par f(x) = λx. Autrement dit, f = λ id, où λ ∈ R.

Remarque 13. Cela 
orrespond bien à la notion usuelle d'homothétie de rapport λ, mais dans le 
adre

des espa
es ve
toriels, le 
entre de l'homothétie sera toujours en 0 (
'est indispensable si on veut

qu'il puisse s'agir d'une appli
ation linéaire, puisque le ve
teur nul doit rester invariant par notre

appli
ation).

Proposition 9. Si λ 6= 0, l'homothétie de rapport λ est un automorphisme de E, son

automorphisme ré
iproque est l'homothétie de rapport

1

λ
.

Démonstration. Une démonstration à la portée de tous : (λ id) ◦

(
1

λ
id

)

= id.

Remarque 14. En tant que multiples de l'identité, les homothéties 
ommutent ave
 tous les autres

endomorphismes de E (i
i, le terme � 
ommutent � se rapporte à l'opération de 
omposition, deux

endomorphismes f et g 
ommutent si f ◦ g = g ◦ f ). On peut d'ailleurs prouver que 
e sont les seules

appli
ations linéaires dans 
e 
as.

Dé�nition 10. Soient F et G deux sous-espa
es ve
toriels supplémentaires d'un même espa
e ve
-

toriel E. On peut don
 dé
omposer tout ve
teur u ∈ E sous la forme u = uF + uG, ave
 uF ∈ F et

uG ∈ G (et 
ette dé
omposition est unique). La proje
tion sur F parallèlement à G est alors

l'appli
ation linéaire p : u 7→ uF .

Remarque 15. Cette appli
ation est bien une appli
ation linéaire, 
ar la dé
omposition de λu + µv

dans F ⊕G est simplement (λuF + µvF ) + (λuG + µvG). Surtout, 
e type d'appli
ation 
orrespond

vraiment à une proje
tion 
omme on en fait dans le plan. Attention par 
ontre, la notion de proje
tion

orthogonale n'a absolument au
un sens dans un espa
e ve
toriel quel
onque (en fait, la notion

d'orthogonalité n'existe pas dans les espa
es ve
toriels tant qu'on n'a pas ajouté à la stru
ture

d'espa
e ve
toriel un outil supplémentaire, en l'o

urren
e 
e qu'on appellera plus tard un produit

s
alaire ; au 
ontraire, la notion de parallélisme est intrinsèque à la stru
ture d'espa
e ve
toriel, elle

existe naturellement dès que l'ensemble E est muni des deux opérations permettant d'en faire un

espa
e ve
toriel). Pour illustrer, je vais me 
ontenter d'un s
héma dans R
2
(la droite en bleu est i
i F ,

la droite en rouge estG), où on projette don
 sur une droite parallèlement à une autre (droites passant

né
essairement par l'origine, 
e sont des sous-espa
es ve
toriels de R
2
). C'est le seul 
as intéressant

qu'on puisse faire en dimension 2, puisque les sous-espa
es F et G doivent être supplémentaires. Mais

le prin
ipe est le même dans un espa
e de dimension quel
onque : on � dé
oupe � le ve
teur u en

deux mor
eaux appartenant respe
tivement à F et à G, et on ne garde que le mor
eau appartenant

à F , 
e qui revient bien à projeter sur F parallèlement à G.
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u

F

G

uG

p(u)=uF

Les algébristes, qui sont 
omme 
ha
un sait des gens bizarres, utilisent également le terme proje
-

teur 
omme synonyme de proje
tion.

Remarque 16. Si p est le proje
teur sur F parallèlement à G, q = id−p est le proje
teur sur G

parallèlement à F . En e�et, ave
 les notations introduites 
i-dessus, q(u) = uG = u−uF = (id−p)(u).

Théorème 2. Un endomorphisme f ∈ L(E) est un proje
teur si et seulement si f ◦f = f .

Démonstration. Il y a un sens évident : si f est une proje
tion, alors, pour tout ve
teur u ∈ E, on a

f(f(u)) = f(uF ) = uF (en gardant les notations pré
édentes) puisque la dé
omposition du ve
teur

uF dans F ⊕ G est simplement uF = uF + 0, don
 f2 = f (
'est géométriquement 
ohérent, la

première proje
tion a envoyé tous les ve
teurs sur F , projeter une deuxième fois sur 
e même espa
e

F ne peut rien 
hanger). La ré
iproque est nettement moins évidente. Supposons don
 que f véri�e

f2 = f , et notons F = Im (f) et G = ker(f). Véri�ons pour 
ommen
er que 
es deux sous-espa
es

ve
toriels sont supplémentaires dans E (on s'interdit i
i d'utiliser des arguments de dimension, 
ar


e théorème et sa démonstration restent valables dans un espa
e de dimension in�nie) :

• si u ∈ F ∩ G, alors f(u) = 0 et ∃v ∈ E, u = f(v). Mais on a alors f(f(v)) = 0, don

f(v) = 0 puisque par hypothèse f2 = f . Or, u = f(v), 
e qui prouve que u = 0 et don
 que

F ∩G = {0}.
• tout ve
teur u ∈ E peut s'é
rire sous la forme u = u−f(u)+f(u). Le ve
teur f(u) appartient

lairement à F , et le ve
teur u−f(u) appartient bien à G 
ar f(u−f(u)) = f(u)−f2(u) = 0
en exploitant à nouveau l'hypothèse f2 = f . On peut don
 dé
omposer tout ve
teur de E

dans F +G, 
e qui prouve que E = F +G.

On a bien prouvé que E = F ⊕G. On a même en passant é
rit expli
itement la dé
omposition d'un

ve
teur u dans 
ette somme dire
te : en reprenant les notations pré
édentes, uF = f(u) et uG =
u− f(u). Ce
i prouve que la proje
tion p sur F parallèlement à G est dé�nie par p(u) = uF = f(u),
autrement dit que f est une proje
tion, sur F parallèlement à G.

Remarque 17. Quand on étudie un endomorphisme f et qu'on souhaite prouver qu'il s'agit d'un

proje
teur, on 
al
ule don
 tout simplement f2
. Si on obtient l'égalité f2 = f , il est ensuite très
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fa
ilement de déterminer les sous-espa
es 
orrespondant à la proje
tion (qu'on appelle aussi élé-

ments 
ara
téristiques de la proje
tion) : le sous-espa
e sur lequel on projette est l'image de f , 
elui

parallèlement auquel on projette est le noyau de f .

Proposition 10. Soit p ∈ L(E) un proje
teur. Alors Im (p) = ker(p− id). Autrement dit,

Im (p) = {u ∈ E | p(u) = u}.

Démonstration. C'est en fait évident : ave
 les notations habituelles, p(u) = u ⇔ uF = u ⇔ u ∈
F .

Remarque 18. Cette propriété permet de 
al
uler l'image d'un proje
teur sous forme de noyau (don


en résolvant un système plut�t qu'en 
al
ulant les images des ve
teurs d'une base). Attention, 
ette

méthode ne fon
tionne que pour les proje
teurs et pas du tout pour une appli
ation linéaire quel-


onque.

Exemple : L'appli
ation dé�nie sur R
2
par f(x, y) =

(
x+ y

2
,
x+ y

2

)

est une proje
tion. Le plus

simple pour le prouver est de 
onstater que f ◦ f = f (
'est i
i un 
al
ul immédiat). Le noyau de

f est 
onstitué des ve
teurs pour lesquels x + y = 0, autrement dit F = ker(f) = Vect((1,−1)),

et l'image de 
eux véri�ant f(x, y) = (x, y), soit
x+ y

2
= x = y, don
 x = y. Autrement dit,

Im (f) = Vect((1, 1)).

Dé�nition 11. Ave
 les mêmes hypothèses et notations que dans la dé�nition des proje
tions, la

symétrie par rapport à F parallèlement à G est l'appli
ation linéaire s : x 7→ uF − uG.

Théorème 3. Un endomorphisme f ∈ L(E) est une symétrie si et seulement si f ◦f = id.

Démonstration. C'est exa
tement le même prin
ipe que pour les proje
tions : il y a un sens évident

(f(f(u)) = uF − (−uG) = uF + uG = u, don
 f2 = id), et la ré
iproque l'est nettement moins. Il

faut surtout � deviner � à quoi 
orrespondent les sous-espa
es F et G dans le 
as d'une symétrie.

Posons don
 F = ker(f − id), 
e qui 
orrespond bien à l'espa
e par rapport auquel on symétrise

(F est 
onstitué des ve
teurs u véri�ant f(u) = u, autrement dit des ve
teurs invariants par f ), et

G = ker(f + id) (u appartient à l'espa
e parallèlement auquel on symétrise si f(u) = −u). Comme

dans le 
as des proje
teurs, on prouve que 
es deux sous-espa
es sont supplémentaires : un ve
teur

u non nul ne peut pas véri�er à la fois f(u) = u et f(u) = −u, don
 F ∩G = {0}. De plus, on peut

é
rire tout ve
teur appartenant à E sous la forme u =
u+ s(u)

2
+

u− s(u)

2
. Le premier élément de


ette dé
omposition véri�e f

(
u+ f(u)

2

)

=
f(u) + u

2
(en exploitant l'hypothèse f2 = id), don
 il

appartient à F . De même, le deuxième appartient à G. Ces deux éléments 
orrepondent don
 aux

ve
teurs notés uF et uG dans nos dé�nitions. En�n, uF − uG =
u+ f(u)

2
−

u− f(u)

2
= f(u), don


f est bien une symétrie, plus pré
isément la symétrie par rapport à F parallèlement à G.

Remarque 19. Dans le 
as d'une symétrie, 
al
uler l'image et le noyau de l'appli
ation n'a stri
tement

au
un intérêt, puisqu'une symétrie est toujours bije
tive (sa ré
iproque étant la symétrie elle-même

puisque f ◦ f = id).
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Proposition 11. Soit s ∈ L(E) une symétrie. En notant F = ker(s−id) et G = ker(s+id),
s est la symétrie par rapport à F parallèlement à G. De plus, en notant p la proje
tion sur


e même espa
e F parallèlement à G, s = 2p − id.

Démonstration. Ave
 les notations habituelles, 2p(u)− u = 2uF − (uF + uG) = uF − uG = s(u).

Remarque 20. Comme dans les 
as des proje
tions, la notion de symétrie orthogonale n'a au
un sens.

u

F

G

uG

−uG

uF

s(u)

Exemple : Dans R
3
, on 
her
he à déterminer une expression analytique de la symétrie par rapport

à F = Vect((1, 0, 1)) et parallèlement à G = Vect((1, 2, 3), (1, 0, 0)). Il faudrait déjà 
ommen
er par

prouver que F⊕G = E. Comme nous avons de toute façon besoin de 
onnaître la dé
omposition d'un

ve
teur dans F⊕G pour 
al
uler son image par s, le 
al
ul ne peut pas faire de mal. Considérons don


u = (x, y, z) ∈ R
3
, er 
her
hons trois réels a, b et c tels que (x, y, z) = a(1, 0, 1)+ b(1, 2, 3)+ c(1, 0, 0).

Il n'est même pas indispensable d'é
rire entièrement le système : la deuxième 
oordonnée donne

immédiatement y = 2b, soit b =
y

2
, puis la troisième donne a+3b = z, soit a = z−3b = z−

3

2
y, et en�n

via la première 
oordonnée x = a+b+c, don
 c = x−a−b = x+y−z. Finalement, le système admet

toujours une solution unique, 
e qui prouve la supplémentarité de F et de G. Par ailleurs, ave
 les

notations usuelles, uF = (a, 0, a) et uG = (b+c, 2b, 3b), don
 s(u) = a(1, 0, 1)−b(1, 2, 3)−c(1, 0, 0) =
(

z −
3

2
y, 0, z −

3

2
y

)

−

(
1

2
y, y,

3

2
y

)

−(x+y−z, 0, 0) = (−x−3y+2z,−y, z−3y). On véri�e fa
ilement

que s ◦ s = id ave
 
ette expression.

Dé�nition 12. Toujours ave
 les mêmes notations que dans les dé�nitions pré
édentes, l'a�nité de

rapport λ par rapport à F et parallèlement à G est l'appli
ation linéaire aλ : u 7→ uF + λuG.
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Exemple : Je ne vais pas vraiment donner un exemple 
on
ret d'a�nité (ça n'a pas grand intérêt),

mais simplement signaler que les a�nités dans le plan ont l'intéressante parti
ularité de transformer

les 
er
les (
entrés en l'origine) en ellipses. Les a�nités sont en quelque sorte des hybrides entre

l'identité et les homothéties.

Remarque 21. Les proje
tions et symétries sont des 
as parti
uliers d'a�nités, lorsque λ = 0 et

λ = −1 respe
tivement. Si λ 6= 0, l'a�nité est un automorphisme, dont la ré
iproque est l'a�nité

de rapport

1

λ
. Notons aussi que, pour une a�nité a, on a toujours E = ker(a − id)⊕ ker(a − λ id).

Poussons d'ailleurs 
ette remarque un peu plus loin pour les plus motivés d'entre vous : les proje
teurs

sont des appli
ations linéaires véri�ant p2 = p, ou si on préfère p2−p = 0, soit en
ore p◦(p− id) = 0.
Or, on a vu que, pour une proje
tion, E = ker(p) ⊕ ker(p − id) (puisque Im (p) = ker(p − id)). De
même, une symétrie véri�e s2 − id = 0, soit (s + id) ◦ (s − id) = 0, et on a par ailleurs E = ker(s+
id)⊕ker(s− id). On peut 
onstater qu'une a�nité véri�e quand à elle l'égalité a2

λ
= (λ+1)aλ−λ id,

soit (aλ − id) ◦ (aλ − λ id) = 0, 
e qui est 
ohérent ave
 le fait que E = ker(aλ − id)⊕ ker(aλ − λ id).
Il y a sûrement des 
hoses très profondes à généraliser à partir de 
es 
onstatations, mais ça nous

dépasse un peu pour l'instant (déjà, pour être honnête, la notion d'a�nité est hors programme).
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