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Exercice 1

1. Plusieurs possibilités ici, mais le plus normal est de chercher les racines (com-
plexes) du polynéme P, soit les racines quatriémes de —4. En posant z = re®

on a z* = —4 si r*e¥? = 4¢'™. Par identification du module et de I'argument, on

obtient donc r = 4, soit 7 = /2, et 40 = 7[27], donc 0 = % [g} Les quatre

racines recherchées sont donc z; = V2e'T = 141i; 29 = \/ﬁei% = —1+1, et leurs
conjugués zg = —1 —i et z4 = 1 — 4. Autrement dit, dans C[X], le polynéme uni-
taire P se factorise sous la forme P = (X —1—4)(X —1+d)(X +1—9)(X +1+1).
Pour retrouver la factorisation dans R[X], on regroupe les facteurs conjugués, en
constatant pour gagner du temps que les parties réelles des racines sont égales a
+1 et le carré de leurs modules & 2, ce qui donne P = (X2 —2X +2)(X2+2X +2).

2. Laracine évidente est —1: (—=1)0+4(=1)> +4(=1)* —4(-1)3 - 11(-1)2 - 8(-1) —
2=1—-44+4+4—-11+4+8—2 = 0. Testons la multiplicité de —1 en calculant
les dérivées du polynome Q : Q' = 6X° + 20X* + 16X3 — 12X2 — 22X — 8§,
dont —1 est encore racine : —6 + 20 — 16 — 12 + 22 — 8 = 0. On continue : Q" =
30X44+80X3+48X2—-24X —22, et —1 est encore racine : 30—80+48+24—22 = 0.
Bon ben on continue alors : Q" = 120X3 + 240X? 4 96X — 24, et, incroyable
mais vrai, —1 est toujours racine : —120 + 240 — 96 — 24 = 0. On ne va pas
s’arréter en si bon chemin : Q¥ = 360X?2 + 480X + 96, et la ca ne marche plus :
360 — 480 + 96 = —24. On a tout de méme une racine quatriéme, et on peut
factoriser @ sous la forme Q = (X + 1)*R, avec R de degré 2. Plutot que de faire
une division euclidienne lourdingue, notons a et b les deux racines (éventuellement
complexes) du polynome R, les relations coefficients-racines nous assurent que la
somme des racines de @), donc —4 + a + b, est égale & —4, donc a +b = 0; et
que le produit des racines, donc ab (puisque (—1)* = 1), est égal & —2. On a
donc b = —a et —a? = —2, soit a = +v/2, et Q = (X + DH(X — V2)(X + V2)
(factorisation identique dans R[X] et dans C[X] puisque toutes les racines sont
réelles).

?

3. Le polynéme P a pour racine évidente —1 quelle soit la valeur de la constante
a: P(-1) = -1+ a—a+1 = 0. On peut donc le factoriser sous la forme
P=(X+1)(aX?+bX +¢) =aX3+ (a+b)X?+ (b+c)X + c. Par identification
des coefficients, on doit avoir a = 1, puisa+b=qa,doncb=a—1, b+ c = «a,
donc ¢ = 1, ce qui est cohérent avec la derniére identification. Intéressons-nous
maintenant au polynoéme du second degré X2 + (a — 1)X + 1, qui admet pour
discriminant A = (o — 1)2 —4 = (a — 3)(a + 1) (on factorise directement Ia
différence de deux carrés). On peut alors distinguer plusieurs cas :



e sia€]—1,3[, A <0 et les deux derniéres racines de P sont complexes, ses

—a —ivVA o —14iVA

2
e siaa < —3oua >1,lepolynéme P admet trois racines réelles distinctes égales

. —a—VA —a+ VA
a—1, et .

e si a = —1, le polyndéme admet bien sir toujours pour racine —1, et une racine
double égale a 1.

e enfin, si @ = 3, la racine —1 est en fait triple, ce qui ne surprendra personne
puisque dans ce cas on a en effet P = X3 +3X2+3X +1= (X +1)3.

trois racines étant alors —1,

Exercice 2

1. C’est un calcul de primitive de fonction puissance qui devrait étre immédiat, on
3

2 2
pose par exemple F'(x) = —g(l —x)z = —g(l —x)y/1 — z, et cette fonction a bien

pour dérivée /1 — x (attention a ne pas oublier le signe — issu de la « primitivation
1

2
du 1 — = sous la racine carrée). On en déduit que uy = —g(l —z)V1l—x| =
0
2
0— (—3) =3 (on doit bien entendu trouver une valeur positive pour cette
intégrale).

1
2. 1l s’agit donc de calculer u; = / V1 — x dx en posant t = /1 — z. Autrement
0

dit, ¥ = 1 — 2, donc © = 1 — 2. On en déduit que dx = —2t dt, et les bornes
de l'intégrale vont devenir ¢ = 1 et ¢t = 0 (attention, elles seront dans le mauvais

0 1 1
2 2
sens).Onadonculz/ t(1—12) x (—2t) dt:/ -2t dt = |13 — 25| =
1 0 3 5 1o
2 2 4
3 5 15

3. On part donc de u,, = fol x2"\/1 — z dx, et on effectue une IPP en posant u(z) =
2", donc u'(x) = na" 1 et v/(r) = /1 —x quon peut intégrer en v(z) =
1

2 2
—g(l—x)\/l — x (cf question 1). On en déduit que u,, = [—3:0”(1 —z)Vv1-— x] +
0
Yon . 2n ! 1 !
/ ?x"_ (1—z)V1—xdx :0+? / 2"l -z dx—/ 2"V1—z dx
0 0 0
en développant simplement le facteur 1 — x dans l'intégrale de droite. Bref, on
2
obtient ce qui est demandé : u, = ?n(un,l — Up).
2 2 2 3 2
Autrement dit, u, <1 + ;) = ?nun,l, solt n?;l— Uy = ?nun,l et donc u,, =
2n Verifi foncti 1 2 2 " 2 4
———u,_1. Vérifions que ¢a fonctionne pour n =1 :u; = —ug = = X = = —,
on+3 "t aues P 15053415
c’est bon! On applique la méme formule pour n = 2 et on trouve us = ?ul =
4 4 16 .
— X — = ——. Passionnant.
7 15 105

4. Comme toujours, deux méthodes possibles. On peut calculer simplement w1 —un,
et déterminer son signe, ou bien se contenter de signaler que, Va € [0, 1], 2" <



2", donc 2" T1/T —x < 2™y/1 — x (on multiplie par une quantité positive). Il ne
reste plus qu’a intégrer entre 0 et 1 pour en déduire que un,+1 < u, et donc que
la suite (u,) est décroissante (pour les plus paresseux, on peut méme prouver
directement la décroissance de la suite & partir de la relation de récurrence de la
question précédente).

Comme on a par ailleurs u,, > 0 (on intégre une fonction manifestement positive
pour le calcul de u,), la suite est décroissante et minorée, donc converge. On se
doute bien que sa limite sera nulle, on peut le prouver rapidement en signalant
simplement que, Vo € [0,1], /1 —2 < 1, donc 2"/1 —x < 2", et em1 intégrant
:Cn-i-l :| 1

n+1 0:n+1'

1
cette inégalité (entre 0 et 1, bien entendu), u, < / " dr = [
0

On a donc 0 < u, < paE et le théoréme des gendarmes nous permet alors
n

d’affirmer que limwu,, = 0.

5.(a) Les termes de la suite (v,) n’étant jamais nuls, on peut calculer Untl _
Un
2 ! ! 1)! 2 2 4
(2n 4+ 5)! X Upt1 y nl(n+1) _ (2n+5)(2n + )Un—i-l. Or. on sait que
(n+ 1)!(n+2)! (2n + 3)! X uy, (n+2)(n+ 1uy,
2 2
Upt1 = %un (il suffit d’appliquer la formule de la question 3 en rempla-
n
Upt1 (2n+5)(2n+4)(2n + 2) _
ant les n par des n + 1), donc = = 4. Ceci
¢ P ) Un (n+2)(n+1)(2n+5)
prouve que la suite (vy,) est une suite géométrique de raison 4.
3!
(b) Comme par ailleurs vy = 0'711“') = 6ug = 4, on en déduit que v, = 4"! puis
A7t 5 pl(n 4+ 1)1 1'3 | 43 x 2131 128
ue u, = . Par exemple, us = = =
que tin (2n + 3)! pie, 12 7l Ax5x6xT
16 16

————— = —— on retrouve la bonne valeur.
5x3xT7 105

Exercice 3

1.Onadonc Py = let Lo = Py = 1;puis P, = X?>?—1et L1 = P| = 2X;
Po=(X?2-1)2=X*-2X?+1et Ly = PJ = 12X? — 4; et enfin P; =
(X2—1)3=X6—3X44+3X2—1et Ly = P\ =120X3 — 72X

2. Le polynéme P, est par définition de degré 2n et de terme dominant X 2" (si on
développe brutalement & coup de bindme de Newton, le terme de plus haut degré
de (X2 — 1)" vaut en effet X?"). En dérivant n fois, on retombera donc sur un
polynéme de degré n (méme lorsque n = 0 ¢a marche) et de terme dominant

2n)!
2n) x 2n—1) x -+ x (n+1)2a" = (2n) x", le coefficient dominant de L,, vaut

n!
(2n)! , . < s
donc ' (ce qu’on peut vérifier pour n < 3 a l'aide des calculs de la premiére
n!
question).

3. Question assez stupide, P, est pair comme puissance d’un polynéme pair. En fait
c’est plus intéressant pour L, : comme la dérivée change la parité du polyndéme
(dériver un polyndéme pair donne un polynéme impair et vice versa), dériver n
fois va donner un polynéme impair pour L, si n est impair, et pair si n est pair
(ce qui est cohérent avec les calculs de la premiére question).



4. Posons donc f(x) = (x — 1)" et g(x) = (v + 1)". Par récurrence essentiellement
triviale (on a déja vu ces calculs dans des exercices), on prouve que, pour tout

|
entier K < n,on 8 f(a) = "

(par exemple pour f : ¢’est vrai au rang 0 car

(x—1)"F et g (z) = (n%k)'(x + 1)k

e = ) = @)

et si on suppose la formule vraie au rang k, en dérivant une fois de plus, on aura
| |

fED(z) = ﬁ x (n— k)" k1 = mx”_k_l, soit exactement la

formule souhaitée au rang n+1). Comme P, = (X2 -1)" = (X +1)"(X —1)" =

f X g, on peut appliquer la formule de Leibniz & la dérivée n-éme pour en déduire
n

n

! n! n!

L= P — N 0 () (0—H) () — » X (X —

AHe fn = In kz_o g @ @) ;0 W= T < El
D™ *(X + 1)k, Si on évalue cette somme lorsque X = 1, le seul terme de la
forme (X — )”_k qui ne s’annule pas est celui obtenu lorsque k = n, et on a
donc Lp(1) =1 xn! x1x1x2" = 2", Méme raisonnement pour —1, mais
cette fois c’est le terme obtenu lorsque £ = 0 qui ne s’annule pas et qui donne
L,(=1) = n! x (=2)" = (=1)"2"n! (on pouvait aussi exploiter la parité de L,
pour déduire la valeur de L,(—1) de celle de L,(1)).

5. Par définition, P,41 = (X% — 1)"*!, donc en dérivant simplement, P, ; = (n +
12X (X2 -1)"=2(n+1)XP,.

6. Si on dérive a nouveau la relation précédente, on a P} ; = 2(n + 1)P, + 2(n +
1)XP). Or, en décalant la relation précédent, on sait que P, = 2nXP,_1, donc
P! . = 2(n+ 1)P, + 4(n* + n)X?P,_1, ce qu on peut encore écrire P, =
(2n + 2)P, + (4n? + 4n) (X% — 1)Py_1 + (4n® +4n)P,_1 = (4n® +6n + 2)P, +
(4n? + 4n)P,_1, en se débarassant ainsi de I'indéterminée X dans la relation de
récurrence.

7. Sion dérive n la premiére relation obtenue P;_ ; = 2(n+1) X P,, on peut appliquer
la formule de Leibniz au produit de X (qui a bien entendu des dérivées nulles dés
le rang 2) et de P, pour obtenir Pffﬂl) =2(n+ 1)XP7(ln) +2(n+ 1)nP,§n71), soit
Lpy1 = (2n+ 2)XL, + (2n% + 2n)P7(Ln_1) (relation numérotée 1 pour la suite).
On peut également dériver n — 1 la relation obtenue & la question précédente

1 = (4n? + 6n + 2)P, + (4n* + 4n)P,_; pour trouver L,y = (4n* + 6n +
2)P,E"*1) + (4n? + 4n)L,_1 (relation numérotée 2). Multiplions maintenant la
relation 1 par 2n+ 1 avant de lui soustraire la relation 2 multipliée par n, histoire
déliminer les termes en P,(Ln_l), et on trouve (2n+1)Ly 11 —nLyy1 = (4n? +6n+
2)X L, — (4n® + 4n?)L,_1, soit en simplifiant tout par le facteur commun n + 1 :
Lpy1 = 2(2n + 1)X L, — 4n%L,,_1, formule qui permet de calculer aisément les
polynémes L,, par récurrence.

Exercice 4
2
1. On calcule bien sir directement Iy = / e® dr = [e"]3 = e — 1.
0

2
Ensuite, on va avoir besoin d’une IPP pour calculer I} = / (2 —z)e” dz. On
0
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e”, et v(x) = 2 — x pour obtenir v'(z) = —1. On a donc
1

Il:[(2—x)em}(2)+ Cdr=-—-2+4+e2—1=¢2—3.

1 2

Enfin, pour I, on procéde de méme : Ir = 2/ (2 — z)2%e” dx. On pose u/(x) =
0

e, et v(zr) = (2 — x)? pour obtenir v'(z) = —2(2 — z). On a donc

1
(2 — z)%e®)3 +/ (2—x)e do=—2+1; = — 5.
0

u(z)

I =

N[

. On l'obtient par la méme IPP que précédemment, en posant toujours u'(x) =

92 _ n+1 _ n
% donc v'(z) = —M on peut simplifier

n!
1
un facteur n + 1). On trouve alors I,,11 = 12— z)" )2 + I,,, soit

(n+1)

u(z) = e*, et v(x) =

2n+1
Inpr = In — .
n+1 n (n+ 1)'
. Lorsque z € [0, 2], on peut écrire que 0 < (2 — ) < 2, donc 0 < (2 — )™ < 27,
2 on on on
et 0 < I, < —e® dx = = (e® — 1). Par croissance comparée, lim — = 0,
n! n! n——+oon!

donc le théoréme des gendarmes permet d’affirmer que lirf I, =0.
n—-+0oo

0
. Aurang 0, on a o +1y = 1+ —1 = e? donc la propriété est vraie. Supposons-1a
' n+1 5k n k n+1 n+1
2 2 2 2
erifié 1 I — I — —
vérifice au rang n, alors ,;_0 Tl + In41 2 Il + 7(12 n 1)! + 1y 7@ n 1)!

par hypothése de récurrence. La formule est donc vrai pour tout entier naturel n.

e

. Puisque I, tend vers 0, il suffit de passer a la limite dans la relation précédente :

n k
lim g 2— = é2.
n——+oo k'
k=0



