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Exercice

1.

Les différentes formes de la formule de duplication cos(2z) = 2cos?(z) — 1 = 1 — 2sin?(z) =
cos?(x) — sin?(z) doivent étre bien connues. On peut alors, & I'aide des formules d’addition,
écrire cos(3xz) = cos(2z + x) = cos(2z) cos(z) — sin(2z)sin(z). On remplace a l'aide des
formules de duplication : cos(3z) = (2cos?(z) — 1) cos(x) — 2 sin(z) cos(x) sin(z) = 2 cos?(z) —
cos(x) —2cos(x)(1—cos?(z)) = 2cos®(x) — cos(x) — 2 cos(x) +2 cos® () = 4 cos®(z) — 3 cos(z).

. Calculons donc les valeurs demandées :

e f(I)=|1-142/=2.
1 V3,
2 2"
2V/2.
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o f(@5)=|-1-¢5 42| =

o fli)y=|—i—i+2]=2-2i=
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. Une facon de faire, en utilisant que [2|? = 27 : f(2)% = (" — e +-2)(e™™ —e7¥ +2) =1 -

ei2€+26i39_efi2¢9+1_261'9_’_2672‘39_2671'9_’_4 — 6+2(ei39+67i39)_2(61'9_’_672‘9)_(ei29+67i29).

On applique maintenant les formules d’Euler : f(z)? = 6 + 4 cos(30) — 4 cos(f) — 2cos(26). 11

est temps d’appliquer les résultats rappelés & la premiére question : f(2)? = 6 + 16 cos®(#) —

12cos(0) — 4cos(f) — 4cos?(0) + 2 = 4(4cos®(0) — cos?(0) — 4cos(f) + 2) = 4g(cos(h)).

La fonction g étant polynomiale, elle est bien str dérivable sur [—1,1], de dérivée ¢'(z) =

1222 — 20 — 4 = 2(62% — x — 2). Le trinome 622 — x — 2 a pour discriminant A = 1+ 48 = 49,
1-7 1 1+7 2

et admet pour racines z; = ETEEL et x9 = Iz — 3 Ces deux valeurs étant

comprises dans U'intervalle [—1,1], la dérivée ¢’ s’annule deux fois sur notre intervalle d’étude.
1 1 1 3 13 2 8 4 8
On calcule g —3 =4x <_§) _Z+2+2:4_Z = —;etg(—) =4X —————-42=

4 3
2-12-72 4 2
5 [ERa :E.Parailleurs,g(—l):—4—1+4+2zletg(1):4—1—4+2:1,

2
ce qui permet de dresser le tableau de variations suivante :

=

r -1 — 2 1

1

g |1 — \227/1

~led,

. On a prouvé a la question 3 que, pour tout nombre complexe de module 1 (donc pouvant

s’écrire sous la forme %), on pouvait écrire f(z)? = 4g(cos(6)), avec bien sir cos(d) € [—1, 1].
La valeur maximale obtenue pour f(z)?2, et donc pour f(z) puisque f(2) est un module, donc

toujours un réel positif, est alors obtenue lorsque g(cos()) est maximal, c’est-a-dire lorsque

1
cos(f) = —3 d’aprés I'étude de la question 4. Cela se produit pour deux nombres complexes



o 1 3 c2n 1 3
distincts : z = 5 = —3 + ig, ot 2 = 15 = 3~ zg Dans ces deux cas, on aura,
13
d’aprés les calculs précédents, f(2)? =4 x 7= 13, donc f(z) = v/13.

Probléme

A. Etude de la fonction f.

1. La fonction arctan étant définie sur R, on a également D;.

2. La fonction f est dérivable sur R en tant que composée de fonctions usuelles qui le sont,

et fl(z) = ————
fz) 14 (z+1)2
dispenser du calcul de dérivée en disant simplement que f est la composée de deux fonctions

> 0, donc f est strictement croissante sur R (on pouvait méme se

™ b
strictement croissantes sur R. De plus, lim f(z) = — et lim f(x) = —— en exploitant les
T——+00 2 T——00 2

T
limites connues de la fonction arctangente. On peut ajouter que f(0) = arctan(1) = 4 powr

dresser le tableau suivant :

x |—o0 0 +o00

77 77
3. La courbe de f admet deux asymptotes horizontales d’équations y = — et y = ——. On a

déja précisé a la question précédente la valeur de f(0). De plus, f(—1) = arctan(0) = 0, et

/
1) = —
J=D 1+ 02
y = x + 1. Voici une allure de la courbe :

=1, donc la tangente & la courbe en son point d’abscisse —1 a pour équation

B. Résolution numérique d’une équation.

1. Posons g(x) = f(x) — z, la fonction g est définie et dérivable sur R, de dérivée ¢'(z) =
1 —(z+1)?
flz)—1l=— 1= —(z+ 1)
14+ (z+1)2 14 (z+1)?
strictement, sauf en 1 ot elle s’annule), la fonction g est strictement décroissante. Comme de
plus lim g(z) = 4+ooet lim g(zr) = —oo (pas de forme indéterminée), la fonction continue
T——00 T—+00

. Cette dérivée étant toujours négative (et méme

g est bijective de R dans R, et ’équation g(z) = 0 admet en particulier une unique solution.
Comme cette équation est équivalente a f(x) = x, cela répond a la premiére partie de la
question. On calcule ensuite g(1) = arctan(2) —1 > 0 d’aprés la valeur approchée de arctan(2)

77 T 77
donnée par I’énoncé, et g <§) = arctan <1 + 5) -3 < (0 puisqu’une valeur d’arctangente est



de toute facon nécessairement strictement inférieure a 5 La stricte décroissance de g assure

T
alors que 1 < a < 5

T
2. (a) Effectons une démonstration par récurrence : ug = 1 € [1, 5] par hypothése. Supposons

maintenant u,, € [1, g} , alors la croissance de f permet de dire que f(1) < f(u,) < f <g>,

m .. . ™
donc arctan(2) < w,41 < arctan (1 + 5), ce qui implique u,y1 € [1, 5} d’apres les
remarques exploitées a la question précédente. L’hérédité de notre récurrence est donc
vérifiée, et la propriété vraie pour tout entier naturel n.

(b) Supposons z € [1, g}, alors 2 < 2+ 1,donc 4 < (z+1)2et 5 <1+ (z+1)%2 Onen
déduit immeédiatement que f/'(z) < 15, soit I'inégalité demandée (f’'(z) étant de toute
fagon toujours positif).

(c¢) La fonction f est dérivable sur l'intervalle I = [1, g} , de dérivée majorée sur cet intervalle

1
(en valeur absolue) par 5 De plus, u,, € I et a € I (preuves effectuées dans les questions
précédentes). On peut alors appliquer 'inégalité des accroissements finis & la fonction f

entre u, et « pour écrire |f(u,) — f(a)] < 5|u" — «|. Par définition, f(«a) = «, donc cette

1
inégalité peut s'écrire |u,4+1 — | < 3]un —al.

1
(d) Nous allons maintenant prouver par récurrence que Vn € N, |u, — a| < e Au rang 0,

. . . . . . ™
cette inégalité s’écrit |1 — «| < 1, ce qui est vrai puisque 0 < a — 1 < 5~ 1 <1 (cela

découle encore de Pappartenance de o & I). Supposons maintenant la propriété veérifiée

1 1 1
au rang n, alors |up+1 — o] < —|u, —a] < = X o = EaT

le résultat de la question précédente et I'’hypothése de récurrence. On en déduit donc

en appliquant successivement

que 0 < |up, —a] < —. Comme lim — = 0, le théoréme des gendarmes permet alors
am n—+00 9"

; q im |u, —a| = qui revient a dire que lim wu, = o.
n—-+4o00 e

n
1
(e) La question précédente permet d’affirmer que |u, —a| < 1072 si £ < 1072 (condition

suffisante mais pas nécessaire pour que u, soit une valeur approchée de a & 1072 pres).
Autrement dit, on prend pour ng le plus petit entier vérifiant 5™ > 100, soit ng = 3
puisque 53 = 125.

3. La fonction ¢ représente tout simplement le taux d’accroissement de la fonction f en «
1

uisqu’on sait que f(a) = «). Par définition, on a donc limg(z) = f'(a) = .

Puisque cette limite est finie, on peut prolonger g en une fonction g définie par g(«) = f'(a),

et g(z) = g(x) lorsque = # a.

C. Résolution d’une équation différentielle.
1. La fonction f étant continue sur R, elle y admet des primitives. Calulons donc une de ces
primitives a I’aide d’une intégrale sans bornes : F'(x) = /arctan(w—i—l) dz, on va effectuer une

IPP en posant u/(x) = 1, qu’on peut primitiver en u(x) = z, et v(x) = arctan(z+1), qui donne

v'(z) = —————. Les deux fonctions u et v étant certainement de classe C' (et méme C*°)
1+ (z+1)2
sur R, 'IPP est justifiée, et donne F'(z) = z arctan(z+1) —/ H—(ji%-l)? dx = xarctan(z+
1 1 1
1) —/ 1 _:2;:1_ 2 TE @il dx = varctan(z+1)— 3 In(1+ (z+1)%) +arctan(z+1) (ce



qui se trouve dans le In étant strictement positif sur R, pas besoin de valeur absolue). On s’est
dispensé d’ajouter une constante d’intégration puisqu’on ne recherche qu’une primitive de f.

1
Une fonction convenable est donc définie par F'(z) = (z+1) arctan(z+1) — 3 In(2? + 27 +2).

2. 1l s’agit d’'une équation différentielles homogéne du premier ordre. D’apreés le calcul de pri-
mitive précédent, les solutions de cette équation sont de la forme y : x — Kef’ (@) —

e(@+1) arctan(z+1) earctan(1)
, avec K € R. La condition initiale y(0) = 1 se traduit par K ———— =1,
V2 42z +2 V2
2
soit K = —. La fonction recherchée est donc définie sur R par
e4

2
y(x) _ Lz_e(a:—f—l) arctan(z+1) 22 + 22 + 2.

e4

D. Etude d’une somme.

1. Deux méthodes principales sont envisageables.

1 .
m) — f(z) + f(z — 1). La fonction
h est définie et dérivable sur [1,+o0[ (et méme sur R tout entier), de dérivée h'(z) =

v - =
(L+zta)? 1+m 1+(1+w+x2)2 1+ (z+1)2 1+4a2

—2x—1 1 1 —2x—1

1+1+x1+ﬁ+2x+2ﬁ+2ﬁ__L+ﬂ+2x+1+1+x2_x4+mﬁ+&ﬁ+2x+2_
. On constate que (22 +2x+2) (22 +1) = 24 +223 + 322 +22+2, on peut

La premiére consiste & poser h(x) = arctan(

+
242x4+1 22417
donc prendre cette expression comme dénominateur commun et obtenir comme numérateur

(=22 —1—1—22+2%+ 22 +2=0. La dérivée A’ est donc nulle, et la fonction h constante
sur R. Comme par exemple h(0) = arctan(1) — arctan(1) + arctan(0) = 0, cette constante est

nulle, ce qui prouve 1’égalité arctan [ —— | = arctan(x 4+ 1) — arctan(x).
qui prouve I'ég T (z+1) (z)

Deuxiéme méthode, utiliser un peu de trigonométrie : par définition de la fonction arctangente,

1 1
on a tan <arctan <m>> R (égalité valable pour tout réel x). De plus,
r+1—z

1
tan(f(z)—f(z—1)) = tan(arctan(z+1)—arctan(z)) = T+ @+ e = 1Tias2™ utilisant

tan(a) — tan(b)
1+ tan(a) tan(b)
la méme tangente. De plus, siz > 1, f(x) = arctan(z+1) € } %, g [, et f(z—1) € [%, g [, donc

. Nos deux nombres ont donc

la formule d’addition des tangentes tan(a—b) =

T T
7 < fle)—f(z—1) < 1 (en fait, la fonction f étant croissante, on peut méme minorer par

0 au lieu de —%) De méme, 0, donc arctan < € [0, g [ Comme

1
1+z +x2/ 1+x+ﬁ>
la fonction tangente est strictement croissante et injective sur l'intervalle {—%, g{ auquel

1
appartiennent les deux nombres f(x) — f(x — 1) et arctan | —————= |, et que ces deu
pp x flx) — f( ) <1+x+x2, q X

nombres ont la méme tangente, ils sont nécessairement égaux.

1
2. En exploitant le résultat de la question précédente, on peut écrire .5, Z arctan <7> =

2
— 1+k+k
n n+1 n
Z arctan(l+k)—arctan(k) = Z arctan (k) —Z arctan(k) = arctan(n+1)—arctan(1) (on a
k=1
une belle somme télescopique). Comme lirf arctan(n+1) = g, on en déduit la convergence
n—-+0o0



T
d n —.
e (Sp) vers 1

E. Calcul matriciel.

1. Les fonctions f et f’ étant définie sur R, chaque réel admet une image (et une seule!) par
u, image qui appartient manifestement & Ms(R), donc u est bien une application de R dans
Ma(R).

2. L’application u est injective si et seulement si, pour deux couples de réels (z,y) et (z/,y'),
(x,y) # (2,y) = u(z,y) # u(2,y"). Or, la fonction f étant elle-méme strictement croissante
sur R, elle est injective. Si x # 2/, on a donc nécessairement f(z) # f(z'), et les matrices
u(z,y) et w(z’,y’) (quelles que soient les valeurs de y et de y') sont différentes puisqu’elles
ont (au moins) un coefficient différent. Le méme raisonnement prouve que, si y # ', alors
u(z,y) # u(z’,y’) pusique dans ce cas c’est le coefficient deuxiéme ligne premiére colonne qui
sera différent dans les deux matrices. Or, si (z,y) # (2/,y'), cela signifie que soit x # ', soit
y #y'. Dans les deux cas, on aura bien u(x,y) # u(2’,y’), application u est donc injective.

3. Pour que w soit sujective, il faudrait que toute matrice M € Ms(R) admette (au moins)
un antécédent par v dans R?. Considérons par exemple une matrice M dont le coefficient
premiére deuxiéme colonne est égal & —1 (peu importe la valeur des autres coefficients de
M). Pour pouvoir écrire M sous la forme u(z,y), il faudrait donc en particulier trouver un
réel = tel que f'(z) = —1, ce qui n’est pas possible puisque f’ est strictement positive sur R.
L’application u n’est donc pas surjective.

4. (a) On a effectué presque tous les calculs nécessaires dans la partie A, manquait juste f/(0) =

L S z 4
1112 294~ o 1)

L
(b) Calulons donc A2:<106 8—1‘_2 >.D’un autre cote,
2 1 2 1
<%+1>A—%I = <71r_63_% %i%)—%[ = <71r§ %—11_§>. On a bien A? =
4
7r 7r
T )aTr
<4+ 4

(c) On va procéder par récurrence sur n. Au rang n = 0, la propriété est vérifiee en posant
simplement zg = 0 et yo = 1, puisque A =T =0 x A+ 1 x I. Supposons la propriétée
vraie au rang n, alors en exploitant le calcul de la question précédente, on peut écrire

A — A X A" = A(ap A + ynl) = 20 A? + ynA = 2 ((g +1)A- 21) +ynA, qui est
bien de la forme z, 1A + y,111, en posant x,, 1 = <% + 1) Tn + Yn, €6 Ynt1 = —%xn.
Ceci prouve I'hérédité de la récurrence, la propriété est donc vraie pour tout entier naturel

n.
(d) Si on utilise la méthode proposée par I’énoncé, on constate pour commencer que ,1 =

T T . . e .
Tptl + Yny1 = <Z + 1) Tn + Yn — an = =, + Y, (on a bien str utilisé les relations
obtenues a la question précédente). La suite (u,) est donc constant, égale & 1 puisque

up =x0+yo = 1.
s

. ™ w2 T ™ w2 ™ T /T
Ensuite, v,41 = Zﬂjn+1+yn+1 = 1_6 + Z x,ﬁ—zyn—zxn = 1—6xn+zyn = Z (Zazn + yn> =

™ . , L . ™ .
—vy,. La suite (v,) est donc géométrique de raison 1 et de premier terme vy = 1, donc

=)

Il ne reste plus qu’a retrouver les valeurs de x,, et de vy, : v, — u, = <—Z — 1) T,, donc
= 4 (—W>2—1 t =1- =1- 4 (—W>2—1 Alt tivement

. . ernativeme
Tn =1\ \2 ; et Yn Tn —1\\3 rnativement,

5



™ ™ 4 ™ T\" e m\n—1
o= (G donenn= =5 (G- (5)) =755 (- (3) )

(e) On sait que A™ = z, A + y,[I, il suffit donc de remplacer par les valeurs obtenues a la

question précédentes.



