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Exer
i
e 1

• Commençons par 
her
her les valeurs d'annulation du dénominateur pour déterminer le do-

maine de dé�nition de la fon
tion f . Le trin�me x2−x−3 a pour dis
riminant ∆ = 1+12 = 13,

et admet don
 deux ra
ines réelles x1 =
1−

√
13

2
≃ 2.3, et x2 =

1−
√
13

2
≃ −1.3. On en

déduit évidemment que Df = R\{x1, x2}.
Les limites de la fon
tion f en +∞ et en −∞ se 
al
ulent de façon 
lassique, en exploitant

le � théorème des termes de plus haut degré � ou en faisant une fa
torisation des termes

prépondérants au numérateur et au dénominateur de la fra
tion : f(x) =
x(1 + 3

x
)

x2(1− 1

x
− 3

x2 )
=

1

x
× 1 + 3

x

1− 1

x
− 3

x

2
, forme sous laquelle ne subsiste plus de forme indéterminée puisque le quotient

de droite tend vers 1. On en déduit que lim
x→±∞

f(x) = 0.

Le 
al
ul des autres limites de f né
essite essentiellement d'étudier son signe, 
e qui se fait

bien à l'aide d'un tableau de signes :

x −3 x1 x2

x+ 3 − 0 + + +

x2 − x− 3 + + 0 − 0 +

f(x) − 0 + − +

On peut maintenant par exemple 
al
uler lim
x→x−

1

x2 − x − 3 = 0+, don
 lim
x→x−

1

f(x) = +∞ (le

numérateur ayant une limite �nie stri
tement positive quand x tend vers x1).

Il ne reste plus qu'à étudier les variations de la fon
tion. Elle est dérivable sur 
ha
un de ses

intervalles de dé�nition, de dérivée f ′(x) =
x2 − x− 3− (2x− 1)(x+ 3)

(x2 − x− 3)2
=

−x2 − 6x

(x2 − x− 3)2
=

−x(x+ 6)

(x2 − x− 3)2
. Cette dérivée est du signe de son numérateur, qui s'annule en x = 0 et x = −6

et qui sera positif uniquement entre 
es deux valeurs. Pro�tons-en pour 
al
uler f(0) =
3

−3
=

−1 et f(−6) =
−3

39
= − 1

13
a�n de 
ompléter le tableau de variations de la fon
tion :

x −∞ −6 −3 x1 0 x2 +∞
f ′(x) − 0 + + + 0 − −

f 0
❍❍❍❥− 1

13

✟✯✟✟

0

✟✯✟✟

+∞

−∞
✟✯✟✟

−1
❍❍❍❥−∞

+∞❍❍❍❥ 0
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On termine en�n notre étude en traçant une allure de la 
ourbe représentative de f , en prenant

bien soin d'indiquer les di�érentes asymptotes, ainsi que les tangentes horizontales aux points

d'annulation de la dérivée :

0 1 2 3 4 5 6 7−1−2−3−4−5−6−7−8

0

1

2

−1

−2

−3

f(x) =
x+ 3

x2 − x− 3
• La fon
tion g est dé�nie sur Dg = R

+∗\{1} =]0, 1[∪]1,+∞[. Elle y est dérivable, de dérivée

f ′(x) =
ln(x)− 1

ln2(x)
, dont le signe est 
elui de ln(x) − 1. La fon
tion g est don
 stri
tement

dé
roissante sur ]0, 1[ et sur ]1, e[, et stri
tement 
roissante sur ]e,+∞[.

On a besoin de 
onnaître les résultats de 
roissan
e 
omparée pour a�rmer que lim
x→+∞

g(x) = 0.

Pas de forme indéterminée en 0, par 
ontre, où on a dire
tement lim
x→0

g(x) = 0. En�n, les

dernières limites ne posent au
un problème : lim
x→1−

g(x) = −∞ (le dénominateur est négatif à

gau
he de 1) et lim
x→1+

g(x) = +∞. En 
al
ulant g(e) = e, on 
omplète le tableau de variations

suivant :

x 0 1 e +∞
g′(x) − − 0 +

g 0
❍❍❍❥−∞

+∞❍❍❍❥
e

✟✯✟✟

+∞

On 
on
lut bien sûr ave
 une allure de 
ourbe :
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• La fon
tion h est bien sûr dé�nie, 
ontinue et dérivable sur R, elle est de plus paire (
ar la

fon
tion cos est paire) et 2π-périodique (là aussi 
ar cos l'est également). On peut don
 res-

treindre l'étude de la fon
tion à l'intervalle [0, π], et 
ompléter la 
ourbe ensuite par symétrie

par rapport à (Oy) puis en exploitant la périodi
ité.

La dérivée de notre fon
tion est donnée par h′(x) = −2 sin(2x) + 2 sin(x) = 2(sin(x) −
2 sin(x) cos(x)) = 2 sin(x)(1 − 2 cos(x)) (en exploitant la formule de dupli
ation sin(2x) =
2 sin(x) cos(x) ; si on ne 
onnait pas 
ette formule on peut quand même s'en sortir mais le


al
ul est plus long). Sur [0, π], le sinus est toujours positif (mais s'annule en 0 et en π), reste

à déterminer le signe de 1− 2 cos(x). Cette expression est positive lorsque cos(x) 6
1

2
, 
e qui,

sur l'intervalle [0π], se produit sur

[π

3
, π

]

. La dérivée 
hange don
 de signe en

π

3
, qui est un

minimum lo
al de la fon
tion de valeur h
(π

3

)

= cos

(

2π

3

)

− 2 cos
(π

3

)

= −1

2
− 1 = −3

2
. On


al
ule également h(0) = 0 et h(π) = 1 − (−2) = 3 pour 
ompléter le tableau de variations

de h :

x 0 π
3

π

h′(x) 0 − 0 + 0

h 0
❍❍❍❥−3

2

�✒
�

�

3

En 
omplétant par symétrie et par périodi
ité, on obtient une 
ourbe ressemblant à 
e
i :

3



0 1 2 3 4 5−1−2−3−4−5

0

1

2

3

4

−1

−2

−3

−4

Exer
i
e 2

1

2

3

4

5

6

7

8
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1012

14

15

16
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1. Le dessin 
i-dessus montre que u4 = 11 (zones et droites indiquées en bleu) et u5 = 16
(
inquième droite et nouvelles zones indiquées en rouge).

2. Il semblerait qu'on ait toujours un+1 = un+n+1. C'est en fait normal : imaginons qu'on ait

déjà tra
é n droites délimitant un zones dans le plan. Si on ajoute une nouvelle droite à notre

�gure, elle va traverser (sauf 
as très parti
ulier) n+1 zones parmi 
elles déjà existantes (elle

va 
hanger de zone traversée à 
haque fois qu'elle 
oupe une autre droite, 
omme il y a n

droites à 
ouper, 
elà fait bien n+ 1 zones traversées), 
e qui revient à dire qu'elle va 
ouper

en deux n+1 zones, sans tou
her aux autres zones. Ce qui revient bien à ajouter n+1 zones

au total pré
édent, d'où un+1 = un + n+ 1.
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3. Puisque (un) est dé�nie à partir du rang 1 (quoiqu'il soit assez fa
ile et 
ohérent d'ajouter

la valeur u0 = 1 au début de la suite), on va faire de même pour (vn) : v1 = 2, v2 = 6,
v3 = 12, v4 = 20 et v5 = 30. Il semblerait qu'on ait toujours vn = 2un − 2, ou si on préfère

que un =
vn

2
+ 1 =

n(n+ 1)

2
+ 1, 
e qui donnerait don
 u100 =

100× 101

2
+ 1 = 5 051. Je

vous laisse faire un petit dessin pour véri�er.

4. Essayons don
 de démontrer par ré
urren
e la propriété que nous allons noter Pn : un =
n(n+ 1)

2
+1. Initialisons la ré
urren
e au rang n = 1 : on sait alors que u1 = 2 et

1× 2

2
+1 = 2,

tout va bien. Supposons désormais la propriété véri�ée au rang n, on peut alors é
rire que

un+1 = un + n + 1 =
n(n+ 1)

2
+ 1 + n + 1 (en exploitant l'hypothèse de ré
urren
e). Si on

fa
torise par n+1, on a don
 un+1 = (n+1)
(n

2
+ 1

)

+1 =
(n + 1)(n + 2)

2
+1, 
e qui est bien

la formule apparaissant dans la propriété Pn+1 (tous les n ont été rempla
és par des n + 1
par rapport à la formule de départ). La propriété Pn est don
 vraie au rang 1 et héréditaire,

elle est démontrée pour tout entier n > 1.

Problème

Partie A : étude d'une fon
tion auxiliaire.

1. La fon
tion g est bien sûr dérivable sur [0,+∞[, de dérivée g′(x) = 1 − ex. Cette dérivée

s'annule lorsque ex = 1, 
'est-à-dire pour x = 0, et elle est en fait négative sur tout l'intervalle

[0,+∞[. La fon
tion g y est don
 dé
roissante. On peut 
onstater en passant que g(0) =
2−e0 = 1. Pour le 
al
ul de la limite en +∞, on a besoin d'un résultat de 
roissan
e 
omparée.

On é
rit par exemple g(x) = ex
(

x

ex
+

2

ex
− 1

)

. Or, lim
x→+∞

x

ex
= 0 (
'est 
e résultat qui dé
oule

de la 
roissan
e 
omparée), et lim
x→+∞

2

ex
= 0 (pas de problème i
i), don
 lim

x→+∞
g(x) = −∞

(intuitivement, dans l'expression de g(x), 
'est l'exponentielle qui l'emporte sur la partie a�ne

x+ 2 et qui impose la limite).

2. (a) La fon
tion g est stri
tement dé
roissante et 
ontinue sur [0,+∞[, véri�e g(0) = 1 et

lim
x→+∞

g(x) = −∞, 
elà su�t à a�rmer que la fon
tion prendra exa
tement une fois 
haque

valeur inférieure ou égale à 2. Vous avez du voir 
e genre de résultat sous forme de 
onsé-

quen
es du théorème des valeurs intermédiaires, nous l'énon
erons dans le 
ours sous

l'intitulé � théorème de la bije
tion � très pro
hainement.

On peut ensuite 
al
uler g(1) = 3 − e > 0, et g

(

3

2

)

=
5

2
− e

3

2 =
5

2
− e

√
e < 0 (en

e�et, e >
5

2
et

√
e >1 don
 e

√
e >

5

2
), pour 
onstater, en exploitant la dé
roissan
e de la

fon
tion g, que né
essairement 1 < α <
3

2
.

3. C'est en
ore une fois la dé
roissan
e de g qui permet de 
on
lure : g(x) est positif si x ∈ [0, α],
et g(x) 6 0 sur [α,+∞[.

Partie B : étude de la fon
tion f et tra
é de la 
ourbe C.
1. (a) Le dénominateur xex+1 ne s'annulant pas quand x > 0, la fon
tion f est bien dé�nie et dé-

rivable sur [0,+∞[. On 
al
ule don
 la dérivée du quotient : f ′(x) =
ex(xex + 1)− (ex + xex)(ex − 1)

(xex + 1)2
=

xe2x + ex − e2x + ex − xe2x + xex

(xex + 1)2
=

xex + 2ex − e2x

(xex + 1)2
=

ex(x+ 2− ex)

(xex + 1)2
, 
e qui est bien la

formule souhaitée.
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(b) Le dénominateur de la fra
tion et l'exponentielle du numérateur étant bien sûr positifs,

f ′(x) est du même signe que g(x). Les 
al
uls de la première partie prouvent alors que f

est 
roissante sur l'intervalle [0, α[ et dé
roissante sur l'intervalle ]α,+∞[, admettant don


un maximum pour x = α.

2. (a) Pour obtenir 
ette expression, on fa
torise simplement en haut et en bas par ex : f(x) =
ex(1− e−x)

ex(x+ e−x)
=

1− e−x

x+ e−x
.

(b) Sous 
ette forme, il n'y a plus de forme indéterminée : lim
x→+∞

1−e−x = 0 et lim
x→+∞

x+e−x =

+∞, don
 lim
x→+∞

f(x) = 0. La 
ourbe C admettra don
 en +∞ une asymptote horizontale


onfondue ave
 l'axe des abs
isses.

3. (a) Par dé�nition, α étant la valeur d'annulation de la fon
tion g, on a α+ 2− eα = 0, don


eα = α+ 2. On peut don
 é
rire f(α) =
eα − 1

αeα + 1
=

α+ 1

α2 + 2α+ 1
=

α+ 1

(α+ 1)2
=

1

α+ 1
en

re
onnaissant au dénominateur une identité remarquable.

(b) On sait que 1 < α <
3

2
, don
 2 < α+ 1 <

5

2
, puis

2

5
<

1

α+ 1
<

1

2
(attention à 
hanger le

sens des inégalités en passant à l'inverse). Autrement dit, f(α) ∈ [0.4, 0.5].

4. Puisque f(0) = 0 et f ′(0) = 1 (
al
uls immédiats), la tangente a pour équation y = x.

5. (a) Commençons par é
rire f(x)−x =
ex − 1

xex + 1
−x =

ex − 1− x(xex + 1)

xex + 1
=

ex − 1− x2ex − x

xex + 1
.

Or, en développant, (x+ 1)ex = xex − x2ex − x+ ex − xex − 1 = ex − x2ex − x− 1, 
'est
bien la même 
hose que le numérateur de f(x)− x, 
e qui prouve la formule demandée.

(b) La fon
tion u est bien sûr dérivable, de dérivée u′(x) = ex − ex − xex = −xex. Cette

dérivée étant négative sur tout l'intervalle [0,+∞[, la fon
tion u est don
 dé
roissante.

Comme de plus u(0) = 0, la fon
tion u est don
 toujours négative (
e qui revient à dire

que f(x) 6 x, don
 que la 
ourbe C est toujours située en-dessous de la tangente T ).

6. Voi
i la 
ourbe, le maximum est i
i indiqué de façon exa
te mais bien sûr, on se 
ontente des

approximations 
al
ulées plus haut sur une 
opie :

0 1 2 3 4

0

1

Partie C : 
al
ul d'aire et étude d'une suite.

1. Il faut être un peu attentif pour 
ette question et se rappeler que f(x) =
1− e−x

x+ e−x
. Cette

forme est très intéressante dans la mesure où le numérateur n'est autre que la dérivée du

dénominateur. On a don
 f(x) =
h′(x)

h(x)
, où h(x) = x+e−x

est toujours positif sur [0,+∞[. La

fon
tion ln(h) est alors une primitive de f . Autrement dit, on peut poser F (x) = ln(x+ e−x).
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2. Puisque la droite (T ) a pour équation y = x et que la 
ourbe représentative de f est tou-

jours située en-dessous de 
ette droite, il s'agit simplement de 
al
uler

∫

1

0

x − f(x) dx =

[

x2

2
− F (x)

]1

0

=
1

2
− ln(1 + e−1) =

1

2
− ln(e+ 1) + ln(e) =

3

2
− ln(e+ 1).

3. (a) On a en fait déjà 
al
ulé v0 =

∫

1

0

f(x) dx = ln(e+1)−1. On 
al
ule exa
tement de la même

façon v1 =

∫

2

1

f(x) dx = [F (x)]21 = ln(2+e−2)−ln(1+e−1) = ln(2e2+1)−2−ln(e+1)+1 =

ln

(

2e2 + 1

e+ 1

)

− 1. En�n, v2 =

∫

3

2

f(x) dx = [F (x)]32 = ln(3 + e−3) − ln(2 + e−2) =

ln(3e3 + 1)− 3− ln(2e2 + 1) + 2 = ln

(

3e3 + 1

2e2 + 1

)

− 1. Ces valeurs ne se simpli�ent pas et

n'ont essentiellement au
un intérêt.

(b) Tout 
e qu'on peut dire, 
'est qu'il s'agit de l'aire sous la 
ourbe, 
omprise entre les droite

verti
ales d'équations x = n et x = n+ 1.

(
) On sait que, sur tout l'intervalle [2,+∞[, la fon
tion f est dé
roissante. On peut don


é
rire que, si n 6 x 6 n + 1 (ave
 n > 2), on aura f(n + 1) 6 f(x) 6 f(n). Il su�t

alors d'intégrer 
et en
adrement entre n et n + 1 (intervalle de largeur 1) pour obtenir

l'en
adrement demandé. En 
ombinant 
et en
adrement ave
 l'en
adrement similaire f(n+

2) 6

∫ n+2

n+1

f(x) dx 6 f(n+1) (il su�t de rempla
er n par n+1 pour obtenir 
e dernier) on

en déduit fa
ilement que vn+1 6 f(n+ 1) 6 vn, et don
 que la suite (vn) est dé
roissante
(au moins à partir du rang 2).

(d) La suite (vn) étant 
onstituée de valeurs positives, elle est don
 dé
roissante et minorée par

0, don
 elle 
onverge né
essairement. On peut d'ailleurs ne pas s'embêter ave
 
et argument

et se 
ontenter d'appliquer dire
tement le théorème des gendarmes à l'en
adrement de la

question pré
édente : lim
n→+∞

f(n) = lim
n→+∞

f(n+ 1) = 0, don
 lim
n→+∞

vn = 0.
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