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Exer
i
e 1

Après avoir pré
isé 
e que re
ouvre exa
tement l'expression � étude 
omplète d'une fon
tion �,

e�e
tuer l'étude la plus 
omplète possibles des trois fon
tions suivantes :

• f(x) =
x+ 3

x2 − x− 3

• g(x) =
x

ln(x)
• h(x) = cos(2x) − 2 cos(x)

Exer
i
e 2

Deux droites sé
antes dans le plan dé
oupent le plan en quatre régions distin
tes. Trois droites

sé
antes délimitent (au maximum) sept régions distin
tes (voir �gure 
i-dessous). Le but de 
et

exer
i
e est de déterminer le nombre maximal de régions délimitées par n droites sé
antes dans le

plan. On notera 
e nombre un.

1 2

3 4

1

2

3

4

5 6

7

1. Déterminer les valeurs de u4 et u5 (on se 
ontentera de petits dessins, sans 
her
her à faire

une justi�
ation rigoureuse).

2. Quelle relation peut-on imaginer entre deux termes su

essifs un et un+1 de la suite (un) ?
Essayer de donner une expli
ation de 
ette relation.

3. On note vn = n(n + 1). Cal
uler les premiers termes de la suite (vn) et les 
omparer à 
eux

de la suite (un) (on doit trouver une relation simple entre les deux). En déduire la valeur de

un puis, par exemple, 
elle de u100.

4. Redémontrer la formule obtenue pour un par ré
urren
e en exploitant la relation obtenue à

la question 2.
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Problème

Pour les plus 
urieux, je signale que 
e problème est bêtement extrait d'un sujet de ba
, don


devrait être une simple formalité. Bon, un sujet de ba
 un peu an
ien, 
ertes.

On 
onsidère la fon
tion f dé�nie sur [0;+∞[ par f(x) =
ex − 1

xex + 1
. On désigne par C sa 
ourbe

représentative dans un repère orthonormal du plan.

Partie A : étude d'une fon
tion auxiliaire.

Soit la fon
tion g dé�nie sur l'intervalle [0,+∞[ par g(x) = x+ 2− ex.

1. Étudier les variations de g et déterminer la limite de g en +∞.

2. (a) Montrer que l'équation g(x) = 0 admet une solution et une seule dans [0;+∞[. On note

α 
ette solution.

(b) Prouver que 1 < α <
3

2
.

3. En déduire le signe de g(x) suivant les valeurs de x.

Partie B : étude de la fon
tion f et tra
é de la 
ourbe C.

1. (a) Montrer que, pour tout x appartenant à [0,+∞[, f ′(x) =
exg(x)

(xex + 1)2
.

(b) En déduire le sens de variation de la fon
tion f sur [0,+∞[.

2. (a) Montrer que pour tout réel positif x, f(x) =
1− e−x

x+ e−x
.

(b) En déduire la limite de f en +∞. Interpréter graphiquement le résultat trouvé.

3. (a) Établir que f(α) =
1

α+ 1
.

(b) En utilisant l'en
adrement de α établi dans la première partie de l'exer
i
e, donner un

en
adrement de f(α) .

4. Déterminer une équation de la tangente (T ) à la 
ourbe C au point d'abs
isse 0.

5. (a) Établir que, pour tout x appartenant à l'intervalle [0;+∞[, f(x) − x =
(x+ 1)u(x)

xex + 1
, où

u(x) = ex − xex − 1.

(b) Étudier le sens de variation de la fon
tion u sur l'intervalle [0,+∞[. En déduire le signe

de u(x).

(
) Déduire des questions pré
édentes la position relative de la 
ourbe C par rapport à la

droite (T ).

6. Tra
er une allure de C et de (T ) dans un même repère.

Partie C : 
al
ul d'aire et étude d'une suite.

1. Déterminer une primitive F de f sur [0,+∞[.

2. On note D le domaine délimité par la 
ourbe C, la tangente (T ) et les droites d'équations

x = 0 et x = 1. Cal
uler l'aire du domaine D.

3. Pour tout entier naturel n, on pose vn =

∫
n+1

n

f(x) dx.

(a) Cal
uler v0, v1 et v2.

(b) Interpréter graphiquement vn.

(
) Montrer que, pour tout n > 2, f(n+1) 6

∫
n+1

n

f(x) dx 6 f(n). En déduire la monotonie

de la suite (vn) à partir de n = 1.

(d) Déterminer la limite de la suite (vn).
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