
Interrogation É
rite n

o

5 : 
orrigé

PTSI B Ly
ée Ei�el

4 février 2021

1. Pour la limite en 0, le mieux est de multiplier par la quantité 
onjuguée : f(x) =
x(
√
1 + x2 −

√
1 + x)

1 + x2 − 1− x
=

√
1 + x2 +

√
1 + x

x− 1
. Il n'y a plus de forme indéterminée, on obtient don
 fa
ilement lim

x→0
f(x) =

−2.

De l'autre 
�té, par 
ontre, 
ette méthode ne résoudra rien, et surtout n'est pas du tout

né
essaire, fa
toriser le dénominateur étant su�sant (on suppose x > 0 pour le 
al
ul) :

f(x) =
x

x

√

1 + 1

x2 − x

√

1

x
− 1

x2

=
1

√

1 + 1

x2 −
√

1

x
− 1

x2

. Là en
ore, plus de forme indé-

terminée puisque la deuxième ra
ine du dénominateur tend vers 0 et la première vers 1 :

lim
x→+∞

f(x) = 1.

2. Les deux fon
tions sont dé�nies sur R et dérivables partout ailleurs qu'en 0 par théorèmes

généraux. Pour étudier la dérivabilité en 0, on reviendra à 
haque fois à la dé�nition et on


al
ulera don
 un joli taux d'a

roissement. Commençons par g : τ0,g(h) =
|h| sin(h)

h
, don


τ0,g(h) = sin(h) si h > 0, et τ0,g(h) = − sin(h) si h < 0. Dans les deux 
as, la limite quand h

tend vers 0 est nulle, don
 la fon
tion g est bien dérivable en 0, et g′(0) = 0. Même prin
ipe

pour la deuxième fon
tion (la notation n'est pas très heureuse pour une fon
tion qui s'appelle

h mais tant pis) : τ0,h(h) =
ln(1 + |h|)

h
, don
 τ0,h(h) =

ln(1 + h)

h
si h > 0. On 
onnait bien

la limite de 
e quotient quand h tend vers 0, on peut don
 en 
on
lure que lim
h→0+

τ0,h(h) = 1.

De l'autre 
�té, on aura de même τ0,h(h) =
ln(1− h)

h
si h < 0. Or, lim

h→0

ln(1− h)

−h
= 1 (
'est

la même limite que 
elle déjà utilisée à droite), 
e qui su�t à a�rmer que lim
h→0−

τ0,h(h) = −1.

La fon
tion h n'est don
 pas dérivable en 0, mais sa 
ourbe représentative y admettra deux

demi-tangentes, de pente 1 à droite de 0 (et don
 d'équation y = x) et de pente −1 à gau
he

(et don
 d'équation y = −x).

3. (a) Les fon
tions fn sont trivialement stri
tement 
roissantes sur [0,+∞[ 
omme somme d'une

exponentielle stri
tement 
roissante et de fon
tions 
roissantes. De plus, fn(0) = −2
et lim

x→+∞

fn(x) = +∞ don
, étant 
ontinues, les fon
tions sont bije
tives de [0, 1] vers

[−2,+∞[. En parti
ulier, 0 qui est un réel appartenant à [−2,+∞[ admet une unique

anté
édent un par la fon
tion fn.

(b) On 
al
ule bêtement fn(1) = e + n − 3 et f ′

n(x) = ex + 2nx, don
 f ′

n(1) = e + 2n. On

en déduit que la tangente demandée a pour équation y = (e + 2n)(x − 1) + e + n − 3 =
(e+ 2n)x− n− 3.

(
) Voi
i les 
ourbes demandées (la tangente en 0 a toujours pour pente 1), ave
 bien sûr la


ourbe de f0 en bleu, 
elle de f1 en violet et 
elle de f2 en rouge :
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(d) Par dé�nition, u0 est solution de l'équation ex − 3 = 0, don
 u0 = ln(3). Lorsque n ≥ 1,
fn(1) = e + n − 3 ≥ 0, don
 (par 
roissan
e de la fon
tion fn) on aura un < 1, 
e qui

prouve que un ∈]0, 1[ (on ne peut bien sûr pas avoir fn(1) = 0, et en
ore moins fn(0) = 0,
don
 un n'est égal ni à 0 ni à 1).

(e) Il su�t de 
onstater que fn+1(x)− fn(x) = ex + (n + 1)x2 − 3− ex − nx2 + 3 = x2 pour

en déduire que fn+1(x) > fn(x) sur tout l'intervalle ]0,+∞[. En parti
ulier, fn+1(un) >
fn(un), ave
 par dé�nition fn(un) = 0, don
 fn+1(un) > 0, et on a aussi fn+1(un) >

fn+1(un+1). Il su�t d'appliquer la 
roissan
e de la fon
tion fn+1 pour en déduire que

un > un+1, et don
 que la suite (un) est dé
roissante.

(f) La suite est dé
roissante et minorée par 0, elle 
onverge né
essairement vers une limite

l ≥ 0. Si on avait l > 0, on en déduirait que n
n→+∞

u2n = +∞. Or, par dé�nition de la suite

(un), on a toujours nu2n = 3−eun
, et 3−eun

a né
essairement une limite �nie. L'hypothèse

l > 0 est don
 absurde, 
e qui assure que lim
n→+∞

un = 0.

(g) On reprend le même 
al
ul de limite qu'à la question pré
édente, mais à l'envers : on sait

maintenant que lim
n→+∞

3− eun = 2, don
 on a né
essairement lim
n→+∞

nun

2
= 1. Comme nun

est toujours positif, on en déduit sans mal que lim
n→+∞

√

n

2
un = 1.
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