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Exer
i
e 1 : Mise en jambes.

1. Commençons par é
rire le nombre a sous forme exponentielle : |a| =
√
4 + 4 =

√
8 = 2

√
2,

don
 a = 2
√
2

(

− 1√
2
− 1√

2
i

)

= 2
√
2e−i 3π

4
. En posant maintenant z = reiθ, l'équaion z3 =

r3e3iθ = a est équivalente aux deux 
onditions r3 = 2
√
2 et 3θ ≡ −3π

4
[2π]. On en déduit

que r =
√
2 (r étant le module du nombre z, don
 un nombre réel stri
tement positif),

et θ ≡ −π

4

[

2π

3

]

. Il y a don
 trois solutions : z1 =
√
2e−iπ

4 = 1 − i ; z2 =
√
2ei

5π

12
et

z3 =
√
2e−i 11π

12
. Les deux dernières ra
ines 
ubiques ne peuvent pas s'exprimer sous forme

algébrique sans 
al
uls 
ompliqués.

2. On 
ommen
e par linéariser le cos3(x), soit en utilisant dire
tement la formule de tripli-


ation du 
osinus, soit plus 
lassique en utilisant les formules d'Euler, 
e que nous allons

faire i
i : cos3(x) =

(

eix + e−ix

2

)3

=
e3ix + 3eix + 3e−ix + e−3ix

8
=

2 cos(3x) + 6 cos(x)

8
=

1

4
cos(3x) +

3

4
cos(x). Il ne reste plus qu'à 
al
uler I =

∫ π

2

0

1

4
cos(3x) +

3

4
cos(x) dx =

[

1

12
sin(3x) +

3

4
sin(x)

]
π

2

0

= − 1

12
+

3

4
=

2

3
.

3. Cette équation implique 
ertainement que tan(arctan(2x) + arctan(3x)) = tan
(π

4

)

= 1.

En appliquant la formule de dupli
ation des tangentes, le membre de gau
he de l'égalité

pré
édente est égal à

tan(arctan(2x)) + tan(arctan(3x))

1− tan(arctan(2x)) tan(arctan(3x))
=

5x

1− 6x2
(on a tout à fait le

droit de simpli�er i
i). On doit don
 avoir 5x = 1 − 6x2, soit 6x2 + 5x − 1 = 0. Cette
équation du se
ond degré a pour dis
riminant ∆ = 25 + 24 = 49 et pour ra
ines x1 =
−5− 7

12
= −1 et x2 =

−5 + 7

12
=

1

6
. Il faut véri�er 
es solutions 
ar la première étape de notre


al
ul n'a au
une raison d'être une équivalen
e. De fait, −1 ne peut pas être solution puisque

arctan(−2)+ arctan(−3) < 0. Par 
ontre, arctan

(

1

2

)

+arctan

(

1

3

)

∈
]

0,
π

2

[

(on additionne

deux ar
tangente de nombres positifs et inférieurs à 1), don
 le fait que sa tangente soit égale

à 1 su�t à prouver que 
e nombre est égal à

π

4
. Autrement dit, S =

{

1

6

}

.

4. Le dis
riminant de l'équation est égal à (3i−4)2−4(1−7i) = −9−24i+16−4+28i = 3+4i.
On va 
her
her une ra
ine 
arrée de 
e dis
riminant sous la forme algébrique δ = a+ ib. On

aura don
 δ2 = a2 − b2 + 2iab = ∆ si et seulement si a2 − b2 = 3 et 2ab = 4. On ajoute


omme toujours à 
es équations la 
ondition supplémentaire sur le module : |δ|2 = a2 + b2 =
|∆| =

√
9 + 16 = 5. La somme de la première équation et de la troisième donne 2a2 = 8 don


a = ±2, puis b2 = 1, don
 b = ±1. Comme a et b doivent être de même signe (deuxième
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équation), on peut prendre δ = 2 + i, et on 
al
ule alors les deux solutions de l'équation

z1 =
4− 3i+ 2 + i

2
= 3− i et z2 =

4− 3i− 2− i

2
1− 2i. Autrement dit, S = {3− i, 1− 2i}.

Exer
i
e 2

1. On sait (limite 
lassique de taux d'a

roissement) que lim
x→0

ex − 1

x
= 1. Son inverse a don
 la

même limite, 
e qui prouve que lim
x→0

f(x) = 1. On peut don
 prolonger f sur [0,+∞[ en une

fon
tion f̃ dé�nie par

{

f̃(x) = x si x > 0

f̃(0) = 0
.

2. On 
al
ule don
 f ′(x) =
ex − 1− xex

(ex − 1)2
.

3. Remplaçons don
 tout 
e qu'on peut dans l'expression pré
édente par la formule donnée par

l'énon
é : f ′(x) =
x+ x2

2 + x2ε(x) − x− x2 − x3

2 − x3ε(x)

(x+ x2

2 + x2ε(x))2

=
x2(−1

2 + ε(x)− x
2 − xε(x))

x2 + x3 + 2x3ε(x) + x4

4 + x4ε(x) + x4ε2(x)
=

−1
2 + ε(x)− x

2 − xε(x)

1 + x+ 2xε(x) + x2

4 + x2ε(x) + x2ε2(x)
. Ce

quotient a pour limite −1

2
quand x tend vers 0 (tout 
e qui n'est pas 
onstant tend vers 0). Le

théorème de prolongement de la dérivée permet don
 d'a�rmer que la fon
tion f̃ est dérivable

en 0, et que f̃ ′(0) = −1

2
. Il y aura don
 à l'origine une tangente de pente −1

2
à la 
ourbe

représentative de f .

4. Redérivons don
 : f ′′(x) =
(ex − ex − xex)(ex − 1)2 − (ex − 1− xex)× 2ex(ex − 1)

(ex − 1)4

=
−xex(ex − 1)− 2ex(ex − 1− xex)

(ex − 1)3
=

−xe2x + xex − 2e2x + 2ex + 2xe2x

(ex − 1)3

=
ex(xex + x− 2ex + 2)

(ex − 1)3
, 
e qui est bien la formule demandée.

5. La fon
tion g est évidemment dérivable, de dérivée g′(x) = ex+(x− 2)ex+1 = (x− 1)ex+1.
Le signe de 
ette 
hose n'étant pas fran
hement limpide, dérivons don
 une fois de plus (on

n'en est plus à une dérivée près) : g′′(x) = ex + (x − 1)ex = xex. Là, 
'est plus évident,

g′′(x) > 0 sur [0,+∞[. La fon
tion g′ est don
 
roissante sur R
+
. Or, g′(0) = −e0 + 1 = 0,

don
 g′ est né
essairement positive sur l'intervalle [0,+∞[. Comme g(0) = −2 + 2 + 0 et

lim
x→+∞

g(x) = +∞ (même pas de forme indéterminée pour 
ette limite), on peut dresser le

tableau de variations suivant :

x 0 +∞

g

0

�✒
�

�

+∞

6. La fon
tion g étant don
 toujours positive, on en déduit que f ′′(x) > 0 sur [0,+∞[ (le déno-
minateur de f ′′

étant lui aussi positif sur 
et intervalle). La fon
tion f ′
est don
 
roissante.

Or, f ′(x) =
1

ex − 1
− xex

e2x − 2ex + 1
=

1

ex − 1
− x

ex − 2 + e−x
, don
 lim

x→+∞
f ′(x) = 0 (
rois-

san
e 
omparée pour le se
ond quotient). On en déduit que f ′(x) 6 0 sur notre intervalle

de dé�nition de f , qui est don
 dé
roissante. On a déjà 
al
ulé la limite en 0 de f à la pre-

mière question, reste à signaler que lim
x→+∞

f(x) = 0 (toujours de la 
roissan
e 
omparée) pour

pouvoir dresser le tableau de variations suivant :
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x 0 +∞

f

1

❅
❅
❅❘

0

7. En fait, les éléments les plus intéressants de la 
ourbe seront obtenus dans les questions qui

vont suivre. Pour l'instant, l'essentiel est de bien indiquer la tangente en 0 
al
ulée plus haut :

0 1 2 3

0

1

ln(2)

u1u2 u3

8. (a) Il s'agit don
 de résoudre l'équation

x

ex − 1
= x. Une fois la valeur x = 0 qu'on ne peut pas


onsidérer 
omme un point �xe au vu du 
al
ul de limite e�e
tué en tout début d'exer
i
e,

on est ramené à la 
ondition ex − 1 = 1, soit x = ln(2), qui est don
 l'unique point �xe de
f .

(b) Cf graphique 
i-dessus. Il semble y avoir une 
onvergen
e � en es
argot � vers le point �xe

ln(2), 
e qui est tout à fait normal pour une suite dont la fon
tion de ré
urren
e f est

dé
roissante.

(
) La fon
tion f (prolongée par 
ontinuité) est 
ontinue et dé
roissante, et véri�e f(0) = 1 et

lim
x→+∞

f(x) = 0, elle est don
 bije
tive de [0,+∞[ vers [0, 1], 
e qui prouve que f(x) ∈ [0, 1].

De plus, f ′
est 
roissante sur 
e même intervalle ave
 f ′(0) = −1

2
et lim

x→+∞
f ′(x) = 0 (tout


ela a été 
al
ulé plus haut), don
 −1

2
6 f ′(x) 6 0, 
e qui prouve que |f ′(x)| 6 1

2
.

(d) Il s'agit bien sûr d'appliquer l'IAF, mais en ayant véri�é les hypothèses. L'intervalle stable

qu'on va prendre est tout bêtement [0,+∞[ tout entier. Il est stable d'après la question

pré
édente, don
 on aura toujours un > 0 par ré
urren
e triviale. De plus, ln(2) > 0

appartient bien à l'intervalle, et sur 
et intervalle |f ′(x)| 6 1

2
. On peut bien appliquer l'IAF

aux valeurs un et ln(2) pour obtenir |f(un)−f(ln(2))| 6 1

2
|un−ln(2)|, don
 |un+1−ln(2)| 6

1

2
|un − ln(2)|.

(e) On va d'abord démontrer par ré
urren
e que, ∀n ∈ N, |un − ln(2)| 6 1

2n
. C'est bien le 
as

au rang 0 
ar |u0− ln(2)| = ln(2) 6 1. Si on suppose la majoration véri�ée au rang n, alors

|un+1 − ln(2)| 6 1

2
|un − ln(2)| 6 1

2
× 1

2n
=

1

2n+1
en appliquant su

essivement le résultat
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dé
oulant de l'IAF et l'hypothèse de ré
urren
e. Comme 0 6 |un−ln(2)| 6 1

2n
, le théorème

des gendarmes assure alors que lim
n→+∞

|un − ln(2)| = 0, don
 que lim
n→+∞

un = ln(2).

(f) Il su�t de prendre n = 10 puisqu'on a alors |un − ln(2)| 6 1

210
=

1

1 024
.

Exer
i
e 3

1. Comme toujours, on peut pro
éder par un 
lassique pivot de Gauss matri
iel (ave
 ou sans ma-

tri
e augmentée), mais je vais préférer la méthode du système :







2x + y + z = a

−x + 2y − z = b

x − y + z = c

.

La somme des deux dernières équation donne immadiatement y = b+c, on peut ensuite e�e
-

tuer l'opération L1−L3 pour trouver x+2y = a−c, don
 x = a−c−2(b+c) = a−2b−3c. En�n,
la dernière équation fournit z = c+y−x = c+b+c−a+2b+3c = −a+3b+5c. Le système admet

une solution unique, la matri
e P est don
 bien inversible, et P−1 =





1 −2 −3
0 1 1
−1 3 5





.

2. (a) On 
al
ule par exemple d'abord PA =





−1 3 −1
−1 1 −1
0 0 0





, puis T =





0 2 1
0 0 −1
0 0 0





.

(b) La matri
e T étant triangulaire supérieure stri
te, elle sera nilpotente. On obtient de fait

T 2 =





0 0 −2
0 0 0
0 0 0





, puis T 3 = 0. Bien entendu, on aura T n = 0 pour tout entier n > 3.

(
) Puisqu'on nous demande d'en déduire, on va exploiter la question pré
édente, mais en

fait un 
al
ul dire
t aurait été aussi simple. La relation T = PAP−1
peut s'é
rire sous la

forme A = P−1TP en multipliant à gau
he par P−1
et à droite par P . On en déduit que

A2 = P−1TPP−1TP = P−1TI3TP = P−1T 2P , puis A3 = P−1T 2PP−1TP = P−1T 3P .

Même pas besoin de ré
urren
e puisqu'on peut arrêter les 
al
uls i
i : A3 = 0, don
 toutes
les puissan
es suivantes seront également nulles. La seule matri
e intéressante à 
al
uler

est don
 A2 = P−1 ×





−2 2 −2
0 0 0
0 0 0



 =





−2 2 −2
0 0 0
2 −2 2





.

3. (a) On a don
 B(0) = I3 et B(1) = I3 +A+
1

2
A2 =





1 2 0
−1 2 −1
−1 −1 0





.

(b) On n'é
rit surtout pas les matri
es expli
itement : B(t)B(t′)

=

(

I3 + tA+
t2

2
A2

)(

I3 + t′A+
t′2

2
A2

)

= I3 + t′A +
t′2

2
A2 + tA + tt′A2 +

t2

2
A2

(on a

supprimé les puissan
es de A supérieures ou égales à 3 puisqu'elles sont nulles). A
hevons le


al
ul : B(t)B(t′) = I3+(t+t′)A+
t2 + 2tt′ + t′2

2
A2 = I3+(t+t′)A+

(t+ t′)2

2
A2 = B(t+t′).

(
) D'après la question pré
édente, B(t)B(−t) = B(0) = I3, don
 B(t) est inversible et

(B(t))−1 = B(−t) = I3 − tA+
t2

2
A2

.

(d) On va simplement prouver par ré
urren
e que (B(t))n = B(nt). En e�et, pour n = 0,
ça mar
he : (B(t))0 = I3 = B(0), et en supposant la propriété vraie au rang n, alors

(B(t))n+1 = (B(t))nB(t) = B(nt)B(t) = B(nt+ t) = B((n+1)t) en exploitant la relation

démontrée plus haut. La formule fon
tionne très bien pour n = −1 puisqu'elle redonne

(B(t))−1 = B(−t). Pour tout entier n, on a don
 (B(t))n = I3 + ntA+
n2t2

2
A2

.

4



(e) On veut don
 I3 + tA+
t2

2
A2 = A, ou en
ore I3 + (t− 1)A+

t2

2
A2

. Si on regarde 
e que

donne 
ette égalité pour le premier 
oe�
ient de la deuxième ligne (où I3 et A
2
ont toutes

deux un 
oe�
ient nul mais pas A), on en déduit immédiatement que t − 1 = 0, don

t = 1. Sauf que t = 1 n'est pas du tout solution de l'équation (on a 
al
ulé B(1) plus haut,
et elle n'est pas égale à A). Bref, S = ∅ (en voilà une question intéressante !).

Problème

A. Étude d'une fon
tion.

1. La fon
tion f est le produit de deux fon
tions impaires (la 
omposée de deux fon
tions

impaires reste impaire, don
 x 7→ sh

(

1

x

)

est bien impaire), don
 
'est une fon
tion paire

(on peut aussi é
rire le 
al
ul de f(−x), bien entendu).

2. C'est le taux d'a

roissement de la fon
tion sh en 0, il a don
 pour limite sh′(0) = ch(0) = 1. En

posant le 
hangement de variable X =
1

x
, on 
onstate que f(x) =

sh(X)

X
, don
 lim

x→±∞
f(x) =

lim
X→0

sh(X)

X
= 1. On pouvait bien sûr aussi utiliser la parité pour justi�er que les deux limites

sont égales.

3. Cal
ul de dérivée tout à fait banal : f ′(x) = sh

(

1

x

)

+ x ×
(

− 1

x2
ch

(

1

x

))

= ch

(

1

x

)

×
(

sh( 1
x
)

ch( 1
x
)
− 1

x

)

=

(

th

(

1

x

)

− 1

x

)

× ch

(

1

x

)

.

4. La fon
tion th est dé�nie et dérivable sur R (son dénominateur ne s'annule jamais), de dérivée

th′(x) =
ch2(x)− sh2(x)

ch2(x)
. Comme on se souvient de la seule formule de trigonométrique

hyperbolique au programme (ch2(x) − sh2(x) = 1), on peut simpli�er : th′(x) =
1

ch2(x)
> 0.

Notons qu'on pouvait aussi é
rire th′(x) = 1 − sh2(x)

ch2(x)
= 1 − th2(x). Quoi qu'il en soit, la

fon
tion est stri
tement 
roissante sur R. Elle est par ailleurs paire, et th(x) =
ex(1− e−2x)

ex(1 + e−2x)
=

1− e−2x

1 + e−2x
, 
e qui prouve que lim

x→+∞
th(x) = 1. On peut don
 dresser le tableau de variations

suivant :

x −∞ 0 +∞

th

−1

✟✯✟✟

0

✟✯✟✟

1

Si on pose w(x) = th(x)− x, on 
onstate que w′(x) = 1− th2(x)− 1 = − th2(x) < 0, don
 la
fon
tion w est stri
tement dé
roissante sur R. Comme w(0) = 0, w est négative sur ]0,+∞[,

e qui prouve qu'on a alors th(x) < x.

5. D'après la question pré
édente th

(

1

x

)

− 1

x
< 0 sur ]0,+∞[ (si x > 0,

1

x
aussi, on peut lui

appliquer l'inégalité th(X) < X), don
 f ′(x) < 0. Il ne reste plus qu'à signaler que, en posant

X =
1

x
, f(x) =

eX

X
− e−X

X
, don
 lim

x→0
f(x) = lim

X→+∞

eX

X
− e−X

X
= 0 (
roissan
e 
omparée)

pour 
on
lure :
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x 0 +∞

f

+∞
❅
❅
❅❘

1

6. Pas grand 
hose de passionnant à indiquer :

0 1 2 3 4

0

1

2

3

4

7. Comme f

(

1

x

)

=
sh(x)

x
, le 
al
ul de la question 2 prouve qu'on peut en e�et prolonger par


ontinuité en 0 en posant g(0) = 1. Le prolongement sur ] − ∞, 0[ se fait tout bêtement en

gardant la même formule, qui est initialement dé�nie sur R
∗
.

B. Une équation di�érentielle.

1. L'équation homogène normalisée y′+
1

x
y = 0 a pour solutions toutes les fon
tions de la forme

yh : x 7→ Ke− ln(x) =
K

x
, ave
 K ∈ R. On va 
her
her une solution parti
ulière de l'équation


omplète sous la forme yp(x) =
K(x)

x
(méthode de variation de la 
onstante). On 
al
ule don


y′p(x) =
xK ′(x)−K(x)

x2
. La fon
tion yp est solution de (E) si

xK ′(x)−K(x)

x
+
K(x)

x
= ch(x),

don
 tout bêtement si K ′(x) = ch(x). On peut don
 prendre K(x) = sh(x), la fon
tion yp

dé�nie par yp(x) =
sh(x)

x
est solution parti
ulière de (E), dont toutes les solutions sont don


de la forme y(x) =
sh(x) +K

x
, ave
 K ∈ R.

2. On 
hange juste le nom de la 
onstante par prin
ipe : y(x) =
sh(x) + L

x
, ave
 L ∈ R.

3. Pour obtenir une fon
tion solution sur R il faut une limite 
ommune en 0 pour les deux

formules pré
édentes. Or, pour avoir une limite �nie en 0, on est obligé de poser K = L = 0,
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et on a alors y(x) =
sh(x)

x
sur 
ha
un des deux intervalles, ave
 une même limite égale à 1

en 0. Une fois prolongée par 
ontinuité en 0, la fon
tion est bien égale à g.

C. Étude d'une suite.

1. La fon
tion f est 
ontinue et stri
tement monotone, don
 bije
tive de ]0,+∞[ vers ]1,+∞[.

Comme

n+ 1

n
= 1 +

1

n
appartient toujours à l'intervalle ]1,+∞[, il admet toujours un anté-


édent unique par f .

2. Par dé�nition, on aura f(un) = 1+
1

n
, et f(un+1) = 1+

1

n+ 1
< 1+

1

n
, don
 f(un) > f(un+1).

La fon
tion f étant stri
tement dé
roissante, on en déduit que un < un+1, la suite (un) est
don
 bien 
roissante.

3. Si la suite (un) est majorée, étant 
roissante, elle admettra une limite �nie l. Mais alors, la

fon
tion f étant 
ontinue, on aura lim
n→+∞

f(un) = f(l). Or, on sait que f(un) = 1 +
1

n
a une

limite égale à 1, et que l'équation f(l) = 1 n'admet pas de solution dans ]0,+∞[. C'est don

que la suite (un) ne peut pas être majorée, et que lim

n→+∞
un = +∞.

D. Une fon
tion dé�nie par une intégrale.

1. En revenant à la dé�nition, 2 ch(x) sh(x) =
2(ex + e−x)(ex − e−x)

4
=

e2x − e−2x

4
= sh(2x).

On remaquera en passant la similitude ave
 la formule de dupli
ation bien 
onnue du sinus

sin(2x) = 2 sin(x) cos(x).

2. Par dé�nition de l'intégrale, on aura J(x) = F (x)−F
(x

2

)

, don
 en dérivant 
orre
tement la


omposée, J ′(x) = f(x)− 1

2
f
(x

2

)

= f(x)− 1

2
× x

2
sh

(

2

x

)

= f(x)− x

4
× 2 sh

(

1

x

)

ch

(

1

x

)

en utilisant le résultat démontré à la question pré
édente. On trouve don
 bien J ′(x) =

f(x)×
(

1− 1

2
ch

(

1

x

))

.

3. La fon
tion f étant à valeurs positives, il faut déterminer le signe de 1 − 1

2
ch

(

1

x

)

= 1 −

e
1

x − e−
1

x

4
. Posons don
 X = e

1

x
pour nous ramener à l'étude du signe de 4 − X − 1

X
=

4X −X2 − 1

X
. Le numérateur de 
ette fra
tion a pour dis
riminant ∆ = 16−4 = 12, et admet

pour ra
ines X1 =
−4−

√
12

−2
= 2 +

√
3 et X2 =

−4 +
√
12

−2
= 2 −

√
3. La valeur

1

ln(X2)

est négative et ne nous intéresse don
 pas, par 
ontre J ′
s'annule pour x =

1

ln(2 +
√
x)

= α

(
f notations plus loin dans l'énon
é). De plus, J ′(x) > 0 quand e
1

x
est situé à l'intérieur des

ra
ines, don
 quand x > α. La fon
tion J est don
 dé
roissante sur ]0, α[ puis 
roissante sur

]α,+∞[.

4. Pour avoir l'asymptote oblique donnée dans l'énon
é, on doit né
essairement avoir lim
x→+∞

J(x) =

+∞. D'où le tableau suivant :

x 0 α +∞

J

+∞❍❍❍❥
J(α)

✟✯✟✟

+∞
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5. On pla
e bien entendu l'asymptote (en 
onservant la 
ourbe au-dessus) et le minimum qu'on

nous a gentiment fournis, et pas grand 
hose d'autre :

0 1 2 3

0

1

2

3
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