
Feuille d'exeries n

o

3 : orrigé

PTSI B Lyée Ei�el

28 septembre 2018

Vrai-Faux

1. C'est vrai, elle est ertes périodique de période π, mais a fortiori elle l'est également de période

2π.

2. Non, 'est n'importe quoi, le signe n'est pas bon, et 'est elle du osinus.

3. Non, les premières valeurs de x sont orretes, mais pour les autres il faut prendre x =
2π

3
+kπ.

4. Non, elle est à valeurs dans [0, π], mais dé�nie sur [−1, 1].

5. Vrai !

Exerie 1 (*)

Pour

π

8
, on ne peut pas faire grand hose d'autre qu'utiliser des formules de dupliation, sauf

si on onnait déjà les lignes trigonométriques de l'angle

π

12
(vues en ours). On érit don

√
2

2
=

cos
(π

4

)

= cos
(

2× π

8

)

= 2cos2
(π

8

)

− 1. On en déduit que cos2
(π

8

)

=
1

2

(√
2

2
+ 1

)

=
2 +

√
2

4
.

Comme le osinus reherhé est ertainement positif, on en déduit que cos
(π

8

)

=

√

2 +
√
2

2
. Il existe

alors diverses possibilités pour retrouver le sinus, par exemple en utilisant sin2
(π

8

)

= 1−cos2
(π

8

)

=

2−
√
2

4
, d'où sin

(π

8

)

=

√

2−
√
2

2
(là enore, la valeur est bien sûr positive). On déduit des deux

valeurs déjà alulées que tan
(π

8

)

=

√

2−
√
2

2 +
√
2
=

√

(2−
√
2)2

4− 2
=

√

3− 2
√
2

2
.

Pour

π

24
, pas vraiment d'autre hoix non plus que de passer par les formules de dupliation :

2× π

24
=

π

12
, don cos

( π

12

)

= 2cos2
( π

24

)

−1. On en déduit que cos
( π

24

)

=

√

1

2

(

cos
( π

12

)

+ 1
)

=
√√

6 +
√
2 + 4

8
. En exploitant ensuite la relation cos2+sin2 = 1, on trouve sin

( π

24

)

=

√

4−
√
6−

√
2

8
,

puis en�n tan
( π

24

)

=

√

4−
√
6−

√
2

4 +
√
6 +

√
2
, e qu'on peut essayer de simpli�er si on a du temps à perdre

(mais on n'obtient rien de très simple).

Exerie 2 (** à ***)

1. C'est une appliation direte du ours : on a soit 3x ≡ x[2π], soit 3x ≡ π−x[2π], e qui donne

les deux possibilités x ≡ 0[π] et x ≡ π

4

[π

2

]

.
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2. Cela se produit si 2x =
π

4
+ kπ, soit x =

π

8
+ k

π

2
, e qu'on note également x ≡ π

8

[π

2

]

.

3. sin

(

x+
3π

4

)

= cos
(x

4

)

⇔ cos

(

π

2
− x− 3π

4

)

= cos
(x

4

)

⇔ −x − π

4
≡ x

4
[2π] ou −x −

π

4
≡ −x

4
[2π] ⇔ 5x

4
≡ −π

4
[2π] ou

3x

4
≡ −π

4
[2π], don S =

{

−π

5
+ k

8π

5
,−π

3
+ k

3π

5
| k ∈ Z

}

.

4. On e�etue bien entendu le hangement de variable X = cos(x) pour sa ramener à l'équation

du troisième degré 2X3+X2−5X +2 = 0. Cette dernière a le bon goût d'admettre 1 omme

raine évidente, on peut don fatoriser sous la forme 2X3 +X2 − 5X + 2 = (X − 1)(aX2 +
bX+c) = aX3+(b−a)X2+(c−b)X−c. Par identi�ation des oe�ients, on obtient a = 2 ;
b − a = 1, don b = 3 ; puis c − b = −5 don c = −2, e qui est ohérent ave la dernière

ondition. Déterminons maintenant les raines du trin�me 2X2 + 3X − 2, qui admet pour

disriminant ∆ = 9+16 = 25 et don pour raines X1 =
−3− 5

4
= −2 et X2 =

−3 + 5

4
=

1

2
.

On peut éliminer la valeur X1 qui n'est pas très rédible pour un osinus, et il nous reste don

les deux possibilités (n'oublions pas la raine évidente) cos(x) = 1, e qui donne x ≡ 0[2π] ;

et cos(x) =
1

2
, qui donne x ≡ π

3
[2π] ou x ≡ −π

3
[2π].

5. Il su�t d'utiliser la formule de transformation produit/somme : cos
(

x+
π

6

)

cos
(

x− π

6

)

=

1

2
⇔ 1

2

(

cos(2x) + cos
(π

3

))

=
1

2
⇔ cos(2x) = 1 − cos

(π

3

)

=
1

2
⇔ 2x ≡ π

3
[2π] ou

2x ≡ −π

3
[2π], don S =

{π

6
+ kπ,−π

6
+ kπ | k ∈ Z

}

.

6. Beauoup moins ompliqué que ça n'en a l'air, il su�t d'y roire :

sin(3x) cos3(x) + sin3(x) cos(3x) =
3

4

⇔ (3 sin(x)− 4 sin3(x)) cos3(x) + sin3(x)(4 cos3(x)− 3 cos(x)) =
3

4

⇔ sin(x) cos3(x)− sin3(x) cos(x) =
1

4

⇔ sin(x) cos(x)(cos2(x)− sin2(x)) =
1

4

⇔ 1

2
sin(2x) cos(2x) =

1

4

⇔ sin(4x) = 1

On a don 4x ≡ π

2
[2π] et S =

{π

8
+ k

π

2
| k ∈ Z

}

.

7. Cette équation ne peut avoir de sens que si x ∈ [−1, 1]. Appliquons la fontion sinus à haque

membre de l'égalité : notre équation implique que x = sin

(

arccos

(

1

3

)

− arccos

(

1

4

))

=

1

4
sin

(

arccos

(

1

3

))

− 1

3
sin

(

arccos

(

1

4

))

(via formule d'addition des sinus). Or, on sait que

sin(arccos(x)) =
√
1− x2 (formule utilisée par exemple pour démontrer la formule donnant la

dérivée de la fontion arccos), don notre membre de droite est égal à

1

4

√

1− 1

9
−1

3

√

1− 1

16
=

√
8

12
−

√
15

12
=

2
√
2−

√
15

12
. Cette unique valeur possible est bien solution de l'équation (le

membre de droite de l'équation initiale est un angle ompris entre −π

2
et

π

2
omme di�érene

d'arosinus de valeurs positives, don il orrespond néessairement à l'arsinus d'un ertain

réel).

8. L'équation ne peut avoir de sens que si x ∈ [−1; 1] et 2x ∈ [−1; 1], don x ∈
[

−1

2
;
1

2

]

.

On peut ensuite prendre le sin de haque �té de l'équation. Comme arccos(x) ∈ [0;π],
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sin(arccos(x)) > 0, et sin(arccos(x)) =
√

1− cos2(arccos(x)) =
√
1− x2. Quant au sinus de

arcsin(2x), il vaut évidemment 2x, e qui donne la ondition néessaire 2x =
√
1− x2. Les

solutions de l'équation sont don forément positives et véri�ent, en élevant au arré l'égalité

préédente, 4x2 = 1 − x2, soit x2 =
1

5
, don x =

√
5

5
(la solution négative ayant déjà été

exlue). Cette valeur est bien inférieure à

1

2
, don S =

{√
5

5

}

.

9. On doit déjà avoir x
√
3 ∈ [−1, 1], don x ∈

[

− 1√
3
,
1√
3

]

pour que l'équation puisse avoir un

sens. Ensuite, on peut par exemple érire arcsin(x
√
3) =

π

2
−arcsin(x) et prendre le sinus des

deux �tés pour obtenir la ondition néessaire x
√
3 = cos(arcsin(x)) =

√
1− x2, don (en

élevant au arré) 3x2 = 1− x2. On trouve alors la ondition néessaire x2 =
1

4
, soit x = ±1

2
.

On onstate aisément que

1

2
est solution de l'équation initiale (qui se traduit alors par l'égalité

π

6
+

π

3
=

π

2
) mais pas −1

2
(dans e as le membre de gauhe est égal à −π

2
. La seule solution

de notre équation est don

1

2
.

10. Il faut ette fois avoir x ∈
[

−1

2
,
1

2

]

pour que l'équation ait un sens. Érivons l'équation sous

la forme arcsin(x) + arcsin(x
√
3) = arcsin(2x), et prenons le sinus de haque membre pour

obtenir la ondition néessaire x
√
1− 3x2 + x

√
3
√
1− x2 = 2x. Après avoir véri�é que x = 0

était bien solution de l'équation initiale (les trois arsinus sont alors nuls), on simpli�e par

x et on a don

√
1− 3x2 +

√
3− 3x2 = 2. On élève tout au arré (enore une fois, auune

raison que haune de es étapes soit une équivalene, on proède seulement pas impliations

suessives) : 1−3x2+3−3x2+2
√
3− 12x2 + 9x4 = 4, e qui donne

√
3− 12x2 + 9x4 = 3x2,

et don en élevant une fois de plus au arré 3 − 12x3 + 9x4 = 9x4. Tout elà se réduit à la

ondition fort simple x2 =
1

4
, e qui donne omme seules possibilités x =

1

2
et x = −1

2
. On

véri�e sans peine que es deux valeurs sont solutions de l'équation initiale, par exemple pour

x =
1

2
, on trouve

π

2
− π

3
=

π

6
, e qui est ertainement vrai (tous les signes sont simplement

opposés pour −1

2
). L'équation a don trois solutions : 0,

1

2
et −1

2
.

Exerie 3 (**)

Parmi les douze mille méthodes possibles, on peut ommener par utiliser la formule de du-

pliation cos(2a) = 2 cos2(a) − 1 pour la mettre sous la forme cos2(a) =
1

2
(cos(2a) + 1). En

notant S la somme qu'on nous demande de aluler, on a don S =
4
∑

k=1

1

2

(

cos

(

2kπ

9

)

+ 1

)

=

cos(2π9 ) + cos(4π9 ) + cos(6π9 ) + cos(8π9 )

2
+2. Or on sait très bien que cos

(

6π

9

)

= cos

(

2π

3

)

= −1

2
, et

un petit oup de transformation somme-produit donne cos

(

2π

9

)

+cos

(

4π

9

)

= 2cos

(

3π

9

)

cos
(π

9

)

=

cos
(π

9

)

= − cos

(

8π

9

)

puisque

8π

9
= π − π

9
. Bref il ne reste dans notre somme (outre le 2 ajouté

ensuite) qu'un fateur −1

2
× 1

2
, et S = −1

4
+ 2 =

7

4
.
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Exerie 4 (**)

Il su�t d'appliquer une deuxième fois la formule de dupliation des tangentes : tan(4x) = tan(2x+

2x) =
2 tan(2x)

1− tan2(2x)
=

4 tan(x)
1−tan2(x)

1− 4 tan2(x)
(1−tan2(x))2

=
4 tan(x)(1 − tan2(x))

1− 6 tan2(x) + tan4(x)
.

Appliquons la formule à x = arctan

(

1

5

)

(qui a évidemment pour tangente

1

5
) pour obtenir

tan(4x) =
4
5 × (1− 1

25 )

1− 6
25 +

1
625

=
20× 24

625 − 150 + 1
=

480

476
=

120

119
. Calulons maintenant tan

(

π

4
+ arctan

(

1

239

))

=

1 + 1
239

1− 1
239

=
240

238
=

120

119
. Ca vous rappelle quelque hose ? Les deux angles 4 arctan

(

1

5

)

et

π

4
−

arctan

(

1

239

)

ont la même tangante, et ils sont tous les deux positifs et plus petits que

π

2
(pour

le deuxième 'est évident, pour le premier, il faut véri�er que tan
(π

8

)

>
1

5
), e qui permet de

onlure à l'égalité des deux angles, e qui prouve la formule de Mahin. Pour être omplets, alu-

lons don les lignes trigonométriques de

π

8
en utilisant que 2 × π

8
=

π

4
. On en déduit par exemple

que 2 cos2
(π

8
− 1
)

=

√
2

2
, don cos2

(π

8

)

=

√
2 + 2

4
, don cos

(π

8

)

=

√√
2 + 2

2
. On aura ensuite

sin
(π

8

)

=

√

1− cos2
(π

8

)

=

√

2−
√
2

2
. On obtient en�n tan

(π

8

)

=

√

2−
√
2

2 +
√
2

=

√

6− 4
√
2

2
=

√

3− 2
√
2 (qui pour les plus urieux peut se simpli�er en

√
2 − 1). En tout as, e nombre a pour

arré 3−2
√
2, dont on veut prouver qu'il est supérieur à

1

25
, e qui revient à dire que 74−50

√
2 > 0,

soit

√
2 <

37

25
. En élevant au arré, on a bien 2 <

1 369

625
, don tout va bien (ouf !).

La deuxième formule est plus simple : tan

(

arctan

(

1

2

)

+ arctan

(

1

3

))

=
1
2 + 1

3

1− 1
6

=
5
6
5
6

= 1.

Comme on sait par ailleurs que tan
(π

4

)

= 1 >
1

2
>

1

3
, il est faile de voir que arctan

(

1

2

)

+

arctan

(

1

3

)

<
π

2
, e qui ahève la démonstration de l'égalité.

Exerie 5 (***)

• La fontion f est dé�nie sur R, 2π-périodique et impaire. On va don restreindre son étude

à l'intervalle [0;π]. Elle est dérivable, de dérivée f ′(x) = cos(x) + 2 cos(2x) = cos(x) +
2(2 cos2(x) − 1) = 4 cos2(x) + cos(x) − 2. En posant X = cos(x), on se ramène à l'étude du

signe du trinome 4X2 + X − 2, qui a pour disriminant ∆ = 1 + 32 = 33, et admet don

pour raines X1 =
−1 +

√
33

8
et X2 =

−1−
√
33

8
. Ces valeurs n'étant ertainement pas des

osinus d'angles remarquables, on ne peut que les exprimer à l'aide de la fontion arccos (les
deux valeurs sont omprises entre −1 et 1). Comme arccos est une fontion déroissante,

arccos(X1) < arccos(X2), et le tableau de variations ressemble à ei :

x 0 x1 = arccos(X1) x2 = arccos(X2) π

f ′(x) + 0 − 0 +

f 0

✟✯✟✟

f(x1)

❅
❅
❅❘

f(x2)

✟✯✟✟

0

4



On peut, si on est vraiment très motivé, herher à aluler les valeurs du minimum et du maxi-

mum, mais on va tomber sur des valeurs a�reuses. Par exemple, f(x1) = sin(arccos(X1)) +
sin(2 arccos(X1)) = sin(arccos(X1)) + 2 sin(arccos(X1)) cos(arccos(X1)) en appliquant la for-

mule de dupliation. Or, sin(arccos(X1)) =
√

1− cos2(arccos(X1)) (les sinus sont positifs

puisqu'on est dans [0;π]), don sin(arccos(X1)) =
√

1−X2
1 , ave X2

1 =
1 + 33− 2

√
33

64
=

34 − 2
√
33

64
, soit sin(arccos(X1)) =

√

30 + 2
√
33

64
=

√

30 + 2
√
33

8
. On obtient alors f(x1) =

√

30 + 2
√
33

8
+ 2

√

30 + 2
√
33

8

√
33− 1

8
=

√

30 + 2
√
33

8
+

(
√
33 − 1)

√

30 + 2
√
33

32

=
(
√
33 + 3)

√

30 + 2
√
33

32
. C'est très laid et fort peu expoitable, on se dispensera don de

tenter un alul du minimum.

0 1 2 3 4 5−1−2−3−4−5

0

1

2

3

−1

−2

−3

• La fontion g est dé�nie sur R, ar cos(3x) étant toujours ompris entre −1 et 1, on tombe tou-

jours dans l'intervalle de dé�nition de la fontion arccos. La fontion est de plus paire (puisque

cos l'est), et

2π

3
périodique (omme x 7→ cos(3x)). On peut don restreindre l'intervalle

d'étude à

[

0;
π

3

]

. Or, sur et intervalle, on onstate que 3x ∈ [0;π], don arccos(cos(3x)) = 3x.

La ourbe représentative de g sur et intervalle est don un segment de droite, et le reste s'en

déduit par la symétrie et la périodiité.

Les plus ourageux auront alulé la dérivée : g′(x) = −3 sin(3x)× −1
√

1− cos2(3x)
=

3 sin(3x)
√

sin2(3x)
=

3
sin(3x)

| sin(3x)| , qui vaut 3 ou −3 selon le signe de sin(3x). On retrouve alors l'allure de la ourbe.

0 1 2 3 4 5−1−2−3−4−5

0

1

2

3

4

• La fontion h est dé�nie sur R, 2π-périodique, mais ni paire ni impaire. On va don res-

treindre son étude à l'intervalle [0; 2π]. On peut la dériver : h′(x) = −3 sin(x) cos2(x) +

3 cos(x) sin2(x) = 3 sin(x) cos(x)(sin(x)− cos(x)). Le dernier fateur s'annule en
π

4
et en

5π

4
,

5



e qui permet d'établir le tableau de variations suivant :

x 0 π
4

π
2 π 5π

4
3π
2 2π

cos(x) + + 0 − − − 0 +

sin(x) 0 + + + 0 − − − 0

sin(x)− cos(x) − 0 + + + 0 − −
h′(x) 0 − 0 + 0 − 0 + 0 − 0 + 0

h

1 ❍❍❍❥
√
2
2

✟✯✟✟

1

❅
❅
❅❘−1

✟✯✟✟

−
√
2
2 ❍❍❍❥−1

�✒
�

�

1

Calul des valeurs intéressantes : f(0) = 13 + 03 = 1 ; f
(π

4

)

=

(√
2

2

)3

+

(√
2

2

)3

=

2
√
2

8
+ 2

√
2

8 =

√
2

2
; les derniers aluls sont extrêmement similaires. On peut en�n traer une

fort belle ourbe :

0 1 2 3 4 5 6 7−1

0

1

2

−1

−2

• La fontion i ne peut être dé�nie que si x > 0 (à ause de la raine arrée) et si

√
x

1 + x
∈ [−1; 1]

à ause du arccos. Puisqu'on a déjà supposé x > 0, ela revient à dire qu'on doit avoir√
x 6 1 + x, soit en élevant au arré x 6 1 + 2x + x2, e qui est toujours le as. On a don

Di = R
+
. On peut dériver la fontion i, e qui donne i′(x) =

1+x
2
√
x
−√

x

(1 + x)2
× −1
√

1− x
(1+x)2

=

− 1− x

2
√
x(1 + x)2

× 1 + x
√

(1 + x)2 − x
=

x− 1

2
√
x(1 + x)

√
x2 + x+ 1

. On peut onstater en passant

que la fontion i n'est pas dérivable en 0 (il y aura une tangente vertiale puisque la dérivée

y a une limite in�nie), et la dérivée, bien qu'assez laide, est simplement du signe de x − 1.

La fontion admet don un minimum en 1, de valeur i(1) = arccos

(

1

2

)

=
π

3
. Par ailleurs,

f(0) = arccos(0) =
π

2
, et omme lim

x→+∞

√
x

x+ 1
= 0, on aura également lim

x→+∞
i(x) =

π

2
. On

peut don dresser le tableau de variations suivant :

x 0 1 +∞

i

π
2❍❍❍❥π

3

✟✯✟✟

π
2

Et traer une magni�que ourbe :

6



0 1 2 3 4 5

0

1

2

• La fontion arctan étant dé�nie sur R, e n'est pas elle qui posera problème, la seule ondition

à véri�er est don que

1− x

1 + x
> 0, e qui est le as sur ] − 1, 1]. La fontion j est dérivable

sur ] − 1, 1[, et en posant u(x) =

√

1− x

1 + x
, et même tant qu'à faire v(x) =

1− x

1 + x
, on peut

ommener par aluler v′(x) =
−1− x− 1 + x

(1 + x)2
= − 2

(1 + x)2
. C'est su�sant pour savoir

que la fontion j sera déroissante sur ] − 1, 1[ (pusiqu'on ompose ensuite par la raine

arrée puis l'artangente qui sont deux fontions roissantes sur leur domaine de dé�nition),

mais ontinuons quand même le alul : u′(x) =
− 2

(1+x)2

2
√

1−x
1+x

= − 1
√
1− x(1 + x)

3

2

, et en�n

j′(x) = − 1
√
1− x(1 + x)

3

2

× 1

1 + 1−x
1+x

= − 1
√
1− x(1 + x)

3

2

× 1 + x

2
= − 1

2
√
1− x

√
1 + x

=

− 1

2
√
1− x2

. Oh surprise, on reonnait, à un fateur

1

2
près, la dérivée de la fontion arccos,

et on en déduit don que j(x) =
1

2
arccos(x)+k pour une ertaine onstante réelle k. Comme

j(0) = arctan(1) =
π

4
=

1

2
arccos(0), on a en fait exatement j(x) =

1

2
arccos(x). Si on ne

s'en est pas rendu ompte, on alule quand même j(1) = arctan(1) = 0, et lim
x→−1

j(x) =

lim
x→+∞

arctan(x) =
π

2
. Dans tous les as, la ourbe ne sera pas surprenante :

7
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Exerie 6 (**)

1. Reprenez la onstrution donnée dans le ours, à l'aide du erle trigonométrique, du sinus

et de la tangente. On peut tout interpréter en termes de longueur : sin(h) (remplaez le x du

ours par un h) est la hauteur du triangle intérieur au erle, dont les sommets sont O, M

et le point I de oordonnées (1, 0). La valeur de tan(h) est la hauteur du triangle extérieur

au erle et tangent extérieurement au point I. Quant à x, 'est par dé�nition la longueur

de l'ar de erle reliant le point I à M . Ainsi, l'aire du petit triangle vaut

1

2
sin(h), elle du

triangle extérieur vaut

1

2
tan(h), et la portion de disque ontenue entre les deux a pour aire

π × h

2π
=

h

2
. En multipliant tout par 2, on obtient sin(h) 6 h 6 tan(h).

2. L'inégalité de droite a déjà été prouvée. Celle de gauhe s'obtient en partant de h 6 tan(h)
et en mulptiliant de haque �té par cos(h). En divisant tout ela par h, on a alors cos(h) 6
sin(h)

h
6 1. Comme cos(0) = 1,

sin(h)

h
est enadré par deux expressions tendant vers 1 en 0,

don lim
h→0

sin(h)

h
= 1.

3. Puisque sin(0) = 0, on en déduit failement que lim
h→0

sin2(h)

h
= 0. Or,

sin2(h)

h
=

1− cos2(h)

h
=

(1+ cos(h))
1 − cos(h)

h
. Le premier terme ayant pour limite 2 en 0, le deuxième doit néessai-

rement avoir une limite nulle pour que le produit tende vers 0.

4. Revenons à la dé�nition de la dérivée : le taux d'aroissement du cos en x vaut τx(h) =
cos(x+ h)− cos(x)

h
. En utilisant les formules d'addition, on trouve

τx(h) =
cos(x) cos(h)− sin(x) sin(h)− cos(x)

h
= cos(x)

cos(h)− 1

h
− sin(x)

sin(h)

h
. Le premier

quotient tend vers 0, le deuxième vers 1, don lim
h→0

τx(h) = − sin(x), e qui donne bien la

dérivée que vous onnaissez par oeur pour le osinus.

5. Même prinipe, ette fois-i τx(h) =
sin(x+ h)− sin(x)

h
=

cos(x) sin(h) + sin(x) cos(h)− sin(x)

h
=

8



cos(x)
sin(h)

h
+sin(x)

1 − cos(h)

h
. Les mêmes limites que tout à l'heure permettent de onlure.

Exerie 7 (**)

1. L'artangente étant dé�nie sur R, et le dénominateur 1 + x2 ne risquant pas de s'annuler,

la seule ondition pour que x appartienne à Df est que

2x

1 + x2
∈ [−1, 1]. Autrement dit, il

faut avoir

2x

1 + x2
6 1, soit 2x 6 1 + x2 (le dénominateur étant toujours positif, on peut

multiplier sans risque), et don 1 + x2 − 2x > 0, ondition qui est toujours véri�ée puisque

1 + x2 − 2x = (x − 1)2 est toujours positif ; et il faut par ailleurs que

2x

1 + x2
> −1, soit

2x > −1 − x2, don x2 + 2x + 1 > 0, ondition qui est elle aussi toujours véri�ée puisque

x2 +2x+1 = (x+1)2 > 0. Finalement, on a simplement Df = R. Qui plus est, la fontion f

est impaire, on peut don restreindre son étude à l'intervalle [0,+∞[.

2. Calulons don f(0) = arcsin(0)− 2 arctan(0) = 0− 0 = 0 ; f(1) = arcsin(1) − 2 arctan(1) =

π

2
− 2× π

4
= 0 ; et en�n f(

√
3) = arcsin

(√
3

2

)

− 2 arctan(
√
3) =

π

3
− 2× π

3
= −π

3
.

3. La dérivée existe si e qui se trouve dans l'arsinus dans la dé�nition de f n'est pas égal à

1 ou à −1. D'après les aluls e�etués dans la première question, ette situation se produit

lorsque x2 − 2x + 1 = 0 ou lorsque x2 + 2x + 1 = 0, 'est-à-dire lorsque x = −1 ou x = 1.

Quand f ′
est dé�nie, on peut érire f(x) = arcsin(u(x))?2 arctan(x) ave u(x) =

2x

1 + x2
,

et on peut aluler u′(x) =
2(1 + x2)− 4x2

(1 + x2)2
=

2(1− x2)

(1 + x2)2
. Ensuite, f ′(x) =

u′(x)
√

1− u2(x)
−

2

1 + x2
=

2(1− x2)

(1 + x2)2
× 1
√

1− 4x2

(1+x2)2

− 2

1 + x2
=

2(1− x2)

(1 + x2)2
× 1 + x2√

1 + x4 + 2x2 − 4x2
− 2

1 + x2
=

2(1 − x2)

1 + x2
× 1
√

(1− x2)2
− 2

1 + x2
.

4. Si x ∈ [−1, 1], 1− x2 > 0 et f ′(x) =
2

1 + x2
− 2

1 + x2
= 0. La fontion f est don onstante

sur [−1, 1], et même nulle sur et intervalle vu les valeurs alulées plus haut.

5. Si x > 1, on a désormais f ′(x) = − 2

1 + x2
− 2

1 + x2
= − 4

1 + x2
, don f(x) = −4 arctan(x)+k.

La onstante k est par exemple obtenue en regardant pour s =
√
3 : −π

3
= −4× π

3
+ k, don

k = π et f(x) = π − 4 arctan(x).

6. On sait que la fontion arctan est roissante sur R, e qui donne failement les variations de

la fontion f . On utilise aussi l'imparité pour ompléter le tableau, la seule hose restant à

aluler est la limite de f lorsque x tend vers +∞. On l'obtient sans problème ave la forme

initiale ou ave la forme simpli�ée : lim
x→+∞

f(x) = −π. D'où le tableau omplet suivant :

x −∞ −1 0 1 +∞

f

π ❍❍❍❥
0

→

0

→

0
❍❍❍❥ −π

9



Exerie 8 (**)

1. Il faut bien évidemment que x ∈ [−1, 1] pour que arcsin(x) soit dé�ni. De plus, on a la

ondition

1 + x

1− x
> 0 (la fontion arctan étant dé�nie sur R, e sera la seule ondition supplé-

mentaire), e qui est le as si x ∈ [−1, 1[ (un petit tableau de signes si besoin). Finalement,

Df = [−1, 1[.

2. Pour dériver, proédons par étapes. En posant g(x) =
1 + x

1− x
, on obtient d'abord g′(x) =

2

(1− x)2
. On ompose ensuite par la raine arrée pour obtenir

g′(x)

2
√

g(x)
=

1

(1− x)2

√

1− x

1 + x
=

1
√

(1 + x)(1 − x)3
. Il ne reste plus qu'à ajouter l'artangente pour obtenir la deuxième moi-

tié de la dérivée de f : f ′(x) =
1√

1− x2
− 2
√

(1 + x)(1− x)3
× 1

1 + 1+x
1−x

=
1√

1− x2
−

2
√

(1 + x)(1 − x)3
× 1− x

2
=

1√
1− x2

− 1
√

(1 + x)(1− x)
= 0. La fontion f est don

onstante. Comme f(0) = arcsin(0) − 2 arctan(1) = −π

2
, on en déduit que, ∀x ∈ [−1, 1[,

f(x) = −π

2
.

3. Posons don x = cos(θ) (e qui est ertainement faisable puisque x ∈ [−1, 1[. On peut alors

érire arcsin(x) = arcsin(cos(θ)) =
π

2
− arccos(cos(θ)) =

π

2
− θ (on peut toujours hoisir

θ ∈ [0, π]). Par ailleurs,
1 + x

1− x
=

1 + cos(θ)

1− cos(θ)
=

(1 + cos(θ))2

1− cos2(θ)
=

(1 + cos(θ))2

sin2(θ)
, don

√

1 + x

1− x
=

1 + cos(θ)

sin(θ)
(sur [0, π], le sinus est néessairement positif). Ave un bon feeling, ou plut�t en

regardant bien e qu'on veut obtenir à la �n, on peut alors penser à tout exprimer en fontion

de l'angle

θ

2
: les formules de dupliation assurent que cos(θ) = 2 cos2

(

θ

2

)

− 1, et sin(θ) =

2 cos

(

θ

2

)

sin

(

θ

2

)

, on en déduit que

1 + cos(θ)

sin(θ)
=

2 cos2(θ2)

2 sin(θ2 ) cos(
θ
2 )

=
cos(θ2 )

sin(θ2 )
=

1

tan(θ2 )
. En

utilisant l'une des nombreuses formules du ours,

1

tan(θ2 )
= tan

(

π

2
− θ

2

)

, e qui permet, en

ajoutant l'artangente, de simpli�er f(x) sous la forme f(x) =
π

2
− θ − 2

(

π

2
− θ

2

)

= −π

2
.

On retrouve le même résultat qu'à la question préédente.

Exerie 9 (***)

1. La fontion cos étant dé�nie sur R, le domaine de dé�nition de Tn est le même que elui de

la fontion arccos, 'est-à-dire le segment [−1, 1].

2. Calulons : Tn(1) = cos(n arccos(1)) = cos(0) = 1 ; Tn(0) = cos(n arccos(0)) = cos
(nπ

2

)

(qui

vaut 0 si n est impair, 1 si n est multiple de 4 et −1 si n est pair mais pas multiple de 4) ; et
Tn(−1) = cos(nπ) = (−1)n.

3. Si x ∈ [0, π], on peut simpli�er arccos(cos(x)) pour trouver Tn(cos(x)) = cos(nx), don
g(x) = 0. De plus, g est une fontion paire, ar cos est paire, elle s'annule don aussi sur

[−π, 0]. En�n, g est 2π-périodique tout omme osinus, don, étant nulle sur une période, elle

est toujours nulle. Cela prouve bien que ∀x ∈ R, Tn(cos(x)) = cos(nx).

4. C'est du simple alul : T0(x) = cos(0) = 1 (polyn�me onstant) ; T1(x) = cos(arccos(x)) = x

(dans e sens-là, ça marhe toujours, du moins bien évidemment pour les valeurs de x pour
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lesquelles arccos est dé�nie) ; T2(x) = cos(2 arccos(x)) = 2 cos2(arccos(x)) − 1 = 2x2 − 1 en

utilisant les formules de dupliation ; et T3(x) = 4x3 − 3x de même, en utilisant ette fois la

formule de tripliation du osinus.

5. (a) Le plus simple est de partir de la formule de transformation produit-somme appliquée ave

b = (n+1)a, e qui donne cos(a) cos((n+1)a) =
1

2
(cos(a+(n+1)a)+cos((n+1)a−a)) =

1

2
(cos((n+ 2)a) − cos(na)). La formule demandée en déoule immédiatement.

(b) On applique tout simplement la formule préédente en hoisissant a = arccos(x) (et on

simpli�e bien sûr le cos(arccos(x)) en x).

() Enore du alul bête : T3(x) = 2xT2(x) − T1(x) = 2x(2x2 − 1) − x = 4x3 − 3x ; puis
T4(x) = 2xT3(x) − T2(x) = 2x(4x3 − 3x) − (2x2 − 1) = 8x4 − 8x2 + 1 ; et en�n T5(x) =
2xT4(x)− T3(x) = 2x(8x4 − 8x2 + 1)− (4x3 − 3x) = 16x5 − 20x3 + 5x.

6. Il faut simplement herher les valeurs de x pour lesquelles n arccos(x) =
π

2
+kπ = (2k+1)

π

2
,

e qui revient bien à dire que x = cos

(

(2k + 1)π

2n

)

. La seule hose à omprendre, 'est

qu'on peut se restreindre aux valeurs de k omprises entre 0 et n − 1, mais pour les autres

valeurs de k, on va tout simplement retomber sur les mêmes valeurs du osinus ! Par exemple

cos

(

(2n + 1)π

2n

)

= cos
(

π +
π

2n

)

= cos
(

π − π

2n

)

= cos

(

(2n − 1)π

2n

)

. De toute façon, les

valeurs de xk, pour k ompris entre 0 et n − 1, sont toutes distintes (e sont des osinus

d'angles distints ompris entre 0 et π), et Tn, qui est un polyn�me de degré n, ne peut pas

avoir plus de n raines distintes.

Exerie 10 (**)

Il y avait une erreur dans l'énoné, la fontion à étudier est f(x) = arctan(sh(x))+arccos(th(x))
(il n'y a pas de th dans l'énoné, e qui est omplètement inohérent ave e qui est dérit en

préambule).

1. Les fontions sh et arctan étant toutes deux dé�nies sur R, arctan ◦ sh l'est aussi. C'est moins

évident pour la deuxième moitié puisque la fontion arccos n'est dé�nie que sur [−1, 1], mais ça

tombe bien, la fontion th est justement à valeurs dans et intervalle, e qui permet d'a�rmer

que Df = R.

2. La fontion f est toujours dérivable (th ne prend jamais les valeurs 1 et −1 qui sont les

seules pour lesquelles arccos n'est pas dérivable), et f ′(x) =
sh′(x)

1 + sh2(x)
− th′(x)
√

1− th2(x)
. Or,

on sait bien que sh′ = ch et que ch2 − sh2 = 1 ('est la seule formule de trigonométrie

hyperbolique à onnaitre), don 1 + sh2(x) = ch2(x) et notre premier quotient se simpli�e en

1

ch(x)
(qui est bien dé�ni sur R puisque la fontion ch ne s'annule jamais). Pour la deuxième

moitié, on peut utiliser les résultats vus dans le problème de la feuille d'exeries : th′(x) =
1

ch2(x)
, et 1 − th2(x) =

1

ch2(x)
également. Comme ch est une fontion stritement positive,

1
√

1− th2(x)
= ch(x), et la deuxième moitié de notre dérivée se simpli�e exatement omme

la première pour donner la onlusion inattendue que f ′(x) = 0. La fontion f est don

onstante sur R, égale à f(0) = arctan(0) + arccos(0) = 0 +
π

2
=

π

2
.

3. Rappelons qu'une des expressions de la fontion th est th(x) =
e2x − 1

e2x + 1
, e qui permet de

transformer l'équation à résoudre en équation équivalente 13(e2x − 1) = 5(e2x + 1), soit
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e2x =
18

8
=

9

4
. On en déduit que 2x = ln

(

9

4

)

= 2 ln(3) − 2 ln(2), don l'unique solution est

x = ln(3) − ln(2).

4. La fontion arctan étant stritement roissante sur R, l'équation arctan(y) =
π

2
−arccos

(

5

13

)

ne peut avoir qu'au plus une solution (peut-être zéro). Or, on sait que, si x = ln(3) − ln(2),

alors th(x) =
5

13
, et qu'alors f(x) = arctan(sh(x)) + arccos(th(x)) =

π

2
, e qui prouve que

y = sh(x) est une solution de l'équation. Il ne reste don plus qu'à aluler la valeur de

sh

(

ln

(

3

2

))

=
eln(

3

2
) + e− ln( 3

2 )

2
=

3
2 +

2
3

2
=

13

12
.

Exerie 11 (***)

En attendant que je retape e orrigé, il est disponible sur ma page de l'an dernier : TD3, exerie

4.

Problème

I. Calul de cos

(

π

5

)

.

1. (a) On sait que cos(2x) = 2 cos2(x)−1, don cos(4x) = 2 cos2(2x)−1 = 2(2 cos2(x)−1)2−1 =
2(4 cos4(x)− 4 cos2(x) + 1)− 1 = 8 cos4(x)− 8 cos2(x) + 1.

(b) En posant x =
π

5
, on aura 4x =

4π

5
= π−x, don cos(4x) = − cos(x). Au vu de la relation

préédente, on a don 8α4 − 8α2 + 1 = −α, soit 8α4 − 8α2 + x+ 1 = 0.

() La raine la plus évidente est −1 : 8(−1)4 − 8(−1)2 − 1+1 = 0. On peut don fatoriser :

8x4−8x2+x+1 = (x+1)(ax3+ bx2+ cx+d) = ax4+(a+ b)x3+(b+ c)x2+(c+d)x+d.

On a don a = 8 ; a + b = 0, soit b = −8 ; b + c = −8 soit c = 0 ; c + d = 1 soit d = 1.
Soit 8x4 − 8x2 + x + 1 = (x + 1)(8x3 − 8x2 + 1). Reste à trouver une deuxième raine,

x =
1

2
onvient puisque

8

8
− 8

4
+ 1 = 1 − 2 + 1 = 0. On peut don à nouveau fatoriser :

8x3 − 8x2 + 1 =

(

x− 1

2

)

(ex2 + fx+ g) = ex3 +

(

f − 1

2
e

)

x2 +

(

g − 1

2
f

)

x− 1

2
g. Par

identi�ation, on obtient e = 8 ; f − 1

2
e = −8, soit f = −4 ; g − 1

2
f = 0 soit g = −2.

Finalement, 8x4 − 8x2 + x+ 1 = (x+ 1)

(

x− 1

2

)

(8x2 − 4x− 2).

(d) Déterminons les raines du dernier fateur obtenu i-dessus. Le trinome 4x2 − 2x − 1
(on peut fatoriser par 2) a pour disriminant ∆ = 4 + 16 = 20, et admet deux raines

x1 =
2 +

√
20

8
=

1 +
√
5

4
, et x2 =

1−
√
5

4
. La valeur de α est don elle d'une des quatre

raines trouvées pour l'équation. Ce n'est sûrement pas −1 puisque α > 0 ('est le osinus

d'un angle inférieur à

π

2
), pas non plus x2 qui est également négative, et ça ne peut pas

être

1

2
puisqu'on sait qu'il s'agit du osinus de l'angle

π

3
, et que la fontion osinus ne

peut pas prendre deux fois ette valeur avant

π

2
. Finalement, α = cos

(π

5

)

=
1 +

√
5

4
.

2. (a) Prenons plut�t les hoses à l'envers : sin(4x) = 2 sin(2x) cos(2x) = 4 sin(x) cos(x)(2 cos2(x)−
1) = 2 sin(x)(4 cos2(x)−2 cos(x)), don pour tous les angles véri�ant sin(x) 6= 0,

sin(4x)

2 sin(x)
=

4 cos2(x)− 2 cos(x) = cos(3x) + cos(x) puisqu'on sait que cos(3x) = 4 cos3(x)− 3 cos(x).
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(b) On a don cos
(π

5

)

+ cos

(

3π

5

)

=
sin(4π5 )

2 sin(π5 )
. Or, sin

(

4π

5

)

= sin
(

π − π

5

)

= sin
(π

5

)

.

Finalement, α+ cos

(

3π

5

)

=
1

2
.

() À l'aide de la formule de transformation d'un produit en somme, α × cos

(

3π

5

)

=

1

2
cos

(

4π

5

)

+
1

2
cos

(−2π

5

)

. Or, cos

(

4π

5

)

= cos
(

π − π

5

)

= − cos
(π

5

)

; et de même

cos

(

−2π

5

)

= cos

(

2π

5

)

= − cos

(

3π

5

)

. Au vu du résultat de la question préédente, on

a don α cos

(

3π

5

)

= −1

2
× 1

2
= −1

4
.

(d) Le réel α est don solution de l'équation x2− 1

2
x− 1

4
, dont le disriminant est ∆ =

1

4
+1 =

5

4
, et qui admet pour raines x1 =

1
2 +

√
5
2

2
=

1 +
√
5

4
, et x2 =

1−
√
5

4
. Comme dans la

première partie de l'exerie, on onlut pour des raisons de signe que α =
1 +

√
5

4
. On a

au passage prouvé que cos

(

3π

5

)

=
1−

√
5

4
.

II. Même hose ave cos

(

π

17

)

!

1. Si sin

(

h

2

)

= 0, 'est que
h

2
≡ 0[π], don h ≡ 0[2π]. Mais alors on a , pour tout entier k,

cos(a+ kh) = cos(a) et sin(a+ kh) = sin(a), don Sn(a, h) = n sin(a) et Cn(a, h) = n cos(a).

2. Je donne le alul ave les omplexes ar 'est quand même plus agréable : Cn(a, h) +

iSn(a, h) =
n−1
∑

k=0

ei(a+kh) = eia
1− einh

1− eih
= eia

ei
nh

2 2i sin(nh2 )

ei
h

2 2i sin(h2 )
= ei(a+(n−1)h

2
) sin(

nh
2 )

sin(h2 )
. Il ne reste

plus qu'à prendre les parties réelle et imaginaire pour obtenir les formules demandées.

3. Parmi les quatre osinus dont x1 est la somme, seul le dernier est négatif puisque

3π

17
∈
[

0,
π

2

]

,

5π

17
∈
[

0,
π

2

]

et

7π

17
∈
[

0, π2
]

. De plus, cos

(

11π

17

)

= − cos

(

6π

17

)

et cos

(

6π

17

)

< cos

(

5π

17

)

,

don cos(5θ) + cos(11θ) > 0, et x1, obtenu en ajoutant enore deux termes positifs, est bien

positif.

4. La somme x1 + x2 est exatement de la forme Cn(a, h), ave a = θ, h = 2θ et n = 8. D'après

la question 2, on a don x1 + x2 =
sin(8θ) cos(8θ)

sin(θ)
=

1

2

sin(16θ)

sin(θ)
. Mais 16θ =

16π

17
= π − θ,

don sin(16θ) = sin(θ) et x1 + x2 =
1

2
.

5. Il faut y roire :

x1x2 = cos(3θ) cos(θ) + cos(3θ) cos(9θ) + cos(3θ) cos(13θ) + cos(3θ) cos(15θ)
+ cos(5θ) cos(θ) + cos(5θ) cos(9θ) + cos(5θ) cos(13θ) + cos(5θ) cos(15θ)
+ cos(7θ) cos(θ) + cos(7θ) cos(9θ) + cos(7θ) cos(13θ) + cos(7θ) cos(15θ)
+ cos(11θ) cos(θ) + cos(11θ) cos(9θ) + cos(11θ) cos(13θ) + cos(11θ) cos(15θ)

On utilise les formules de transformation produit/somme et on obtient x1x2, omme sommes

des osinus des 32 angles suivants (on peut oublier les signes puisques le cos est pair) : 4θ,
2θ, 12θ, 6θ, 16θ, 10θ, 18θ, 12θ, 6θ, 4θ, 14θ, 4θ, 18θ, 8θ, 20θ, 10θ, 8θ, 6θ, 16θ, 2θ, 20θ, 6θ,
22θ, 8θ, 12θ, 10θ, 20θ, 2θ, 24θ, 2θ, 26θ et 4θ. Or, 26θ ≡ −8θ[2π], don cos(26θ) = cos(8θ).
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De même, cos(24θ) = cos(10θ), cos(22θ) = cos(12θ), cos(20θ) = cos(14θ) et cos(18θ) =
cos(16θ). En regroupant tout ei, on obtient x1x2 = 2(cos(2θ)+cos(4θ)+cos(6θ)+cos(8θ)+

cos(10θ) + cos(12θ) + cos(14θ) + cos(16θ)). La parenthèse vaut C8(2θ, 2θ) =
sin(8θ) cos(9θ)

sin(θ)
,

ave cos(9θ) = cos(π2 − 8θ) = − cos(8θ), d'où x1x2 = −2(x1 + x2) = −1.

6. On onnait la somme et le produit de x1 et x2, ils sont solutions de l'équation x2 − 1

2
x− 1 =

0 ⇔ 2x2 − x− 2 = 0, de disriminant 1 + 16 = 17. Comme on l'a vu plus haut, x1 > 0, don

on a x1 =
1 +

√
17

4
et x2 =

1−
√
17

4
.

7. Allons-y : y1y2 = cos(3θ) cos(7θ) + cos(3θ) cos(11θ) + cos(5θ) cos(7θ) + cos(5θ) cos(11θ) =
1

2
(cos(10θ)+cos(4θ)+cos(14θ)+cos(8θ)+cos(12θ)+cos(2θ)+cos(16θ)+cos(6θ)) =

1

4
x1x2 =

−1

4
.

De même, y3y4 = cos(θ) cos(9θ) + cos(θ) cos(15θ) + cos(13θ) cos(9θ) + cos(13θ) cos(15θ) =
1

2
(cos(10θ) + cos(8θ) + cos(16θ) + cos(14θ) + cos(22θ) + cos(4θ) + cos(28θ) + cos(2θ)) = −1

4
(après simpli�ations similaires à elles faites pour x1x2).

8. y1 et y2 ayant pour somme x1 et produit −
1

4
, ils sont solutions de l'équation x2−x1x−

1

4
, don

le disriminant vaut x21 + 1 =
1

2
x1 + 2 =

17 +
√
17

8
et les solutions

1 +
√
17±

√

34 + 2
√
17

8
.

La solution positive est égale à y1, ar y2 est somme de deux osinus négatifs. De même, on

obtient y3 =
1−

√
17 +

√

34− 2
√
17

8
et y4 =

1−
√
17−

√

34− 2
√
17

8
.

9. De plus en plus faile : cos(θ) cos(13θ) =
1

2
(cos(14θ) + cos(12θ)) =

1

2
(− cos(5θ)− cos(3θ)) =

−y1

2
. Comme de plus cos(θ) + cos(13θ) = y3, les réels cos(θ) et cos(13θ) sont solutions de

l'équation x2 − y3x−
y1

2
, cos(θ) étant la solution positive. Le disriminant de l'équation vaut

y23+2y1 =
1 + 17 + 34− 2

√
17− 2

√
17 + 2

√

34 − 2
√
17− 2

√

578 − 34
√
17

64
+
1 +

√
17 +

√

34 + 2
√
17

4
=

68 + 12
√
17 + 2

√

34 − 2
√
17 + 16

√

34 + 2
√
17− 2

√

578 − 34
√
17

64
et on a ensuite cos

( π

17

)

=

1−
√
17 +

√

34− 2
√
17 +

√

68 + 12
√
17 + 2

√

34− 2
√
17 + 16

√

34 + 2
√
17− 2

√

578− 34
√
17

16
.

Étonnant, non ?
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