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Vrai-Faux

Ok W =

Faux, ca dépend des bases dans lesquelles on choisit de représenter ’application.
Faux, c’est dans autre sens : X = PX’.

Vrai.

Faux, on peut simplement dire que les trois vecteurs sont coplanaires.

Faux, le déterminant est multiplié par A" si on multiplie la matrice par .

Exercice 1 (*)

Dans chacun des cas, il suffit de calculer les images des vecteurs de la base canonique et d’écrire
leurs coordonnées en colonne dans la matrice A.
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Exercice 2 (*)

Pour prouver que s est une symétrie, il suffit de vérifier que M? = I (ce qui prouvera que sos = id),
ce qui est effectivement le cas (difficile de détailler plus le calcul ici). Pour déterminer l'espace par



rapport auquel on symétrise, il faut déterminer ker(f — id), ce qui revient a résoudre le systéme

-r — 2y — z =0
0 = 0 .Pastrop difficile a résoudre, on garde I'unique équation z+2y+2z = 0,
-r — 2y — z =0

soit z = —x — 2y. Autrement dit, on symétrise par rapport a ’espace Vect((1,0,—1),(0,1,—-2)).
Quand a D’espace parallélement auquel on symétrise, on cherche cette fois-ci le noyau de f + id,

r — 2y — z = 0
donc on résout le systéme 2y = 0 . La condition y = 0 raméne les deux autres
- — 2y + z =0

équations a z = z, donc 'espace recherché est Vect((1,0,1)).

Exercice 3 (**)

Ce n’est pas si méchant que ca : la division de 1 par X? — X + 1 s’écrit simplement 1 =
0x (X2 — X +1)+1, le reste vaut donc 1, soit f(1) = 1. De méme, f(X) = X. Il faut réfléchir un
tout petit peu plus ensuite : X2 =1 x (X2 - X +1)+ X — 1, donc f(X?) = X — 1; enfin, avec un
poil d’astuce, X2 = X x (X2 - X+ 1D+ X2 - X =(X+1)x(X2—-X+1)— X+ X — 1, donc

f(X3) = —1. On peut aussi, bien entendu, effectuer vraiment la division euclidienne. La matrice dans
1 0 -1 -1
. 01 1 0 .. . .
la base canonique de f est donc A = 00 0 o0 . Un calcul inimaginablement palpitant
00 0 O

permet de constater que A2 = A (mais si!), I'application f est donc un projecteur. Si on souhaite
déterminer le noyau en résolvant le systéme, en notant P = a + bX + cX? 4+ dX?, on a simplement
les deux équations a —c¢ —d = b+ ¢ = 0 (les deux autres lignes étant nulles), soit ¢ = —b, et
d = a + b. Autrement dit, ker(f) = Vect(1 + X3, X — X2 4+ X3). En fait, on sait trés bien que ce
noyau est constitué des multiples de X? — X + 1, on peut vérifier que cela correspond bien & ce
qu’on vien d’obtenir. Pour I'image, en prenant les vecteurs-colonnes de la matrice représentative,

Im(f) = Vect(1, X, X — 1, —-1) = Ry [X].

Exercice 4 (**)

1. La linéarité de ’application est évidente, et nous allons tout simplement démontrer que c’est
un endomorphisme en calculant les images des vecteurs de la base canonique (ce qui est
nécessaire pour déterminer la matrice) et en constatant qu’elles sont dans Ro[X]. En effet,
p()=1-2X;0(X)=X?+X+1-2X2+X =-X2+2X +1;et p(X?) =2X3+2X?%+

1 1 0
2X —2X3 + X2 =3X? 4+ 2X. La matrice de application est donc A= | -2 2 2
0 -1 3
2. On peut par exemple prouver que A est inversible (ou non) en calculant son déterminant.
2 2 -2 2
En développant suivant la premiére ligne, |A| = ‘ 1317 1o 3|7 8 +6 =14, ce qui

est trés différent de 0. L’application f est donc bijective. Pour déterminer un antécédent de
X2 —1, qui a pour coordonnées (—1,0,1) dans la base canonique, on exploite A et on résout

z + vy = —1

le systeme -2z + 2y + 2z = 0 . La deuxiéme équation donne z = y + 2, la
-y + 3z = 1

premiére x = —1 —y = —3z et la derniére y = 32— 1. En remplagant, on a donc —3z =4z —1,

3 4
soit z = 2 puis x = —= et y = — Bon, c’est moche, mais P = ?(X2 —4X — 3) est un

antécédent (et méme le seul) de X2 — 1 par .



3. D’aprés la question précédente, on connait déja une solution de I'équation! Il ne reste plus

N 2 : : 22 P . N ., ’ 2z — 1

qu’a déterminer la solution générale de I’équation homogéne associée y — ———y =
ro2t—1 :ch +2gt3 +%

0. Pour cela, il faut réussir a calculer (par exemple) / 27_ dt = / Sl
0o BHt+1 o 2Ht+1

2 8 [* 1 4 2 1
—— dt = In(z?4x+1 —/ dt = In(z*4241)——= arctan < (m + -
t+3)2+3 ( )73 o (Ht+3)?2+1 ( ) V3 NG 2

(plus une constante dont on se contrefiche). Il ne reste plus qu’a ajouter a cette superbe fonc-
tion la solution particuliére obtenue plus haut pour trouver toutes les solutions de ’équation

4K 2 1
différentielles, qui sont donc les fonctions y :  — K In(x?+2+1)+—— arctan < <:1c + ) ) +

?(3:2 — 4z — 3). On est bien contents de le savoir.

Exercice 5 (***)

1. Tl suffit de constater que uo (u+id) = —id pour comprendre que u est bijectif, de réciproque

uw = —u—id.

2. 1l suffit de prouver que u(zx) ne peut pas étre proportionnel & x. Supposons donc u(z) = Az
(avec A # 0 puisque le noyau de u est réduit au vecteur nul). Alors u?(z) = A2z, donc
A2z + Az 4+ 2 = 0 en reprenant 'hypothése faite sur u. On doit donc avoir A2 + A 41 = 0,
ce qui est difficile dans la mesure ou cette équation a un discriminant négatif, et donc pas de
racine réelle.

3. Prenons donc un = quelconque (non nul quand méme) de R?*, (z, u(z)) forme une famille libre
d’aprés la question précédente. Choisissons désormais un y # 0 tel que u(y) ¢ Vect(z, u(x)).
(’est certainement possible puisque 'image de u est R* tout entier (I’application est bijective).
Un tel y ne peut lui-méme pas appartenir a Vect(x, u(x)), puisque toute combinaison linéaire
de z et de u(x) a une image par u qui est elleméme dans Vect(z,u(z)) (rappelons que
u(u(z)) = —u(x) — x). La famille (x,u(z),y,u(y)) est donc nécessairement une famille libre
de R?, et par conséquent en forme une base. La matrice de u dans cette base est exactement
celle demandée, puisque u(u(z)) = —u(x) — z et u(u(y)) = —u(y) — y, toujours a cause de
I’équation vérifiée par u.

Exercice 6 (**)

Chercher une telle base revient a chercher trois vecteurs (u, v, w) tels que f(u) =0, f(v) = —v et
f(w) = v — w (accessoirement, il serait bon que ces trois vecteurs forment une base de R3. Puisque
flx,y,2) =(—x+2z,—x—2y+2z, —x—y+2), on va pouvoir résoudre trois jolis systémes. Le premier
systéme (celui pour lequel f(u) = 0) se rameéne tellement trivialement a I'unique équation x = z

que je ne l’écris méme pas. Nous prendrons donc u = (1,0, 1). Pour le deuxiéme vecteur, f(v) = —v
—x + 2z = -
se traduit par —x — 2y 4+ z = —y . Bon, une fois constaté que z = 0, il reste la seule
-*r — Yy + z = —z
condition y = —z, on peut donc prendre v = (1,—1,0). Reste désormais & trouver un vecteur w tel
— + 2z = 11—z
que f(w) =v —w, ce qui se traduit par ¢ —x — 2y + z = —1-—y . Cette fois, la premiére
-r - Yy + z = —z
équation donne z = 1, donc —x —y = —2 (les deux derniéres équations sont encore identiques). Pour
ne pas s’embéter, w = (1,1,1) fera laffaire. Il est trés facile de constater que (u,v,w) est bien une
1 1 1
base de R3. De toute facon, on va devoir inverser la matrice de passage P = 0 -1 1 de la
1 0 1

)



base canonique vers (u,v,w) pour la suite des calculs, ce qui prouvera que la famille est une base.

T + Yy + z = a
Utilisons la méthode de la résolution de systéme pour cela : — y + z = b .Ladifférence
T + z = ¢
des deux équations extrémes donne y = a — c. La deuxiéme équation donne alors z = b+y = a+b—c,
-1 -1 2
puis ¢ = ¢ — 2 = 2¢ — a — b. On en déduit que P~! = 1 0 -1
1 1 -1
0 0 0 0 00
Reste a calculer des puissances : B=| 0 —1 0 + 1 0 0 1 |].Notons par exemple C
0 0 -1 000
et N ces deux matrices, la matrice N est clairement nilpotente et on vérifie aisément que N? = 0. On
peut appliquer la formule du binéme de Newton (les deux matrices commutent : CN = NC = —N),
0 0 0
on trouve alors B" = (C + N)" = C"4+nC" !N = [ 0 (=1)" n(=1)""! ]. Comme on sait

0 0 (=)
que P71AP = B, la récurrence classique permet de constater que A® = PB"P~! : c’est vrai au
rang 1 puisque PBP~! = PP~1APP~! = A, et si on le suppose au rang n, alors A"t = AA" =
PBP~'PB"P~! = PB"*1 P~! Pour achever ce brillant exercice, il ne reste plus qu’a calculer A™ :

0 (=" (1—-n)(-1)" 2—n 1—-n n—2
PB"=1| 0 (=)' (n+1)(-1)" |, puis A" = PB"P~! = (-1)" n n+l -—n
0 0 (=)™ 1 1 -1
Exercice 7 (**)
1 -2 -1
1. Il suffit de calculer le produit des deux matrices M — I = 2 —4 =2 et M + 31 =
1 -2 -1
5 =2 -1
2 0 —2 | et constater qu'il est en effet nul. D’ailleurs, on peut se contenter de calculer
1 -2 3

la premiére ligne, les deuxiéme et troisiéme ligne de M — I étant des multiples de la premiére,
on obtiendra également des zéros sur celles-ci.

2. Les deux sous-espaces en question ont une intersection clairement réduite au vecteur nul, on
peut difficilement vérifier a la fois f(z) = z et f(x) = —3z sans étre nul. Comme on n’a pas
encore d’'information sur les dimensions, prouver directement que la somme des deux espaces
demande une certaine dose d’astuce. En gros, il faut écrire x = y + z, avec f(y) = y et
f(z) = =3z (pour que y et z appartiennent aux deux noyaux). On sait, d’aprés la question
précédente, que M? + 2M — 31 = 0, donc f?(z) + 2f(z) — 3z = 0. On peut alors trouver
relativement facilement y et z en les cherchant comme combinaisons linéaires de z et de f(x).

Ainsi, f(z— f(x)) = f(z)— f?(x) = f(z)+2f(2) -3z = —3(z— f(x)), donc tous les multiples
de x — f(z) appartiennent a ker(f + 3id). De méme, f <x + ;f(x)> = f(x) + %fQ(af) =

2 1 1
fz)— gf(:z) +x = x+§f(x), donc tous les multiples de x+ gf(x) appartiennent a ker(f —id).

) . . . 3 1
Il ne reste plus qu’a reconstituer x a partir de ces deux morceaux : en posant y = 1 + 1 f(zx)

1 1
(qui appartient a ker(f —id)) et z = yide Zf(x) (qui appartient a I’autre noyau), on obtient
bien x = y + 2z, ce qui prouve la supplémentarité des deux noyaux.

3. On va procéder par résolution de systémes. On a déja calculé plus haut la matrice représenta-



r — 2y — z =

tive de f—id, son noyau est donc constitué des solutions du systéme ¢ 2z — 4y — 2z =

r — 2y — z =

Les trois équations sont équivalentes, on garde la simple équation x = 2y+z, soit ker(f —id) =
5 — 2y — z = 0

Vect((2,1,0),(1,0,1)). De méme pour 'autre noyau, on résout ¢ 2z - 2z = 0.
r — 2y + 3z = ¢

La deuxiéme équation donne x = z, et on a donc 4x — 2y = 0 (les deux équations extrémes

sont identiques), soit y = 2z, donc ker(f + 3id) = Vect((1,2,1)). On note en particulier que

dim(ker(f —id)) = 2 et dim(ker(f + 31id)) = 1.
4. Il suffit de prendre la famille ((2,1,0),(1,0,1),(1,2,1)) (qui est nécessairement une base
puisque les deux noyaux sont supplémentaires). Chacun des trois vecteurs ayant une image

proportionnelle & lui-méme par f, la matrice de f dans cette base sera bien diagonale, plus
1 0 0

précisément égalea | 0 1 O
0 0 =3

Exercice 8 (***)

1. On pose bien entendu X,, = UYn (quoique les plus tordus puissent changer 1'ordre). Tl

-1 -3 6
1
suffit alors de prendre A = 3 3 5 —6 | pour que I'égalité demandée soit vérifiée.
3 3 -4

1
2. Il s’agit, pour changer, de résoudre des systémes. Pour ne pas trainer de — partout, on va tout

- — 3y + 6z =
multiplier par 2, ’équation AX = X se traduit alors par lesystéme ¢ 3z + by — 6z =
3z + 3y — 4z
Les trois équations sont en fait rigoureusement identiques, il ne restent que la condition x+y =
x 3 — 3y + 6z
2z, 80it X = Y . De méme, pour I’équation AX = —2X,onrésout 3z + 9y — 6z
"E—JQFZ’ 3z + 3y
La derniére équation donne y = —z, et la premicre se résume alors (en divisant par 6) a
x4+ z =0, soit z = —x. La deuxiéme équation est alors toujours vérifiée, ce dont on déduit
x
que X =| —=x

—X

2z

2y .

2z

[en}

3. C’est évident vu les formules obtenues, en écrivant en ligne pour simplifier, S; = Vect((2,0,1), (0,2, 1)),
et S_o = Vect((1,—1,—1)).
2 0 1
4. Au vu des calculs précédents, il suffit de prendre pour P la matrice de passage [ 0 2 —1
1 1 -1

La récurrence habituelle nous permet de prouver que A" = PD"P~! (en notant D la matrice
diagonale de 1’énonce) : c’est vrai au rang 1 car PDP~! = PP71APP~! = A, et en le suppo-
sant vrai au rang n, alors A"t = A"x A = PD"P~'PDP~! = PD"*' P~ Tlreste & calculer

2x + 2z = a
P!, par exemple par la méthode du systéme : 2y — z = b .Procédonc par
r + y — z = c
N a—z b+ 2z a 2z b z ) a b
substitution : © = 5 et y = — donc§—§+§+§—z:c, soit z = 54—5—0,



tit produit matriciel pour continuer : PD™ =

Hos oy o Capt a o

2
0
1
9 _ (_2)n+1 _ ( 2)n+1 4 — ( 2)n+2
(— . Puisque X,, = A" X, on en déduit (en
24 (_2)n+1 ( ) ( 2)n+2
(=

+ (=2)")wo + (=1 + (=2)")yo + 2+ (=2)"")z

simplifiant tout par 2), que x,, =

(= (=220 + (3= (=2)")yo + (=2~ (=2)")z0

n — 2 9
(1= (=2)")zo + (1 = (=2)")yo — (=2)" "2
5 .

7

et z, =

Exercice 9 (*)

1. Soit P = aX?+bX +c € Ro[X], on cherche a écrire P = x(X?+1)+y(X +1)+2(2X? - X), ce

T + y = c
qui revient au systéme y — 2z = b .En effectuant Uopération L3y + Lo — Ly,
x + 2z = a
on trouve z = a + b — ¢, puis on en déduit aisément que y = 2z + b = a + 2b — ¢ puis
x = c—y = —a—2b+2c. Puisque le systéme a toujours une solution, la famille est génératrice.

Puisque la solution est unique (en particulier lorsque a = b = ¢ = 0), la famille est libre. il
s’agit donc d’une base de Ra[X].

11 0
2. La matrice de passageest P=| 0 1 —1 |.D’aprésla question précédente, la matrice de
10 2
2 -2 -1
passage dans l'autre sens est P~ = -1 2 1 (attention quand méme, les coeffi-
-1 1 1
cients notés a, b et ¢ dans la premiére question ne sont pas dans lordre de la base canonique).
2 5
3. Nl suffit de calculer P~' x | —1 | = [ —3 | pour en déduire que P = 5(X2%2+1) — 3(X +
1 -2

1) —2(2X2% - X).
4. Pour la base canonique, on calcule p(1) = 0; p(X) = X et p(X?) = 2X? pour en déduire
000

la matrice M = 0 1 0 |. Dans la base B, la matrice sera donc M’ = P~'MP =
00 2
0 0 —2 —2 -2
Ptx| 01 2
2 0 4 3

Exercice 10 (**)

1. On calcule et on constate que A2 = A. L’application f vérifie donc f2 = f, c’est un projecteur.
3r — 2y — 4z = 0

2. Pour le noyau, on résout le systéme x — 2z = 0 . En prenant la deuxiéme
x — y — z =0

équation, x = 2z, puis en reportant dans la troisiéme 2z —y — z = 0, donc y = 2. Reste



a reprendre la premiére équation : 6z — 2z — 4z = 0, qui est toujours vérifiée. Conclusion :
ker(f) = {(2z,2,2) | z € R} = Vect((2,1,1)). Pour I'image, le plus simple est de chercher les

3r — 2y — 4z = =z
vecteurs invariants par f, et donc de résoudre le systéme x — 2z = y .Les
xr - Yy - z = =z

équations se raménent toutes & x —y — 2z = 0, donc Im(f) = {(y + 22,9,2) | (y,2) € R?} =
Vect((1,1,0);(2,0,1)).

La famille ((2,1,1);(1,1,0);(2,0,1)) est une base de R? (en effet, si a(2,1,1) + b(1,1,0) +
¢(2,0,1) = 0, en composant par f, on obtient b(1,1,0) 4+ ¢(2,0,1) = 0, ce qui implique trés
rapidement b = ¢ = 0, puis a = 0; la matrice de passage de la base canonique & notre famillee
est inversible, la famille est donc une base). Dans cette base, le premier vecteur a une image

000
nulle par f, les deux autres ont pour image eux-méme, la matrice de festdonc [ 0 1 0
0 01
Exercice 11 (* a **)

1 20

e Pour le premier, on peut développer directement suivant la premiére colonne: | 0 1 6 | =
2 4 2

16 20 . . .
1 9 +2 1 6l= 2—24+2x 12 = 2. Encore plus rapide : on fait Ls — 2L pour obtenir

0 0 2 sur la derniére ligne, on développe et on a quasiment directement 2.
Pour le deuxiéme, on additionne les deux premiéres colonnes, puis on développe suivant la

1 -1 0 0 -1 0
premiére colonne : | 3 =3 2 |=|0 -3 2 |=3x(-2)=—6.
2 1 3 3 1 3
Plein de possiblités ici, mais le plus rapide est encore de développer directement par rapport a
2 5 -1
. . 5 -1 2 5
la deuxiémeligne: | 2 0 1 |=-2x — =—-2(10-2)—(—4-15) =
-2 2 3 =2
3 =2 2
—-16 + 19 = 3.
On peut ici remplacer Ly et L3 par leur somme avec L1 puis développer suivant la premiére
1 3 =2 1 3 -2 51
colonne: | -1 2 3 |[=]|0 5 1 :‘7 _3’:—15—7:—22.
-1 4 -1 0 7 =3

Cette fois-ci, différence des deux derniéres lignes avec la premiére puis développement sui-
vant la premiére colonne, avec entre les deux une petite factorisation sur les deux derniéres

1 a a® 1 a a® 1 a a
lignes: [ 1 b b |=|0 b—a b —a®|=((b-a)(c—a)|0 1 bt+a|=(b-a)lc—
1 ¢ ¢ 0 c—a & —ad? 0 1 c+a
1 b+a

a) 1 ctal™ (b—a)(c—a)ic+a—b—a)=(b—a)(c—a)(c—D).

Pour le dernier, curieusement, pas vraiment de truc évident, le plus rapide est de déve-

lopper suivant la premiére ligne et surtout de bien connaitre ses formules de trigo : D =
cos(a —b) cos(b—c) cos(c—a)
cos(a+b) cos(b+c¢) cos(c+a) | = cos(a — b)(cos(b+ ¢)sin(c + a) — cos(c + a) sin(b +
sin(a +b) sin(b+c¢) sin(c+ a)

¢))—cos(b—c)(cos(a+b) sin(c+a)—cos(c+a) sin(a+b))+cos(c—a)(cos(a+b) sin(b+c) —cos(b+

c¢)sin(a+b)). On reconnait dans les parentheses des formules d’addition de sinus pour obtenir

1
D = cos(a—b) sin(a—b)+cos(b—c) sin(b—c)+cos(c—a) sin(c—a) = 5(sin(2(a—b))+sin(2(b—

¢))+sin(2(c—a))). On peut encore simplifier en utilisant les transformations somme-produit :




2
¢—2b). On en déduit (en redéveloppant le troisiéme sinus) que D = sin(a — ¢) cos(a+c—2b) +
sin(c—a) cos(c—a) = sin(a—c)(cos(a+c—2b) —cos(c—a)). Allez, un dernier coup de somme-
at+c—2b+c—a\ . a+c—2b—c+a
sin =
2 2
—2sin(c — b) sin(a — b). Finalement, D = 2sin(a — b) sin(a — ¢) sin(b — ¢).

sin(2(a—b)) +sin(2(b—¢)) = 2sin <“_b+b_c> cos <“_b;b+c> — 2sin(a—c) cos(a+

produit : cos(a+c—2b)—cos(c—a) = —2sin <

Exercice 12 (**%)

Effectuons sur un exemple & quatre lignes quatre colonnes une ou deux opérations qui vont
bien nous simplifier la vie : on remplace successivement C; par C; — C4 puis Ly par L1 — Ly :

01 11 -1 1 11 -2 0 0 1
1 01 1 0 011 0 011 ) R Y
T 10101710 1011510 1 01 . On développe par rapport a la premiére ligne :
1 110 1 1 10 1 110
0 01
|A4] = —2|A3|—| 0 1 O |. On peut maintenant développer le dernier déterminant par rapport a la
1 11
derniére ligne pour trouver |A4| = —2|Az|—|As|. En fait, ces opérations se généralisent sans probléme
pour la matrice A4, (je vous laisse écrire les matrices) pour donner |A,| = —2|A4, 1| — |An—2| (le

deuxiéme signe ne dépend pas de la parité de n car on multiplie une premiére fois par (—1)"*! et
une deuxiéme par (—1)", ce qui donne toujours un signe — a l’arrivée).

La suite des déterminants est donc une suite récurrente linéaire d’ordre 2, d’équation caractéris-
tique 22 + 2z 4+ 1 = 0, soit (x + 1)2. On est en présence d’une racine double, on peut donc écrire
|An| = (An + B)(—1)". Or, |Ag| = 1, donc B =1, et |A1] =0 = —A — B, donc A = —1 (ceux
qui n’aiment vraiment pas les déterminants de matrices vides utiliseront |A2| = —1 = 24 + B).
Finalement, |A,| = (=1)"*(n —1).

Exercice 13 (**%¥)

3—A -2 -3 3—A -2 -3 3—x 1 -3
1. Allons-y: |[A=A|=| -2 6-X 6 |=| -2 6-XA 6 |[=| -2 —-XA 6
2 -2 —2-) 0 4—X 4-2) 0 0 4—2x

(on a additionné les deux derniéres lignes, puis les deus derniéres colonnes). Il ne reste plus qu’a
3—X 1
= (4— 2_ 2) =
9 ) (4—X)(A\*—=3X+2)
(4 —=X)(A—1)(A—2) (les deux racines sont évidentes, mais on peut calculer un discriminant
si on est vraiment en manque).

développer suivant la derniére ligne : |A—A\I| = (4— ) ‘

2. Puisqu’on a déja factorisé, la question est triviale : ce sont les valeurs 1, 2 et 4.

3. On sait que la matrice de application dont on cherche le noyau n’est pas inversible (puisque
son déterminant est nul), donc que ’application n’est pas bijective. Comme il s’agit d’un endo-
morphisme en dimension finie, son noyau ne peut pas étre réduit au vecteur nul (elle n’est pas
injective). On se retrouve donc face a trois systémes a résoudre. Commencons par ker(f —id) :

3r — 2y — 3z = =z
—2x 4+ 6y 4+ 6z = vy .Lesdeuxéquations extrémes sont manifestement les mémes.
20 — 2y — 2z = z
Additions les deux premiéres pour trouver 3y + 3z = 0, soit z = —y. En reportant dans la
premiére, on a alors 2rx—z = 0, soit z = 2z. Autrement dit, ker(f—id) = Vect((1, —2,2)). Pas-
3 — 2y — 3z = 2z x — 2y — 3z =0
sons & ker(f —21id) : —2x + 6y + 6z = 2y ,s0itq —x + 2y 4+ 3z = 0.
20 — 2y — 2z = 2z x — y — 2z =0



Les deux premiéres équations sont les mémes, et en additionnant les deux derniéres on trouve

y+ z = 0, soit z = —y. On reporte dans la premiére : x + y = 0, soit x = —y, donc
- — 2y — 3z =0
ker(f —2id) = Vect(1,—1,1). Enfin, pour le dernier noyau: ¢ —2z + 2y + 6z = 0 .
2 — 2y — 6z = 0
Cette fois, ce sont les deux derniéres équations qui sont identiques, et en additionnant le double
de la premiére et la troisiéme, on obtient —6y — 12z = 0, soit y = —2z. Ensuite, on reporte

dans la premiére équation : —x + z = 0, donc = = z, et ker(f — 4id) = (1,-2,1).
4. Tl suffit de prendre la base ((1,-2,2),(1,—1,1),(1,—2,1)), dans laquelle la matrice de f sera,

1 00
d’aprés les calculs précédents, B=| 0 2 0 |. Bien sir, il faudrait tout de méme vérifier
0 0 4

que c’est une base de R3. En fait, ce sera toujours le cas dans ce genre de situation. Notons
donc u, v et w les trois vecteurs, qui vérifient f(u) = u, f(v) = 2v et f(w) = 4w. Supposons
maintenant que au + bv + cw = 0, alors (f — id)(au + bv + cw) = 0, soit bv + 3cw = 0.
Appliquons maintenant f —2id & bv + 3cw pour obtenir 6cw = 0. On en déduit que ¢ = 0 puis
b=0et a =0 en remontant, la famille est donc libre et constitue une base de R3. Les plus
motivés d’entre vous prouveront plus généralement en utilisant cette technique qu’une famille
de vecteurs (uq,...,u;) de R™ qui sont vecteurs propres d’'une méme application linéaire
f pour des valeurs propres (A1, ...,Ax) deux a deux distinctes forment nécessairement une
famille libre. Sinon, vous attendrez la démonstration de votre professeur de mathématiques
préféré I’an prochain.

Probléme (***)

1

1. Puisqu’on sait que 1’éléve mange & ’heure 0, I’énoncé nous donne immédiatement a; = ¢; = =

et by = 0. Pour les probabilités suivantes, on est obligés d’utiliser la formule des probabilités
totales (ou de faire un arbre complet jusqu’a la troisiéme heure, ce qui n’est pas encore trop

violent) : ag = icl =3 (il ne peut travailler que §’il dormait a ’heure précédente, on sait déja
. . 1 1 3 1 1 1 L
qu’il ne mangeait pas), by = 2™ + 10 3’ et cg = 3™ + 50 =75 Sur le méme principe,
1 1 5 1 1 3 1 1 1 1
a3:§b2+162:ﬁ’ bg—i—iag—i—ZCz—i—E,et 63:§a3+§b3+563:§.

1
2. On peut le voir comme une application de la formule de Bayes, on sait que Pa,(C3) = 3
P(Ag) X Pay(C3) _ 3%g _ 1 : o

= =5 = _ (autrement dit, les événements Ay et C3
P(Cs) 3 8

donc Pry(Ag) =

sont indépendants).

3. Les événements A,, B, et C, formant évidemment un systéme complet d’événements, une

1 1
application directe de la formule des probabilités totales donne tout de suite a,+1 = §bn+16n,
1 1 1 1 1
bnt1 = ian + ch et cpp1 = §an + an + §cn (on ne fait que généraliser les formules déja

appliquées a la premiére question).

4. (a) Puisqu’on a un systéme complet d’événements, on sait déja que a, + b, + ¢, = 1 (inutile
de faire le moindre calcul, mais on peut aussi vérifier a 1’aide des formules de récurrence),

donc (uy,) est constante égale a 1. Pour (v,,), on peut calculer en utilisant les relations de

) 1 1 1 1 1 1 1
la question 3 : vp41 = Gpt1+bnt1 —Cng1 = §bn + ch + §an + ch — Ean — §bn — §cn =0,
donc la suite (vy,) est nulle & partir du rang 1.

1
(b) Comme u,, — v, = 2¢,, on en déduit immédiatement que ¢, = 3 a partir du rang 1 (ce qui



était évident a partir de la relation de récurrence de la suite, soit dit en passant). On peut

. . , 1 1 1
alors réécrire les relations de récurrence sous la forme a,4+1 = =b, + 3 et b1 = §an +—.
1 1 3 1

1
Comme on sait quean—i-bn:l—cn:§,onadoncan+1:§ §—an +§=§—§an.

La suite (a,) est donc arithmético-géométrique a partir du rang 1, d’équation de point
1 1
fixe x = - — -z qui donne z = —. On pose douc z, = a, — -

et on vérife que cette

1
= 5% La suite (z,) est donc

suite est géométrique : 2,41 = apy1 — 1 = 3 ia"
1 1 1
géométrique de raison et et de premier terme z; = a1 — 1-1 On en déduit que
1 1\"1 1\ "1 1 1
= X <—2 =3 , puls a, = 2z, + 11 + (—§)n+l. Plusieurs possibilités

pour en déduire la valeur de b, bien entendu sans refaire de calcul longs : on peut par

1 1 1\ "
exemple exploiter que b, = 3 "=~ <_2) .

1 1
La limite de (c¢,) est bien sar égale a 2’ les deux autres suites ont pour limite T On en
déduit qu’a long terme, le taupin va dormir la moitié du temps, manger le quart du temps

et quand méme travailler sa physique le quart du temps restant.

On pose simplement A =

N—ol— O
= O N
DO s b= =

Il suffit de faire une petite récurrence. La propriété est sirement vérifiée au rang 0 puisque
A%Xy = X, et si on la suppose vraie au rang n, alors X, ;1 = AX,, = A x A"Xy =
A" X, ce qui prouve I'hérédité.

. On

Commencons donc par calculer A% = , puis A3 =

N[ 00|00l
DO 00| w00 —
DO = [ = | =
o P
w5 o e
= o=
ol |edm| e
DO [ s | =

. 1
vérifie alors facilement que A3 + 5(142 + A). La matrice A ne peut pas étre inversible : si
¢’était le cas, on pourrait écrire 243 — A2 — A = A(242—A—1) =0,donc 242 - A—-1=0
(en multipliant par A~1). Or, 242 — A n’est pas du tout la matrice identité (¢a ne marche

méme pas pour le premier coefficient). La matrice A n’est donc pas inversible.

x 4+ y + z = a
Utilisons par exemple la méthode du systéme : —x + y + =z = b .Ladif-
2y — 2z = ¢
1 1
férence des deux premiéres équations donne 2z = a — b, soit x = 2%~ ib; la, somme
1 1 1
des trois équations donne 4y = a + b + ¢, soit y = Za + Zb + ZC’ dont on déduit que
1 1 1
z=1y— 50 = Za + Zb — ZC en reprenant la derniére équation. La matrice P est donc
L _1
: ibl tP—l % 12 1
inversible, e = 3 3 =
O G
1 1 1
_% 1 0 —% 0 0
On calcule par exemple d’abord AP = % 1 0 |,puisD=P1AP = 0 10
0 2 0 0 00

On prouve ensuite par récurrence que A" = PD"P~! : c’est vrai trivialement au rang 0
puisque P71IP = I = A° et en supposant la formule vraie au rang n, on aura A"T! =
Ax A" = PDP~'PD"P~! = PD""1 P! Les puissances de la matrice D étant triviales,

10



(=" 10
il ne reste plus qu’un petit calcul matriciel pour terminer : PD" = —(—%)” 1 0],
0 2 0
% _ _%)n+l % + (_%)n+1 %
puis PD"P~t = [ 2+ (—3)"" 1 —(=3)""" 2 |. 1l ne reste plus qu'a appliquer la
1 1 1
2 2 2
1

formule X,, = A" X, pour retrouver a, = 1 + (—2> s by = 1~ (—2> et ¢, = 5

La linéarité est triviale. Pour le noyau, on va évidemment résoudre le systéme
2y + 2z = 0

2x + z = 0 (quitte a multiplier les équations par 2 ou par 4 pour simpli-
r + y + z =0
fier). On a donc z = —2x = —2y donc = = y, et la derniére équation est alors automatique-

ment vérifiée. On a donc ker(f) = Vect((1,1,—2)). En particulier, dim(ker(f)) = 1, et le
théoréme du rang nous permet d’affirmer que dim(Im(f)) = 2. Pour I'image, on peut bien
str calculer les images des vecteurs de la base canonique, ou plutét de ces vecteurs mul-
tipliés par 2, 2 et 4 pour éviter les fractions : Im(f) = Vect((0,1,1);(1,0,1);(1,1,2)). Le
dernier vecteur étant la somme des deux autres, une base de I'image est ((0,1,1);(1,0,1)).
L’application n’étant pas injective (ni surjective), ce n’est pas un automorphisme.

Encore des systémes a résoudre. Attention, si on multiplie pour éviter les fractions, & ne pas

-4z + 2y + 2z =
oublier de multiplier aussi le — id. Pour F', on se rameéne donc & 2 — 4y + =z =
r 4+ Yy — z =

En soustrayant les deux premiéres équations, —6x + 6y = 0, soit = y. On a alors
z —2x = 0 (toutes les équations se rameénent a cette condition), soit z = 2z. On en déduit

2c + 2y + z = 0
que F' = Vect((1,1,2)). De méme pour G, on doit avoir ¢ 2z + 2y + =z = 0,

r + y + 2z =0
ce qui se résout trivialement : z =0 et y = —x, donc G = Vect((1,—1,0)).

Au vu des calculs de bases précédents, on souhaite donc écrire un vecteur v = (z,y, z)
sous la forme u = a(1,1,2) + b(1,—1,0) + ¢(1,1,—2), ce qui revient & résoudre le sys-

a + b + ¢ =1z
téme a — b + ¢ = vy . En soustrayant les deux premiéres équations on a
2a — 2¢c = z
1 . ., . 1 1
b = iw — gy, et en additionnant les trois équations on trouve a = Zx + Zy + 12.
Il ne reste plus qu’a en déduire que ¢ = a — =z = i:c + i iz (en fait c’est le

méme calcul que celui de linverse de la matrice P dans la partie précédente, ce qui
est d’ailleurs complétement normal). La solution du systéme étant unique, la décom-

position souhaitée existe et est elle aussi unique. Avec les notations de 1’énoncé, on

1 1 1 1 1 1 1 1 1 R
a donc up = a(1,1,2) = Zx+1y+12;ix+1y+12;§x+§y+§z , et de méme

1 1 1 1 0) et 1 n 1 1 1 n 1 1 1 1 1
ug=|-2—-y;~y—=x;0 | etug=(-o+-y—-2;-x+-y— 2,2 — =1 — =y |.
¢=\2" ¥ ¥ T H=\g" T oY Tt Y
Par définition, on a p(u) = up, donc p o p(u) a pour coordonnées :

1 n 1 n 1 n 1 n 1 n 1 n 1 n 1 n 1 1 T 1
o — 1+ — —z4 —x+ — —z4 -+ - —z=-x+ 3 —z

167 T16Y T16 T 16T T16Y T16° T8 T RY TR T T
e exactement pareil pour la deuxiéme coordonnée.

e pareil mais tout multiplié par deux pour la troisiéme coordonnée.

On constate donc aisément que p o p = p, donc p est un projecteur. On calcule de méme
les trois coordonnées de ¢%(u) = q(ug) :
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(SR DS TR DS R
o —r — —y — — —r=—-—r— —
AT T Y T YTt T R Y ,

. . . . 1
e pareil au signe prés pour la deuxiéme coordonnées, ce qui donne donc §y — §x

e 0 pour la derniére coordonnée

On reconnait sans peine ¢ = ¢ donc ¢ est un projecteur. Enfin pour r :

N 1 1 N 1 n 1 1 1 + 1 n 1 1 N 1 1
o — _—y — — — _—y — — 2z — — — —Yy = — -y — —
167 7167 1677167 T16Y 167 87 Tt TR TN T T
e pareil pour la deuxiéme coordonnée

e pareil & un facteur —2 prés pour la derniére coordonnée

La encore, on a bien 2 = r, donc r est un projecteur. Pas besoin de gros calculs pour les

composées par f (pour ce qui précéde non plus si on est malin, d’ailleurs). Par définition,
p(u) = up € F =ker(f —id), donc f(p(u)) = p(u), ce qui revient a dire que fop = p. De

méme,foq:fgqetfor:().

Comme I’énoncé n’est pas assez gentil, regardons ce qui se passe pour de petite valeurs de n,
en essayant d’exploiter les projecteurs p, g et r : déja, par définition u = up+ug+ug donc
u = p(u)+q(u)+r(u), ce qui revient a dire que p+q+r = id. Composons par f pour obtenir
1
f = foid= fo(p+q+r) = p—iq (ce qu’on pouvait constater directement). Ensuite, f? =
n

1 1 1
fo <p —3¢) = D+ 17 On devine alors que f* =p+ —2> q, ce qu’'on démontre bien

entendu & ’aide d’une récurrence triviale en utilisant la question précédent : on a déja large-
ment ce qu’il faut pour ’hérédite, et en supposant la propriété vraie au rang n, alors f7+! =

1 n n+1
foft=fo <p + (—2> q> =p+ —2> q. En reprenant les expressions explicites,

i ) 1 1\"*! Lt i Lt (o i
T,Y,2) = -— |-z T - —= =z | = —= T
&4 1 2 4 2 YT a5\ 2
(1 1" LU S
4 2 YT Bt Ty o)
II suffit en fait de constater que (ap+1,bn+1,Cnt1) = f(an,bpn,cpn), ce dont on déduit

facilement que (an, by, cn) = f™(ag, bo, co) (une récurrence extrémement facile si on veut
étre rigoureux), puis les valeurs prises par les trois suites.
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